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Teil I

Die Maxwell-Gleichungen
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Kapitel 1

Grundgleichungen von
Elektrizität und Magnetismus
vor Maxwell

1.1 Wirkung auf Probeladungen

Befindet sich eine Punktladung q in einem elektrischen Feld E und Magnetfeld B, so erfährtKraft auf

Punktladung sie die Kraft

F = q
(

E +
v

c
× B

)

(1.1)

1.2 Gleichungen zur Bestimmung der Felder

1.2.1 Gaußsches Gesetz

Das Gaußsche Gesetz besagt: Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes, bzw. inGaußsches Gesetz

differentieller Form:

div E = 4π̺ (1.2)

oder in integraler Form:
∮

E · dσ = 4πQ (mit dem Gaußschen Satz aus der differentiellen
Form ableitbar).

Beispiel 1.1 (Punktladung)
Mithilfe dem Gaußschen Gesetz kann man z.B. das elektrische Feld einer Punktladung
berechnen:

∮

E · dσ = E(r) 4πr2 ≡
∫

4π̺ dV = 4πQ ⇒ E(r) =
Q

r2
r

r

2



1 Grundgleichungen von Elektrizität und Magnetismus vor Maxwell

1.2.2 Ampèresches Gesetz

Nach Ampère erzeugen elektrische Ströme magnetische Wirbelfelder :Ampèresches

Gesetz

rotB =
4π

c
j (1.3)

bzw. in integraler Form:
∫

rotB · dσ =
∮

B · dl ≡ 4π
c

∫
j · dσ =: 4π

c J . Dabei ist j die in Gl.
(A.43) definierte Stromdichte.

1.2.3 Das Magnetfeld ist quellenfrei

Das magnetische Feld besitzt keine Quellen, d.h. es gibt keine magnetischen Ladungen (bzw.div B = 0

Monopole):

div B = 0 (1.4)

1.2.4 Induktionsgesetz

Von Michael Faraday wurde das sog. Induktionsgesetz entdeckt, welches besagt, dass zeitlichInduktionsgesetz

veränderliche Magnetfelder elektrische Wirbel erzeugen:

rotE =
1

c

∂B

∂t
(1.5)

Die bekanntere Form ist die Integraldarstellung (1
c

∫
∂tB · dσ =

∫
rotE · dσ =

∮

∂σ
E · dl):

∮

E · dl = −1

c

∂Φ

∂t
(1.6)

mit dem magnetischen Fluss Φ :=
∫

B · dσ.

T3: Elektrodynamik 3 Sebastian Gottwald (LMU)



Kapitel 2

Die Maxwellgleichungen im
Vakuum

James Clerk Maxwell fasste zwischen 1861 und 1864 die im vorigen Abschnitt vorgestellten
Gesetze zu einer einheitlichen Theorie zusammen und ergänzte sie um den Maxwellschen
Verschiebungsstrom, welcher die Konsistenz mit der Kontinuitätsgleichung gewährleistet.Maxwellsche

Gleichungen Die Maxwellschen Gleichungen

div E = 4π̺ (2.1)

rotB − 1

c
∂tE =

4π

c
j (2.2)

rotE +
1

c
∂tB = 0 (2.3)

div B = 0 (2.4)

Bemerkung 2.1 (Grund für die Einführung des Verschiebungsstroms)
Bildet man die Divergenz des Ampèreschen Gesetzes, erhält man die GleichungMaxwellscher

Verschiebungsstrom

0 = div rot B ∝ div j

Damit gäbe es keine Quelle des elektrischen Stromes, beziehungsweise laut Kontinuitätsgleichung
−∂t̺ = div j wäre keine zeitlich veränderliche Ladungsträgerdichte möglich. Maxwell modifizierte
das Ampèresche Gesetz deshalb um einen Zusatzterm:

4π

c
j = rot B + K

Somit ist −∂t̺ = div j = c
4π

divK . Mit dem Gaußschen Satz 4π̺ = divE ergibt sich dann

K ≡ −1

c
∂tE

4



2 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Bemerkungen 2.2
(i) Die Gleichungen (2.1) - (2.2) bilden ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen

erster Ordnung (für E und B). Die ersten beiden Gleichungen sind inhomogen, die letzten
beiden homogen.

(ii) Da die Maxwellgleichungen linear in E,B, ̺ und j sind, gilt das Superpositionsprinzip: Falls

Superpositionsprinzip En und Bn Lösungen zu ̺n und jn sind (n = 1, 2), so sind E1 + E2 und B1 + B2 Lösungen
zu ̺1 + ̺2 und j1 + j2.

(iii) Die Maxwell-Gleichungen sind konsistent mit der speziellen Relativitätstheorie.

(iv) Der Maxwellsche Verschiebungsstrom in den Maxwellgleichungen führt zur Vorhersage von
elektromagnetischen Wellen mit der Geschwindigkeit c. Insbesondere kann damit Licht als
elektromagnetische Welle verstanden werden.

(v) Die Maxwellgleichungen bilden eine vereinheitlichte Theorie für Elektrizität, Magnetismus und
Optik.

(vi) Die Ladungsträgerdichte ρ ist eine Skalarfeld (kein Pseudoskalarfeld). Mit Gl. (2.1) folgt dann,Invarianz unter

Raumspiegelungen dass E ein Vektorfeld ist und aus (2.3), dass B ein Pseudovektorfeld darstellt. Aus (2.2) wird
ersichtlich, dass j ein Vektorfeld ist. Damit ist die Elektrodynamik invariant unter Raumspie-
gelungen.

(vii) Statischer Fall:

Für ∂tE = ∂tB = 0 entkoppeln die Maxwellgleichungen in die Gleichungen der ElektrostatikElektro- und

Magnetostatik (div E = 4π̺, rot E = 0) und der Magnetostatik (divB = 0, rot B = 4πj/c).

T3: Elektrodynamik 5 Sebastian Gottwald (LMU)



Kapitel 3

Die elektrodynamischen
Potentiale

Laut der Maxwellgleichung (2.4) ist B quellenfrei. Es existiert also ein Vektorfeld A – ein
sog. Vektorpotential – mit rotA(x) ≡ B(x). Setzen wir diesen Ausdruck für B in Gl. (2.3)
ein, so erhalten wir rot (E + 1

c∂tA) = 0. Ein rotationsfreies Feld ist das Gradientenfeld eines
Skalarfelds. Damit können wir die Potentialfunktionen der Elektrodynamik definieren:

Definition 3.1 (Die Potentiale der Elektrodynamik).
Seien A ein Vektorfeld, ϕ ein Skalarfeld und E, B Lösungen der Maxwellgleichungen. ObigeDef.:

Elektrodynamische

Potentiale

Überlegungen zeigen, dass die Felder E und B durch die Gleichungen

B = rotA (3.1)

E = −gradϕ− 1

c
∂tA (3.2)

beschrieben werden können, sobald ϕ und A bekannt sind.

Bemerkung 3.1 (Eichtransformation)
Die oben definierten Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt. Die Felder A′, φ′, welche über dieEichinvarianz der

Felder Eichtransformation1

A′ = A + ∇χ (3.3)

ϕ′ = ϕ− 1

c
∂tχ (3.4)

definiert sind, beschreiben durch die Gleichungen (3.1) und (3.2) dieselben Felder E und B wie A
und ϕ. Die Funktion χ dient als frei wählbarer Parameter.

Da durch diese Eichtransformation der Potentiale die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik
unverändert bleiben, ist sie eine Eichtheorie.

1Als Eichtransformation bezeichnet man eine Transformation, in der eine frei wählbare Funktion als
Parameter auftritt.
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3 Die elektrodynamischen Potentiale

Satz 3.1 (Wellengleichungen für die elektrodynamischen Potentiale)
Die folgenden beiden Wellengleichungen für A und ϕ sind äquivalent zu den Maxwellglei-Wellengleichungen

der Potentiale chungen:

�ϕ = 4π̺ (3.5)

� A =
4π

c
j (3.6)

mit dem d’Alembert-Operator � := 1
c2 ∂

2
t −△.

Beweis: Zunächst setzen wir B = rot A für das magnetische Feld und den Ausdruck für das Elektri-
sche Feld aus Gl. (3.2) in die zweite Maxwellgleichung ein:

4π

c
j = rot (rot A)

| {z }

=∇(∇·A)−△A

+
1

c
grad ∂tϕ+

1

c2
∂2

t A = �A + ∇

„

∇ · A +
1

c
∂tϕ

«

Gleichung (3.6) ist erfüllt, wenn der Ausdruck ∇ · A + 1
c
∂tϕ verschwindet. Dies können wir durch

eine Eichung der elektrodynamischen Potentiale erreichen, da diese der oben vorgestellten Eichfreiheit
unterliegen2:

0
!
= ∇ · A′ +

1

c
∂tϕ

′ = ∇ · A + △χ+
1

c
∂tϕ−

1

c2
∂2

t χ = −�χ+

„

∇ · A +
1

c
∂tϕ

«

Die Parameterfunktion χ kann als Lösung dieser (inhomogenen) Wellengleichung gewählt werden, wo-
mit die gewünschte Wellengleichung für A erfüllt wird.

Für Gl. (3.5) setzen wir zunächst E = −gradϕ− 1
c
∂tA in die erste Maxwellgleichung ein:

4π̺ = div E = −△ϕ−
1

c
∂t(∇ · A)

Wenn ϕ entsprechend der Lorenz-Eichung gewählt wird, ist ∇ · A = − 1
c
∂tϕ und damit

�ϕ = 4π̺ �

Bemerkung 3.2 (Rest-Eichfreiheit)
Erfüllen die Potentiale A und ϕ die Lorenz-Eichbedingung ∇ · A + 1

c
∂tϕ = 0, so sind diese aber

noch nicht eindeutig festgelegt, denn es gibt A′, ϕ′ mit � χ = 0, welche die Bedingung ebenfalls
erfüllen.

2Diese spezielle Eichung zur Entwicklung der Wellengleichungen für die Potentiale wird als Lorenz-
Eichung bezeichnet (nach Ludvig Lorenz benannt, nicht Hendrik Antoon Lorentz).

T3: Elektrodynamik 7 Sebastian Gottwald (LMU)



Kapitel 4

Energie- und Impulserhaltung

4.1 Energie und Energiedichte der Materie

Vorweg wollen wir einen nützlichen Ausdruck für die zeitliche Änderung der relativistischen
Energie EM := γmc2 eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld gewinnen. Es ist

dp

dt
=

d

dt
(γmv) = . . . =

mv̇
√

1 − v2/c2
3

dEM

dt
= . . . =

mv̇ · v
√

1 − v2/c2
3 =

dp

dt
· v

Setzen wir nun für ṗ nach dem zweiten Newtonschen Gesetz den Ausdruck (1.1) für dieZeitliche Änderung

der Energie eines

Teilchens im Feld

Lorentzkraft ein, so ergibt sich

dEM

dt
= qv · E (4.1)

Gibt es eine kontinuierliche Ladungsverteilung ̺ in einem Volumen V , so ist es sinnvollEnergiedichte der

Materie die Energiedichte WM := EM/V der Materieteilchen einzuführen. Damit können wir eine
Beziehung zur Stromdichte j herstellen:

∂tWM = ∂tEM/V
(4.1)
= ̺v · E = j · E (4.2)

4.2 Das Poynting-Theorem: Lokale Energieerhaltung

Multipliziert man die zweite Maxwellgleichung mit −E, die dritte mit B und fasst sie in
einer Gleichung zusammen, so ergibt sich

1

c
E · ∂tE +

1

c
B · ∂tB = −4π

c
j · E − (B · rotE − E · rotB)

⇔ 1

2c
∂t(E

2 + B2) = −4π

c
∂tWM − div (E × B) (4.3)

8



4 Energie- und Impulserhaltung

Definition 4.1 (Poynting-Vektor).
Man bezeichnet den VektorDef.:

Poynting-Vektor

S :=
c

4π
E × B (4.4)

als Poynting-Vektor.

Wir integrieren Gl. (4.3) über dem ganzen Raum R
3 und wenden gleichzeitig den Satz von

Gauß für die Divergenz des Poynting-Vektors an. Damit erhalten wir

∂t

∫
E2 + B2

8π
dV = −∂t

∫

WM dV −
∮

S · dσ

Da die elektromagnetischen Felder E und B im Unendlichen verschwinden, verschwindet
das Flussintegral des Poynting-Vektors:

d

dt

(∫
E2 + B2

8π
dV + EM

)

= 0 (4.5)

Also ist für ein System aus dem elektromagnetischen Feld und der Teilchen darin der Term
innerhalb der Klammern eine Erhaltungsgröße. EM steht für die Gesamtenergie der Teilchen,
womit der andere Term die Energie des Feldes beschreiben muss. Die GrößeDie Energiedichte

des elektromagneti-

schen

Felds
W :=

1

8π
(E2 + B2) (4.6)

gibt somit die Energiedichte des Felds an. Falls wir Gl. (4.3) nicht über den ganzen Raum,
sondern über ein endliches Volumen V integrieren, verschwindet das Flussintegral

∮
S · dσ

nicht, sondern gibt also die Änderung der Energie innerhalb des Volumens an und damit
den Energiefluss durch den Rand des Volumens. S erhält damit die Bedeutung der Energie-
flussdichte des elektromagnetischen Felds. Diese Überlegungen werden durch den Satz von
Poynting zusammengefasst:

Satz 4.1 (Der Satz von Poynting)
Die Gesamtenergie, die sich aus der Energie des elektromagnetischen Felds und der EnergieLokale

Energieerhaltung der Materie zusammensetzt, ist lokal erhalten:

∂t(WF + WM ) = −divS (4.7)

Eine Änderung der Gesamtenergiedichte in einem Volumen, führt also unweigerlich zu einem
Fluss der Größe S durch den Rand des Volumens. S wird deshalb als Energiestromdichte
interpretiert1.

1Dabei wird angenommen, dass keine Teilchen den Rand des betrachteten Volumens passieren. Wäre dies
doch der Fall, so müsste man einen Zusatzterm auf der rechten Seite der Gleichung einführen.
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4 Energie- und Impulserhaltung

4.3 Lokale Impulserhaltung

In der Elektrodynamik bleibt der Gesamtimpuls von wechselwirkenden geladenen Teilchen
nur erhalten, wenn dem elektromagnetischen Feld ein eigener Impuls zugeordnet wird.

Sei gM (x, t) eine Impulsdichte, d.h.
∫

V
d3x gM (x, t) =: pM ist der Gesamtimpuls eines

Volumens V . Das zweite Newtonsche Axiom mit der Lorentzkraft ṗm = q(E + v × B/c)
kann damit geschrieben werden als

∂tgM = ̺E +
1

c
j × B (4.8)

Benutzt man nun die Maxwellgleichungen um Ladungs- und Stromdichte zu eliminieren
(Übung), so erhält man folgende Gleichung (für die i-te Komponente):Impulserhaltung

(differentielle Form)

∂t(gF,i + gM,i) = ∂jTij (4.9)

wobeiImpulsdichte und

Flächenstromdichte

des Impulses gF :=
1

4πc
(E × B) (4.10)

als Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes interpretiert wird und der sog. Maxwellsche
Spannungstensor

Tij =
1

4π

(

EiEj +BiBj −
1

2
δij(E

2 + B2)

)

(4.11)

als Flächenstromdichte der Impulskomponente pi in j-Richtung, bzw. die Kraft pro Fläche
in i-Richtung auf ein Flächenelement in j-Richtung. Diese Interpretation wird durch die
integrale Form der lokalen Impulserhaltung anschaulicher. Dafür integrieren wir (4.9) über
einem Volumen V :

∫

V

∂tgF,i + gM,i d
3x =

∫

V

∂jTij d
3x

⇔ d

dt
(pF,i + pM,i) =

∮

∂V

Tijdσj

Es gilt also (mit Ti· := (Ti1 Ti2 Ti3)
T )Impulserhaltung

(integrale Form)

d

dt
(pF,i + pM,i) =

∮

∂V

Ti· · dσ (4.12)

Die zeitliche Änderung der Komponente pi := pF,i + pM,i des Gesamtimpulses innerhalb
eines Volumens ist also nur durch einen Fluss der Größe Ti· durch den Rand des Volumens
möglich. Ein einzelner Eintrag Tij gibt damit den Wert der Änderung von pi pro Fläche in
j-Richtung an2.

2Beispielsweise ist der Fluss T2· · dσ durch eine infinitesimale Fläche mit Orientierung in ê1-Richtung
gegeben durch T2· · ê1dσ = T21.
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4 Energie- und Impulserhaltung

Bemerkung 4.1 (Impulsdichte des elektromagnetischen Felds)
Durch den Ausdruck gF := 1

4πc
(E × B) wird dem elektromagnetischen Feld eine Impulsdichte

zugeordnet. Diese ist proportional zum Energiestrom S:

g ≡ 1

c2
S (4.13)

Das heißt, die Impulsdichte ist äquivalent zum Energiestrom. Diese Beziehung ist konsistent mit
dem Zusammenhang zwischen Impuls und Energie eines relativistischen Punktteilchens:

pM = γmv =
1

c2
vγmc2 =

1

c2
EMv

T3: Elektrodynamik 11 Sebastian Gottwald (LMU)



Kapitel 5

Die Maxwellgleichungen in
Materie

In Festkörpern sind die Maxwellgleichungen natürlich ebenso gültig, wie im Vakuum. Es ist
im Allgemeinen aber relativ kompliziert die Gleichungen beispielsweise auf 1023 Atomker-
ne und Elektronen anzuwenden, und dabei quantenmechanische Effekte miteinzubeziehen.
Diese Behandlung übersteigt unseren derzeitigen Kenntnisstand der Festkörperphysik. Man
bedient sich an dieser Stelle deshalb einem makroskopischen Modell der Elektrodynamik,
wofür die Maxwellgleichungen geringfügig umgeschrieben werden müssen.

5.1 Ladungen und Ströme

Bringt man ein Dielektrikum in ein äußeres elektrisches Feld (z.B. zwischen zwei Kondensa-Gebundene und

freie Ladungen torplatten), so kommt es zu einer Ladungsverschiebung der einzelnen Moleküle des Materials
(siehe E2-Vorlesung). Dadurch treten an bestimmten Stellen (z.B. an den Stirnflächen) des
Dielektrikums Polarisationsladungen auf. Solche Ladungen innerhalb der Materie, die nur
indirekt beeinflussbar sind, bezeichnen wir als gebundene Ladungen mit der Ladungsdichte
̺b.

Diese Ladungen sind zu unterscheiden von den freien Ladungen, die in den Leitern frei
beweglich sind (Ladungsdichte ̺f ). Für diese Ladungen muss die Kontinuitätsgleichung
∂t̺f +div jf = 0 erfüllt sein. Da wir dies für die gesamte Ladungsdichte ̺ := ̺f +̺b ebenso
fordern, sind die gebundenen Ladungen ebenso erhalten.

Satz 5.1
Für eine Ladungsdichte ̺, die die Kontinuitätsgleichung erfüllt, existieren zwei Vektorfelder
P und M mit

∂t̺+ div j = 0 ⇔ ̺ = −div P , j = ∂tP + c rotM (5.1)

Beweis: Gelte zunächst die rechte Seite obiger Äquivalenz, dann ist

∂t̺+ div j = −∂tdivP + div ∂tP = 0.

12



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Sei nun die Kontinuitätsgleichung für j und ̺ erfüllt und sei ein Vektorfeld P definiert durch

Px := −

Z x

0
d′x ̺(x′, y, z, t) , Py = Pz = 0.

Dann ist −div P = ̺ und die Kontinuitätsgleichung wird zu

div (j − ∂tP ) = 0.

Das heißt, wir können mit einem weiteren Vektorfeld M schreiben:

j − ∂tP = c rot M �

Bemerkung 5.1
Die durch Satz 5.1 definierten Felder P und M sind nicht eindeutig festgelegt. So sind ̺ und j
unbeeinflusst, falls sie aus den Feldern P ′ und M ′ hervorgehen, die durch die Eichtransformation

P ′ = P + c rot F , M ′ = M − ∂tF

gegeben sind.

Wir wenden Satz 5.1 auf die gebundenen Ladungen, also auf die Ladungsdichte ̺b und und
die Stromdichte jb an und erhalten die

Definition 5.1 (Polarisierungs- und Magnetisierungsdichte).
Durch die GleichungenDef.: Polarisierungs-

und Magnetisie-

rungsdichte ̺b = −div P (5.2)

jb = ∂tP + c rotM (5.3)

werden die Polarisierungsdichte P und die Magnetisierungsdichte M definiert.

5.2 Maxwellgleichungen in Materie

Nun sind wir soweit die Maxwellgleichungen entsprechend umzuschreiben. Aus (2.1) folgt:

divE = 4π(̺f + ̺b) = 4π̺f − 4πdiv P

⇔ div (E + 4πP ) = 4π̺f

Analog erhält man aus der zweiten Maxwellgleichung:

rotB − 1

c
∂tE =

4π

c
j =

4π

c
jf +

4π

c
∂tP + 4π rotM

⇔ rot (B − 4πM) − 1

c
∂t(E + 4πP ) =

4π

c
jf

T3: Elektrodynamik 13 Sebastian Gottwald (LMU)



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Definition 5.2 (Verschiebungsdichte und H-Feld).
Man definiert überDef.: Verschie-

bungsdichte,

H-Feld D := E + 4πP (5.4)

H := B − 4πM (5.5)

die Verschiebungsdichte D und das H-Feld H.

Mit dieser Definition können wir obige Gleichungen zusammenfassen: Die Maxwellschen Gleichungen in Materie:

div D = 4π̺f

rotH − 1

c
∂tD =

4π

c
jf

rotE +
1

c
∂tB = 0

div B = 0

Maxwellsche

Gleichungen in

Materie

Um mit diesen Gleichungen arbeiten zu können, benötigt man zusätzliche entsprechende
Modelle, aus denen man durch Festlegung von P , M und jf Gleichungen1 für D und H
und damit schließlich die Felder E und B ermitteln kann.

Bemerkung 5.2
Es ist wichtig, immer darauf zu achten, dass die Quellen von D und H nur die freien Ladungen
̺f und Ströme jf sind, wohingegen für E und B alle Ladungen und Ströme berücksichtigt werden
müssen.

5.3 Einfachste Modelle

(i) Ideales Dielektrikum (linear, isotrop)Dielektrikum

Die KG sind gegeben durch

P (x, t) = χE(x, t) , M = 0 (5.10)

mit der dielektrischen Suszeptibilität χ. Per Definition ist damit

D = (1 + 4πχ)E =: εE , H = B (5.11)

mit der dielektrischen Konstante2 ε = 1 + 4πχ.

(ii) Ideales MagnetikumMagnetikum

1Man nennt diese Gleichungen dann konstituierende Gleichungen (KG).
2Im Vakuum ist folglich χ = 0 und ε = 1.
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5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Die KG sind gegeben durch

M(x, t) = χmB(x, t) , P = 0 (5.12)

mit der magnetischen Suszeptibilität χm. Per Definition ist damit

D = E , µH := (1 − 4πχm)−1H = B (5.13)

mit der Permeabilität µ = (1 − 4πχm)−1. Ist µ > 1, so nennt man den Stoff parama-
gnetisch, ist µ < 1 diamagnetisch.

(iii) Ohmscher LeiterLeiter

Die KG für die freie Stromdichte in einem Ohmschen Leiter lautet

jf (x, t) = κE(x, t) (5.14)

mit der Leitfähigkeit κ.

Mit diesem Ausdruck können wir wegen ∂tWM = j ·E beispielsweise die Energieände-
rung beim Fluss eines Ohmschen Stroms berechnen:

∂tEM =

∫

d3x ∂tWM = −
∫

d3x jf · E = −κ
∫

d3x E2

Der Wert ist negativ, da das Feld Energie abgibt, aufgrund des elektrischen Wider-
stands des Leiters.

Im Spezialfall eines idealen Leiters (κ → ∞) ist E = 1
κjf = 0. Damit wäre nach (2.3)

∂tB = 0 und laut (2.1) ̺ = 0.

Beispiel 5.1 (Leiter)
Wir betrachten einen Leiter der Länge L mit Radius r und Leitfähigkeit κ. Der Strom I
durch den Leiter ist dann gegeben durch

I = jfA = jfπr
2 = πr2κE

Mit dem Potential ϕ(x) = −
∫ x

0
Edx = E x und der Spannung U := φ(L) − φ(0) = E L

ist

I =
πr2

L
κ U =:

1

R
U,

wobei R := L
πr2

1
κ der Ohmsche Widerstand des Leiters ist.
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5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Beispiel 5.2 (Homogenes Dielektrikum)
Sei ein homogenes Dielektrikum zwischen zwei Kondensatorplatten mit der freien Ober-
flächenladung ξf := Q/A > 0 bzw. −ξf gegeben. Da wir die freie Ladung kennen, können
wir die Verschiebungsdichte D bestimmen:

DA = 4π

∫

d3x̺f = 4πξfA ⇒ D = 4πξf

Damit ist das elektrische Feld E = 1
εD =

4πξf

ε (homogen) und die Polarisierungsdichte

P = χE = χ
4πξf

ε = ε−1
ε ξf (homogen) bekannt. Außerdem ist die gebundene Ladungs-

dichte im Inneren des Mediums ̺b = −divP = 0. Auf der Oberfläche gilt jedoch:

−
∮

P · dσ = Qb ⇔ − P A = ξb A

Und mit dem bereits berechneten Ausdruck für P können wir die Dichte der gebundenen
Ladung bestimmen:

ξb = −P = −ε− 1

ε
ξf (5.15)

Dabei fällt auf, dass die Vorzeichen von ξf und ξb verschieden sind; dass für ε → ∞,
ξb = −ξf wird – also das Dielektrikum vollständig abschirmt – und, dass für ε = 1 die
Bedingungen eines Vakuums herrschen (ξb = 0).

5.4 Randbedingungen an Grenzflächen

Die Maxwellgleichungen in Materie erlauben es, das Verhalten der Felder an den Grenz-
flächen zwischen verschiedenen Medien zu untersuchen.

(i) Verschiebungsdichte D
Wir integrieren Gl. (5.6) über ein kleines Volumen V in Form eines Quaders, das ein
Stück der Grenzfläche einschließt, wobei zwei der Seitenflächen (mit Inhalt A) parallel
zur Grenzfläche stehen und die restlichen eine verschwindende Breite besitzen sollen:

∫

V

div D d3x =

∮

∂V

D · dA = (D⊥
1 −D⊥

2 )A = 4πQf

Dabei bezeichnet D⊥
i die Komponente der Verschiebungsdichte senkrecht zur Grenz-

fläche (und damit auch senkrecht zu A), wobei i die Seite relativ zur Grenzfläche angibt.
Führt man die Flächenladungsdichte ξf := Qf/A ein, so ergibt sich für den Sprung derSprungbedingung

für die Verschie-

bungsdichte

senkrechten Komponente von D:

D⊥
1 −D⊥

2 = 4πξf (5.16)

Der Fluss von D durch die restlichen Flächen (mit der verschwindenden Dicke) ver-
schwindet, falls D insgesamt endlich bleibt. Diese Bedingung ist automatisch erfüllt,
da nur endliche Ladungen vorhanden sein können.

T3: Elektrodynamik 16 Sebastian Gottwald (LMU)



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

(ii) H-Feld
Nun wollen wir ein Flächenintegral über ein Rechteck R mit dem Rand Γ ausführen,
wobei zwei der Seiten (mit der Länge l) parallel zur Grenzfläche verlaufen und die
anderen beiden eine verschwindende Länge besitzen sollen. Durch die eingeschlossene
Linie auf der Grenzfläche fließe ein Strom der Stärke I = ηf · (n̂ × l) mit der Linien-
stromdichte ηf und dem Normalenvektor n̂ der Grenzfläche. Integration von (5.7) über
die Fläche ergibt

∫

R

(rotH − 1

c
∂tD) · dσ ≡ 4π

c

∫

j · dσ

Da zwei der Seiten von R verschwinden sollen, verschwindet auch das Flussintegral von
D durch die Fläche, womit sich die Gleichung

∮

Γ

H · dl =
(

H
‖
1 − H

‖
2

)

· l ≡ 4π

c
ηf · (n̂ × l) =

4π

c
(ηf × n̂) · l

ergibt. Womit wir eine Sprungbedingung des H-Felds erhalten:Sprungbedingung

des H-Felds

H
‖
1 − H

‖
2 =

4π

c
ηf × n̂ (5.17)

(iii) Elektrisches Feld
Genauso wollen wir nun Gl. (5.8) benutzen:

∫ (

rotE +
1

c
∂tB

)

· dσ =

∮

E · dl = 0

Damit erhalten wir sofort die Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen
FeldsStetigkeit von E‖

E
‖
1 − E

‖
2 = 0 (5.18)

(iv) Magnetisches Feld
Aus div B = 0 folgt mit denselben Überlegungen, wie für die Verschiebungsdichte:

∫

div B d3x =

∮

B · dσ ≡ 0

AlsoStetigkeit von B⊥

B
‖
1 −B

‖
2 = 0 (5.19)

Bemerkung 5.3
Die Grenzfläche wird bei dieser Beschreibung als scharf idealisiert. Das heißt, die Ladungsdichte
̺f kann innerhalb dieses Modells durch ξfδ(x) beschrieben werden.
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5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Wichtiger Spezialfall

Für lineare Medien, wie wir sie in Abschnitt 5.3 behandelt haben, gilt speziell für ξf = 0
und ηf = 0: .Spezialfall:

ξf = 0, ηf = 0

ε1E
⊥
1

5.16
= ε2E

⊥
2 (5.20)

1

µ1
B

‖
1

5.17
=

1

µ2
B

‖
2 (5.21)

E
‖
1 = E

‖
2 (5.22)

B⊥
1 = B⊥

2 (5.23)
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Kapitel 6

Allgemeine Formulierung

Definition 6.1 (Elektrostatik).
In der Elektrostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine elektrischenDef.: Elektrostatik

Ströme. Die Grundgleichungen der Elektrostatik sind deshalb:
Grundgleichungen

der Elektrostatik div E = 4π̺, rotE = 0, rotB = div B = 0 (6.1)

6.1 Elektrostatisches Feld

Satz 6.1 (Elektrostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Elektrostatik und dem Helmholtz-Theorem folgt B = 0 undDarstellung des

elektrostatischen

Felds

die Darstellung des elektrostatischen Felds:

E(x) = −grad

∫
̺(x′)

|x − x′| d
3x′ =

∫
d3x′ ̺(x′)

|x − x′|2
x − x′

|x − x′| (6.2)

Beweis: Nach Satz A.11 können wir das elektrische Feld ausdrücken durch

E(x) = −grad

„
1

4π

Z
div E(x′)

|x− x′|
d3x′

«

+ rot

„
1

4π

Z
rot E(x′)

|x− x′|
d3x′

«

falls E für |x| → ∞ schneller verschwindet als 1/|x|. Mit den Grundgleichungen der Elektrostatik ist
der erste Ausdruck in Gleichung (6.2) sofort klar. Diesen können wir aber weiter vereinfachen:

−grad

Z
̺(x′)

|x− x′|
d3x′ = −

Z

d3x′ ̺(x′)êi∂i
1

|x− x′|
=

Z
d3x′ ̺(x′)

|x− x′|2
x− x′

|x− x′| �
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6 Allgemeine Formulierung

Bemerkungen 6.1
(i) Ist für ein konkretes elektrostatisches Problem die Ladungsverteilung bekannt, so kann mithilfe

von Gl. (6.2) das elektrostatische Feld berechnet werden.

(ii) Die Kraft auf eine punktförmige Ladung innerhalb eines elektrostatischen Felds ist gegeben
durch F = qE. Dabei geht man in der Elektrostatik immer davon aus, dass die Probeladung
beweglich ist, aber diese keinen Einfluss auf die Quelle des Felds E hat (da sonst Zeitabhängig-
keiten auftreten würden).

(iii) Im Falle einer Punktladung kann man die Ladungsverteilung ̺(x) schreiben als

̺(x) = Qδ(x)

Damit ergibt sich für das elektrische Feld das Coulombsche Gesetz:Coulombsches

Gesetz
E(x) =

Q

|x|2
x

|x|
(iv) Der letzte Term in Gl. (6.2) kann auch als Summation (bzw. Integration) über die elektrischen

Felder von Punktladungen dq = d3x̺(x) aufgefasst werden, die durch das Coulombsche Gesetz
gegeben sind.

6.2 Elektrostatisches Potential

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld (wegen rotE = 0) das Gradientenfeld eines
Skalarfelds ϕ:

E = −gradϕ

Eingesetzt in die erste Grundgleichung der Elektrostatik ergibt sich die sogenannte Poisson-Poisson-Gleichung

Gleichung1

−△ϕ = 4π̺ (6.3)

Satz 6.2 (Elektrostatisches Potential)
Als Lösung der Poisson-Gleichung und unmittelbare Folge von Gl. (6.2) erhält man dasDarstellung des

elektrostatischen

Potentials

elektrostatische Potential durch:

ϕ =

∫
̺(x′)

|x − x′| d
3x′ (6.4)

Beweis: Wegen (siehe Übung) −△ 1
|x−x′|

= 4πδ(x − x′) ist ϕ(x) aus (6.4) Lösung der Poisson-

Gleichung. �

Bemerkung 6.2
ϕ ist nur bis auf eine Integrationskonstante eindeutig festgelegt. Meistens wählt man ϕ so, dass
lim

|x|→∞
ϕ = 0.

1Diese geht für ̺ = 0 in die Laplace-Gleichung △ϕ = 0 über.
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Beispiel 6.1 (Eindimensionale Ladungsverteilung)
Sei eine eindimensionale Ladungsverteilung der Länge 2a entlang der x-Achse mit La-
dungsdichte

λ(x) =

{
q/(2a) für |x| ≤ a
0 sonst

gegeben (z.B. ein verschwindend dünner Stab). Wir wollen das elektrische Feld in der
Mitte des Stabs entlang der Geraden durch x = 0 bestimmen (d.h. uns interessieren nur
die Punkte x = (0, y, 0) mit y ∈ [0,∞)). Dazu benötigen wir zuerst einen Ausdruck für
die Ladungsdichte ̺:

̺(x) = λ δ(y) δ(z)Θ(a − |x|)

mit der Indikatorfunktion Θ(x) := 1x>0. Das Potential ϕ(0, y, 0) erhalten wir dann leicht
aus Gl. (6.4):

ϕ(0, y, 0) =

∫ a

−a

λ
√

x2 + y2
dx

Um dieses Integral zu lösen, setzen wir u := x+
√

x2 + y2 und erhalten

ϕ(0, y, 0) = 2λ

∫ u(a)

u(0)

du

u
= 2λ ln

(

x+
√

x2 + y2
)∣
∣
∣

a

0
= 2λ ln

(

a+
√

a2 + y2

y

)

Damit können wir nun das elektrische Feld E = −gradϕ entlang der oben betrachteten
Geraden bestimmen:

E(0, y, 0) = −gradϕ = −êy ∂yϕ(0, y, 0) =
2λa

y
√

y2 + a2
êy

Aufgrund der Zylindersymmetrie des Problems können wir den Definitionsbereich von E
auf die Fläche durch den Punkt z = 0 und senkrecht zur Ladungsverteilung ausweiten:

E(x = 0, ρ) = êρ
q

ρ
√

ρ2 + a2
, für ρ :=

√

y2 + z2

Grenzfälle:

(i) a≪ ρ: Das elektrische Feld nimmt die Form E(ρ) = q
ρ2 an (Feld einer Punktladung).

(ii) a≫ ρ: Es ergibt sich die Form2 eines unendlich langen geladenen Drahts3: E(ρ) = 2λ
ρ .

2Diese Gleichung erhält man sehr einfach, indem man die erste Maxwellgleichung über einen Zylinder der
Höhe l integriert, dessen Symmetrieachse mit dem Draht zusammenfällt: 2πρ l E = 4πl λ, also E = 2λ/ρ.

3 Diese Gleichung gilt auch entlang der x-Achse, wobei E auch für x → ∞ konstant bleibt. Dieses
Verhalten widerspricht den Bedingungen, die das Helmholtz-Theorem an ein elektrisches Feld stellt, was
aber kein Problem darstellen sollte, da die Idealisierung eines unendlich langen Drahtes in Wirklichkeit
niemals auftritt. Sie dient letztlich nur dazu, den Fall a ≫ ρ einfach zu behandeln.
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6.3 Leiter in der Elektrostatik

Wir wollen einige grundlegende Eigenschaften von Leitern in der Elektrostatik zusammen-
tragen:

• Innerhalb eines idealen Leiters gibt es kein elektrisches Feld. In ohmschen LeiternKein Feld in Leitern

gibt es nur dann ein elektrisches Feld, wenn ein Strom fließt (j = κE), was in der
Elektrostatik nie der Fall ist.

• Aus divE = 4π̺ folgt, dass innerhalb von Leitern in der Elektrostatik auch ̺ = 0 ist.Die Ladung sitzt an

der Oberfläche Das heißt, eine eventuell vorhandene Ladung muss sich an der Oberfläche aufhalten.

• Seien a und b zwei beliebige Punkte innerhalb eines Leiters. Wegen

ϕ(b) − ϕ(a) = −
∫ b

a

E · dl = 0

ist das Potential innerhalb eines Leiters konstant.

• Aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Felds beim Über-
gang zwischen zwei Medien muss die Feldkomponente parallel zur Oberfläche außerhalb
des Leiters verschwinden. Das Feld steht also immer senkrecht zur Oberfläche.
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Kapitel 7

Feldenergie

7.1 Diskrete Punktladungen

Wir wollen zunächst die Energie berechnen, die nötig ist um n raumfeste Punktladungen in
eine bestimmte Konfiguration (Lage zueinander im Raum) zu bewegen:

Die erste Ladung lässt sich ohne Krafteinwirkung an eine beliebige Stelle im freien Raum
bewegen (E1 = 0). Die Ladung q2 wird hingegen bereits ein Feld (das Feld der ersten Punkt-
ladung E1 im Abstand |x1 − x2| =: r12) spüren:

E2 = −
∫ x2

∞
q2 E1 · dl = q2 ϕ1(x2) =

q2 q1
r12

Die dritte Ladung muss gegen die beiden Felder der vorhandenen Ladungen bewegt werden:

E3 =
q1q2
r12

+
q1q3
r13

+
q2q3
r23

Die gesamte Arbeit En, die verrichtet werden muss, um n Punktladungen zu positionierenGesamtenergie einer

diskreten

Ladungsverteilung

ist damit gegeben durch

En =

n∑

i=1

∑

1<j<i

qiqj
rij

=
1

2

n∑

i,j=1,i6=j

qiqj
rij

(7.1)

7.2 Kontinuierliche Ladungsverteilung

In direkter Analogie zum diskreten Fall, können wir im kontinuierlichen Fall schreiben:Potentielle Energie

einer

kontinuierlichen

Ladungsverteilung
E =

1

2

∫
̺(x)̺(x′)

|x − x′| d3x d3x′ =
1

2

∫

̺(x)ϕ(x) d3x (7.2)
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7 Feldenergie

Bemerkung 7.1 (Punktladungen in der Elektrodynamik)
Bei x′ = x ist gibt es im kontinuierlichen Fall keine Singularität für E , da über ein Volumen
integriert wird, welches für r → 0 schneller als 1/r verschwindet.

Für Punktladungen (̺(x) =
P

i qiδ(x − xi)) ergibt sich innerhalb dieser Beschreibung folgender
Ausdruck für die Feldenergie

E =
1

2

nX

i,j=1

qi qj

rij
= En +

1

2

nX

i=1

q2i
rii

Die Reihe, die hier zusätzlich zu En auftritt wird unendlich groß, da rii = 0 für alle i. Man nennt denSelbstwechsel-

wirkung eigentlich nicht definierten Ausdruck q2i /rii Selbstwechselwirkung und interpretiert sie als Energie,
die zum Aufbau einer Punktladung notwendig ist. Der Begriff einer Punktladung ist also jenseits
der klassischen Elektrodynamik, weshalb wir im Folgenden die Selbstenergie von Punktladungen
konsequent ignorieren.

Satz 7.1 (Feld- und potentielle Energie)
Für eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist die potentielle Energie E des Systems gleichFeld- entspricht

potentieller Energie der im Feld vorhandenen Energie:

1

2

∫
̺(x)̺(x′)

|x − x′| d3xd3x′ ≡
∫

WF d
3x =

1

8π

∫

|E|2 d3x (7.3)

Beweis:

1

2

Z
̺(x)̺(x′)

|x− x′|
d3xd3x′ =

1

2

Z

̺(x)ϕ(x) d3x =
1

8π

Z

div E(x)ϕ(x) d3x

=
1

8π

Z

(div (Eϕ) − E · gradϕ) d3x

=
1

8π

I

ϕE · dσ +
1

8π

Z

|E|2 d3x

Da ϕ(x) ∝ 1
|x|

für r := |x| → ∞ ist E
r→∞
∝ 1

r2 und somit

I

ϕE · dσ ∝
1

r
→ 0

Damit ist die Behauptung bewiesen. �
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Kapitel 8

Multipolentwicklung

Befindet man sich sehr weit von einer Ladungsverteilung ̺(x) entfernt, so können wir sie
näherungsweise durch das Coulombpotential φ(x) = q

|x| beschreiben. Diese sehr grobe Nähe-

rung kann mit mit durch die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials verfeinern.

Dazu benötigen wir die Legendre-Polynome:

Definition 8.1 (Legendre-Polynom).
Polynome der FormDef.:

Legendre-Polynome

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (8.1)

heißen Legendre-Polynome. Die ersten drei Polynome ergeben sich zu

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

Satz 8.1 (Orthogonalität und Erzeugende)
Die Legendre-Polynome erfüllen die Orthogonalitätsbedingung

∫ 1

−1

Pl(x)Pl′ (x) dx =
2

2l+ 1
δll′ (8.2)

Sie werden erzeugt durch die GleichungErzeugende

Gleichung

1√
1 + z2 − 2zx

=

∞∑

l=0

zlPl(x) (8.3)
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8 Multipolentwicklung

8.1 Allgemeine Entwicklung des Potentials

Zuerst wollen wir den Abstand |x−x′| in Abhängigkeit von r := |x| und r′ := |x′| schreiben:

|x − x′| =
√

r2 + r′2 − 2x · x′ =
√

r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′ = r

√

1 +
r′2

r2
− 2

r′

r
cos θ

mit dem Winkel θ′ zwischen x und x′. Damit ergibt sich für das elektrostatische Potential
einer Ladungsverteilung ̺(x′):

ϕ(x) =

∫
̺(x′) d3x′√

r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′
=

1

r

∫

d3x′ ̺(x′)
∞∑

l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ′)

=

∞∑

l=0

1

rl+1

∫

d3x′ ̺(x′)r′lPl(cos θ′)

Mit der Definition

fl :=

∫

d3x′ ̺(x′)r′lPl(cos θ′) (8.4)

erhalten wir schließlichEntwicklung des

Potentials in

Legendre-Polynome
ϕ(x) =

fl

rl+1
=

∞∑

l=0

ϕl(x) (8.5)

φl nennt man 2l-Pol-Term.

8.2 Spezialfälle

Wir wollen die ersten drei Entwicklungen genauer untersuchen:

Monopol (l = 0)

Wird nur bis zum ersten Glied der Reihe entwickelt, so erhält manMonopol-Term

ϕ(x) ≈ ϕ0(x) =
1

r

∫

d3x′̺(x′) =
q

r
(8.6)

Wie erwartet, ist die gröbste Näherung durch das Coulombpotential der Gesamtladung
Q :=

∫
̺(x′)d3x′ gegeben.
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8 Multipolentwicklung

Dipol (l = 1)

Der zweite Term der Entwicklung ergibt:

ϕ1 =
1

r2

∫

r′ cos θ′̺(x′) d3x′

Mit r′ cos θ′ = x′·x
|x| = n̂ · x′ und dem Dipolmoment p =

∫
x′̺(x′) d3x′ ergibt sichDipol-Term

ϕ1 =
1

r2
n̂ · p (8.7)

Ist die Ladung so verteilt, dass zwei gleiche Pole exisiteren und damit Q = 0 ist, dann ist
ϕ1 der führende Term in der Multipolentwicklung von ϕ.

Beispiel 8.1
Besteht ein Dipol aus zwei Punktladungen +q (bei x1) und −q (bei x2), so ist dessen
Dipolmoment gegeben durch

p =

∫

x′̺(x′)d3x′ =

∫

x′q(δ(x′ − x1) − δ(x′ − x2))d
3x′ = qd

mit d := x1 − x2 .

Quadrupol (l = 2)

Berechnen wir den dritten Term der allgemeinen Multipolentwicklung:

ϕ2 =
1

r3

∫

r′2
1

2
(3 cos2 θ′ − 1)̺(x′) d3x′

Mit r′2 cos2 θ′ = (n̂ · x′)2 = n̂ix
′
in̂jx

′
j und r′2 = n̂2r′2 = n̂in̂jδijr

′2 können wir schreibenQuadrupol-Term

ϕ2 =
1

2r3
n̂in̂j

∫

(3x′ix
′
j − r′2δij)̺(x

′) d3x′ =:
1

2r3
n̂in̂jQij (8.8)

Den symmetrischen und spurfreien Tensor Qij nennt man Quadrupolmoment.

Bemerkung 8.1 (Abhängigkeit vom Koordinatenursprung)
Die (Multipol-)Momente sind im Allgemeinen abhängig vom Koordinatensystem, bzw. von der
Wahl dessen Ursprungs. Es ist zweckmäßig den Ursprung gemäß einer möglichen Symmetrie der
Ladungsverteilung zu wählen. Das kleinste, nichtverwschwindende Multipolmoment ist aber immer
unabhängig von der Wahl des Ursprungs.
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8 Multipolentwicklung

8.3 Elektrisches Feld und Wechselwirkung von Dipolen

Elektrisches Feld

Mit dem Potential eines Dipols ϕ(x) = n̂·p
r2 können wir das elektrische Feld berechnen:Elektrisches Feld

eines Dipols

Ei = −∂iϕ = −pj∂i
xj

r3
= −pj

(
δij
r3

− 3xj
1

r4
xi

r

)

=
3(n̂ · p)n̂i − pi

r3
(8.9)

Wechselwirkungsenergie zweier Dipole

Wir können die potentielle Energie einer Ladungsverteilung ̺(x) in einem äußeren Feld, das
durch das Potential ϕ(x) beschrieben wird, darstellen durch

E =

∫

̺(x)ϕ(x) d3x

Für den Fall, dass sich ϕ innerhalb der Größenordnung der gegebenen Ladungsverteilung ̺
nur langsam verändert, können wir entwickeln

E ≈
∫

̺(x)(ϕ(0) + ∇ϕ(0) · x) d3x = Qϕ(0) − p · E(0)

Uns interessiert nun die potentielle Energie eines Dipols p1 im Feld eines zweiten p2 (wobeiWechselwirkungs-

energie von

Dipolen

der Abstand r zwischen den Dipolen verglichen mit der Ausdehnung d der Dipole groß sei):

E12 = −p1 · E2 =
p1 · p2 − 3(n̂ · p2)(n̂ · p1)

r3
= E21 (8.10)
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Kapitel 9

Randwertprobleme

9.1 Randbedingungen und Eindeutigikeit

Für die meisten elektrostatischen Probleme ist es zu kompliziert, das elektrische Feld mithilfe
des Gaußschen Satzes zu ermitteln. Dann bedient man sich dem elektrostatischen Potential,
denn dieses ist meist einfacher bestimmbar:

ϕ(x) =

∫
̺(x′)

|x − x′| d
3x′ (9.1)

Ist aber beispielsweise die Ladungsverteilung ̺ umgeben von einem Randbebiet, oder herr-
schen ähnliche komplizierte Raumstrukturen vor, so ist das durch diesen Ausdruck gegegeben
Potential eventuell keine allgemeine, sondern nur eine spezielle Lösung der Poisson-Gleichung

△ϕ = −4π̺ (9.2)

Mit einer allgemeinen Lösung wird man unter Berücksichtigung bestimmter Randbedingun-
gen Probleme innerhalb einem bestimmten Raumgebiet V , das möglicherweise von einem
Medium (z.B. von einem Leiter) abgegrenzt wird und eventuell selbst Körper beinhaltet, be-
arbeiten können. Die nötigen Randbedingungen werden dabei Aussagen über das Potential
am Rand ∂V des Volumens und über vorhandene Ladungsverteilungen im Innern beinhalten.
Man unterscheidet dieRandbedingungen

(i) Dirichlet-Randbedingung: ϕ ist auf dem Rand ∂V festgelegt.

(ii) Neumann-Randbedingung: Die Richtungsableitung Dnϕ
(A.10)

= n̂ · ∇ϕ in Richtung des
Normaleneinheitsvektors n̂ von ∂V ist auf dem Rand ∂V vorgegeben.

Die allgemeine Lösung der Poisson-Gleichung ist gegeben durch die Summe aus einer speziel-Allgemeine Lösung

der

Poisson-Gleichung

len (inhomogen) und einer homogenen Lösung ϕh (Lösung der Laplace-Gleichung △ϕ = 0):

ϕ(x) =

∫
̺(x′)

|x − x′|d
3x′ + ϕh(x) (9.3)
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9 Randwertprobleme

Satz 9.1 (Eindeutigkeitssatz)
Die allgemeine Lösung ϕ(x) der Poisson-Gleichung ist für die Dirichlet-Bedingung eindeu-Eindeutigkeit der

Lösung tig, wohingegen die Neumann-Bedingung das Potential nur bis auf eine additive Konstante
festlegt.

Beweis: Nehmen wir an, es gebe zwei verschiedene Lösungen ϕ1, ϕ2 der Poisson-Gleichung, welche
eine Dirichlet-Bedingung [bzw. Neumann-Bedingung] erfüllen. Sei ψ := ϕ1 − ϕ2, dann ist

△ψ = −4π̺+ 4π̺ = 0 und ψ|∂V = 0 [bzw. (n̂ · ∇ψ)|∂V = 0]

Wegen der ersten Greenschen Identität
R

V (ψ△ψ + (∇ψ)2)d3x =
H

∂V ψ∇ψ · dσ ist

Z

V
(∇ψ)2d3x =

I

ψ∇ψ · n̂dσ = 0

Also muss ∇ψ verschwinden, womit ψ in V konstant ist. Da ψ aber auf dem Rand verschwindet, ist
insgesamt ψ = 0, womit ϕ1 = ϕ2 [bzw. ϕ1 = ϕ2 + const.]. �

Bemerkungen 9.1
(i) Befindet sich eine begrenzte Ladungsverteilung ̺ im freien Raum (∂V → ∞) und ist wie

üblich lim|x|→∞ ϕ = 0, dann folgt aus Gl. (9.3) für die homogene Lösung lim|x|→∞ ϕh = 0.
Da aber △ϕh = 0, und eine Lösung der Laplacegleichung keine lokalen Extrema haben kann
(siehe nächster Abschnitt), ist ϕh(x) ≡ 0. Somit ist ϕ(x) gegeben durch

ϕ(x) =

Z
̺(x′)

|x − x′|d
3x′

Dies ist konsistent mit unseren bisherigen Überlegungen zum elektrostatischen Potential von
Ladungen im Raum.

(ii) Betrachten wir ein ladungsfreies Volumen V , das von einem Leiter umgeben wird, so gilt fürFaradayscher Käfig

das Potential:

△ϕ = 0 in V , ϕ = const auf ∂V

Damit ist wiederum ϕ = 0 im Volumen, da keine lokalen Extrema existieren dürfen, und
dadurch E = −gradϕ = 0 (in V ). Eine solche Anordnung wird auch Faradayscher Käfig
genannt.

9.2 Eigenschaften der Lösungen der Laplace-Gleichung

(i) Sei ϕ eine Lösung der Laplace-Gleichung. Man kann den Wert des Potentials am PunktDie Werte ϕ(x)

sind Mittelwerte x über eine Mittelwertbildung der Werte auf dem Rand einer Kugel K mit Radius R
um x erhalten:

ϕ(x) =
1

4πR2

∮

K(x)

ϕdσ (9.4)
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9 Randwertprobleme

Beweis: Zunächst wollen wir nur das Potential am Ursprung einer Punktladung q am Ort
(0, 0, z) betrachten. Es ist

1

4πR2

I

ϕdσ =
q

4πR2

I

2π
1

p
R2 sin2 θ + (z −R cos θ)2

R2 sin θ dθ

u:=cos θ
=

q

2

I
1

p
R2 + z2 − 2Rzu)

du

= −
q

2

1

Rz

p

R2 + z2 − 2Rz cos θ

˛
˛
˛
˛

π

0

=
q

2Rz
((R + z) − (z − R)) =

q

z

Das Ergebnis stimmt also mit dem bekannten Ausdruck für das Potential einer Punktladung
überein. Wegen des Superpositionsprinzips, gilt die Vorschrift aber für jede beliebige Ladungs-
verteilung. �

Diese Eigenschaft der Potentiale, die der Laplace-Gleichung genügen, wird zur numeri-
schen Lösung von Randwertproblemen ausgenutzt, indem ausgehend von den bekann-
ten Randwerten die einzelnen Werte des Potentials im Volumen über eine Iteration
bestimmt werden.

(ii) Eine Lösung ϕ der Laplace-Gleichung hat keine lokalen Extrema.Keine lokalen

Extrema Dies folgt unmittelbar aus (i), da definitionsgemäß der Mittelwert der Punkte um das
Extremum niemals dessen Wert erreichen wird. Es ist außerdem Plausibel, dass ein
Potential, für das △ϕ = 0 ist, kein lokales Extremum existieren kann, da für Extrema
i.A. ∂2

i ϕ > 0 (< 0) ∀i = 1, 2, 3 ist.

Es kann also nur am Rand ∂V Extrema geben und innerhalb des Volumens wird für
eine Probeladung keine stabile Lage möglich sein.

9.3 Lösung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die Laplace-Gleichung eines Potentials mit Randbedingungen kann mithilfe eines Separa-Motivation für

einen

Separationsansatz

tionsansatzes gelöst werden. Wir werden sehen, dass wir mit dieser Methode einen ganzen
Satz von (unendlich vielen) Lösungen erhalten, die möglicherweise eine der Randbedinungen
nicht erfüllen. Aufgrund der Linearität der Laplace-Gleichung ist die Summe aller Lösungen
ebenfalls eine Lösung, die – mit entsprechenden Koeffizienten versehen – die geforderten
Bedingungen erfüllen kann.

Wir wollen uns hier auf achsensymmetrische Potentiale beschränken und benutzen Kugel-
koordinaten: Φ(r, ϑ, ϕ) = Φ(r, ϑ). Die Laplace-Gleichung lautet dann

∂r(r
2 ∂rΦ) +

1

sinϑ
∂ϑ(sin ϑ∂ϑΦ) = 0 (9.5)

Der Separationsansatz Φ(r, ϑ) = R(r)Θ(ϑ) liefert

1

R(r)

d

dr

(

r2
dR

dr

)

+
1

Θ(ϑ) sin ϑ

d

dϑ

(

sinϑ
dΘ

dϑ

)

= 0
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9 Randwertprobleme

Eine konstante Summe aus Funktionen, die jeweils nur von einer aber von verschiedenen
Variablen abhängen ist nur möglich, wenn die einzelnen Summanden bereits Konstanten
sind. In diesem Fall heben diese sich sogar gegenseitig auf. Es ergeben sich die gewöhnlichen
DifferentialgleichungenReduktion auf zwei

gewöhnliche DGLen

1

R(r)

d

dr

(

r2
dR

dr

)

= l(l+ 1) (9.6)

1

Θ(ϑ) sin ϑ

d

dϑ

(

sinϑ
dΘ

dϑ

)

= −l(l+ 1) (9.7)

mit einem beliebigen Parameter l ∈ R.

• An der Struktur der Radialgleichung erkennt man, dass diese sich einfacher lösen lässt, wenn
wir zusätzlich den Ansatz R(r) = u(r)

r
machen, denn damit wird Gl. (9.6) zu

d2u

dr2
=
u(r)

r2
l(l + 1)

Lösungen dieser Gleichung lassen sich raten: u1(r) = rl+1 und u2(r) = r−l. Also ist die
allgemeine Lösung für R(r) der FormRadialteil der

Lösung
R(r) = Arl +

B

rl+1
(9.8)

• Schreiben wir die Differentialgleichung (9.7) für die ϑ-Abhängigkeit der Lösung in der Form

d

dϑ

„

sinϑ
dΘ

dϑ

«

+ l(l + 1) sinϑΘ(ϑ) = 0,

so fällt die Ähnlichkeit zur legendreschen Differentialgleichung1 auf. Setzen wir also x ≡ cos θ:

sinϑ
d

dx

„

(1 − x2)
dΘ

dx

«

+ l(l + 1) sinϑΘ = 0,

womit wir für ganzzahlige l = 0, 1, 2, . . . die Legendre-Polynome2 als Lösungen erhalten:Polarteil der Lösung

Θ(ϑ) = Pl(cos ϑ) (9.9)

Wir erhalten also unendlich viele Lösungen von Gl. (9.5), die sich nur durch den Parameter
l unterscheiden. Die allgemeinste Lösung der Laplace-Gleichung für azimutale Symmetrie
ist somit gegeben durchAllgemeinste

Lösung

Φ(r, ϑ) =
∞∑

l=0

(

Alr
l +

Bl

rl+1

)

Pl(cosϑ) (9.10)

1Damit ist die Gleichung d
dx

((1 − x2)f ′(x)) + l(l + 1)f(x) = 0 gemeint, mit den Legendre-Polynomen
Pl(x) als Lösungen.

2Es gibt eine zweite Klasse von Lösungen, die sog. Legendre-Funktionen zweiter Art. Da diese aber für
ϑ = 0, π divergieren, sind sie physikalisch nicht relevant.
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9 Randwertprobleme

Beispiel 9.1 (Potential innerhalb einer Kugel)
Uns interessiert das Potential im Innern einer Hohlkugel, wobei wir (Dirichlet-Bedingung)Bsp.: Im Innern

einer Hohlkugel das Potential auf der Kugelschale als bekannt voraussetzen (Φ(R, ϑ) = Φ0(ϑ)). In diesem
Fall muss Bl verschwinden, da das Potential sonst am Ursprung divergiert:

Φ(r, ϕ) =
∞∑

l=0

Alr
lPl(cosϑ)

Die Dirichlet-Bedingung führt zur Gleichung

∞∑

l=0

AlR
lPl(cosϑ) = Φ0(ϑ) (9.11)

Um nach den Koeffizienten Al aufzulösen, multiplizieren wir diese Gleichung mit Pm(cosϑ)
und integrieren über y := cosϑ von y = −1 bis y = 1:

2

2l + 1
AlR

lδml =

∫ 1

−1

Φ0(ϑ)Pm(cosϑ) d(cosϑ)

Für eine bekannte Funktion Φ0 sind nun die Koeffizienten Al und dadurch φ(r, ϑ) be-
stimmt:

Al =
2l+ 1

2Rl

∫ 1

−1

φ0(ϑ)Pl(cosϑ) d(cosϑ) (9.12)

Beispiel 9.2 (Metallkugel in äurerem E-Feld)
Wir betrachten eine leitende Kugel mit Radius R innerhalb eines äußeren homogenenBsp.: Leiter im

E-Feld elektrischen Felds E und interessieren uns für das resultierende Potential, dass durch die
Wechselwirkung der Kugel mit dem Feld entsteht. Dazu soll die Dirichlet-Randbedingung

Φ(R, ϑ) = φ0 = const. (9.13)

Φ(r ≫ R, ϑ) ≈ −E0 z(r, ϑ) = −E0 r cosϑ (9.14)

erfüllt werden. Diese Bedingungen führen zu den Gleichungen

∞∑

l=0

(

AlR
l +

Bl

Rl+1

)

Pl(cosϑ) = φ0P0(cosϑ) (9.15)

∞∑

l=0

Alr
lPl(cosϑ) = −E0 rP1(cosϑ) (9.16)

Wir vergleichen die Koeffizienten der Legendre-Polynome:

aus (9.15): B0 = (φ0 −A0)R, Bl,l>0 = −AlR
2l+1

aus (9.16): A0 = 0, A1 = −E0, Al,l>1 = 0.

Mit den bekannten Al können wir die Bl bestimmen: B0 = φ0R, B1 = E0R
3, Bl,l>1 = 0.
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9 Randwertprobleme

Das gesuchte Potential hat also die Form

Φ(r, ϑ) =
φ0R

r
− E0

(

r − R3

r2

)

cosϑ (9.17)

Bemerkungen 9.2
(i) Das elektrische Feld lässt sich nun leicht bestimmen:

E = −gradΦ = −êr ∂rΦ− êϑ
1

r
∂ϑΦ

=

»
Rφ0

r2
+ E0 cosϑ

„

1 +
2R3

r3

«–

êr − E0

„

1 − R3

r3

«

sinϑêϑ

(ii) Die Gesamtladung der Kugel erhalten wir nun aus

4πQ =

I

E · dσ = 2π

Z π

0

dϑR2Er(R) = 4πRφ0 ⇒ Q = φ0R

(iii) Besonders interessant ist der Fall Q = 0, wofür das Potential die FormInduzierter Dipol

Φ(r, ϑ) = −E0r cosϑ+ E0
R3

r2
cosϑ

annimmt. Dies ist die Überlagerung des Potentials −E0z des homogenen Felds ohne Kugel
mit dem Potential eines induzierten Dipols mit Dipolmoment p = E0R

3êz:

Φ(r, ϑ) = −E0 z +
n · p
r2

(9.18)

Die induzierte Oberflächenladungsdichte ergibt sich aus

4π̺ dV = 4πξ dσ = E(R) · dσ = Er(R) dσ ⇒ ξ(ϑ) =
3

4π
E0 cos ϑ

9.4 Formale Lösung der Poisson-Gleichung

Wir haben zwar mit Gl. (9.3) bereits die allgemeine Lösung der Poissongleichung für Rand-
wertprobleme angegeben, wollen diese Lösung aber mithilfe der Greenschen Funktion für
den Laplace-Operator nochmals entwickeln.

Definition 9.1 (Greensche Funktion).
Sei U ein Differentialoperator und φ(x) die Lösung der Gleichung

Uφ(x) = I(x) (9.19)

mit einer Inhomogenität I(x). Eine Greensche Funktion G(x) ist die Lösung der Gleichung
Def.: Greensche

Funktion
UG(x) = δ(x) (9.20)

Eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist dann gegeben durch die
Faltung

φs(x) = G ∗ I =

∫

G(x − x′)I(x′) d3x′ (9.21)
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9 Randwertprobleme

Bemerkung 9.3 (Greensche Funktion als Inverse)
Formal kann man G als (Rechts-)Inverse des Differentialoperators U mit UG = 1 interpretieren.
Denn damit ist es möglich die inhomogene Differentialgleichung Uφ = I nach φ aufzulösen:

Uφ = (UG)I = U(GI) ⇒ φ = GI

Satz 9.2 (Greensche Funktion des Laplace-Operators)
Die Greensche Funktion des Laplace-Operators, das heißt eine Lösung der Gleichung

△G(x) = −4πδ(x) (9.22)

ist die gegeben durchGreensche Funktion

für den

Laplace-Operator G(x) =
1

|x| + F (x) (9.23)

mit einer Funktion F (x,x′), welche die Laplace-Gleichung △F (x) = 0 löst.

Beweis: Siehe Übung �

Die Poissongleichung △φ = −4π̺ wird also gelöst durchFormale Lösung der

Poissongleichung

φ(x) =
−1

4π

∫

G(x − x′)(−4π̺(x′)) d3x′ =

∫
̺(x′)

|x − x′| d
3x′ + φh(x)

mit einer Lösung φh der Laplace-Gleichung.

9.5 Spiegelladungen

Nehmen wir an, es befinde sich eine Punktladung bei den Koordinaten (0, 0, a) := x0 über
einer (unendlich weit ausgedehnten) geerdeten Metallplatte in der xy-Ebene. Wir suchen
das Potential im oberen Halbraum (z ≥ 0).

Dazu müssen wir also die Poisson-Gleichung

△V = −4πqδ(x − x0) (9.24)

lösen, mit den Randbedingungen: (i) V (x, y, z = 0) = 0, (ii) V → 0 für |x| → ∞.

Wenden wir uns zunächst aber einem anderen Problem zu: Wir denken uns zwei Punktladun-
gen im Abstand 2amit Ladung +q und −q und benutzen für deren Position die Ortsvektoren
x0 und −x0. Das resultierende Potential ergibt sich zu

φ(x) =
q

|x − x0|
− q

|x + x0|
=

q
√

x2 + y2 + (z − a)2
− q
√

x2 + y2 + (z + a)2
(9.25)
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9 Randwertprobleme

Man erkennt schon das verblüffende Resultat:Prinzip der

Spiegelladung
Im Halbraum z ≥ 0 ist φ aus Gl. (9.25) eine Lösung der Poissongleichung
△φ = −4πqδ(x − x0) mit den Randbedingungen (i) und (ii). Da diese Lösung
eindeutig (Eindeutigkeitssatz) ist, haben wir damit gleichzeitig das Problem mit
der Metallplatte gelöst: φ|z≥0 ≡ V .

Bemerkungen 9.4 (Oberflächenladung)
Die Oberflächenladung der Metallplatte ergibt sich zu

ξ(x, y) =
E⊥(z = 0)

4π
= − 1

4π

∂V

∂z

˛
˛
˛
˛
z=0

=
−qa

2π(x2 + y2 + a2)3/2

• Für q > 0 ist ξ < 0 mit einem Betragsmaximum |ξ|max = q
2πa2 bei x = y = 0.

• Für ρ :=
p
x2 + y2 → ∞ verhält sich ξ wie 1

ρ3 .

• Die gesamte induzierte Ladung auf der Platte ist

Qi =

Z

ξ dσ = . . . = −q

Beispiel 9.3 (Kontinuierliche Ladungsverteilung, Greensche Funktion)
Sei nun eine kontinuierliche Ladungsverteilung ̺(x) vor einer geerdeten Metallplatte an-Bsp.: Spiegelladung

und Greensche

Funktion

gebracht. Es ist also die Poisson-Gleichung

△φ(x) = −4π̺(x) (9.26)

über der Platte (z.B. oberer Halbraum z ≥ 0) zu lösen. Die Greensche Funktion G des
Laplace-Operators löst die Gleichung

△G(x) = −4πδ(x)

Laut (9.23) kennen G bis auf eine Funktion F , welche die Laplace-Gleichung erfüllt. Aller-
dings wissen wir, dass das Potential V einer Punktladung am Ort x+ vor einer Metallplatte
(in der xy-Ebene) die Gleichung △V = −4πqδ(x − x0) erfüllt:

V (x) = q

(
1

|x − x+|
− 1

|x − x−|

)

,

wobei x− den Ort der Spiegelladung von q angebe: x− = x+ − 2(x+ · n̂)n̂ (mit dem
Normaleneinheitsvektor n̂ der Ebene). Die Greensche Funktion hat damit die Form

G(x,x+) =
1

|x − x+|
− 1

|x − x+ + 2(x+ · n̂)n̂| , (9.27)

der zweite Terme löst die Laplace-Gleichung im oberen Halbraum. Über

φ(x) =

∫

G(x,x+)̺(x+) d3x+

erhält man schließlich das gesuchte Potential.
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Kapitel 10

Allgemeine Formulierung

Definition 10.1 (Magnetostatik).
In der Magnetostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine Ladungen. DieDef.:

Magnetotstatik Grundgleichungen der Magnetostatik sind deshalb:

Grundgleichungen

der Magnetostatik
rotB =

4π

c
j, divB = 0, rotE = div E = 0 (10.1)

10.1 Magnetostatisches Feld

Satz 10.1 (Magnetostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Magnetostatik und dem Helmholtz-Theorem folgt E = 0 undDarstellung des

magnetostatischen

Felds

die Darstellung des magnetostatischen Felds:

B(x) =
1

c
rot

∫
j(x′)

|x − x′| d
3x′ =

1

c

∫
j(x′) × (x − x′)

|x − x′|3 d3x′ (10.2)

Beweis: Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus dem Helmholtztheorem und den Grundgleichungen
der Magnetostatik. Für die zweite Gleichung berechnen wir:

Bi =
1

c
εijk∂j

Z
jk(x′)

|x− x′|
d3x′ = −

1

c
εijk

Z
jk(x′)

|x− x′|2

xj − x′j

|x− x′|
d3x′

�

Bemerkung 10.1 (Spezialfall: Strom durch einen dünnen Draht)
Die Erfahrung zeigt, dass der Strom I durch einen dünnen Draht konstant ist. Dies lässt sich wie
folgt zeigen:

I(x + dx) − I(x) =

Z

j · dσ =

Z

div j dV = 0

Dabei wurde benutzt, dass laut der Kontinuitätsgleichung in der Magnetostatik 0 = ∂t̺+ div j =
div j gilt.
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10 Allgemeine Formulierung

Somit können wir in (10.2) die Ersetzung j(x) dV → Idl durchführen:Magnetfeld eines

stromdurchflosse-

nen

Drahts
B(x) =

I

c

Z
dl × (x − x′)

|x − x′|3 (10.3)

Diese Beziehung ist als Biot-Savart-Gesetz bekannt.

Beispiel 10.1 (Gerader stromdurchflossener Draht)
Wir betrachten die Stromdichte j(x) = I δ(x) δ(y) êz , also einen geraden stromduchflos-
senen Draht entlang der z-Achse. und wollen das durch den Stromfluss entstehende Ma-
gnetfeld B mit zwei verschiedenen Methoden berechnen:

(i) Symmetrien und Maxwellgleichung
In Zylinderkoordinaten hat das B-Feld nur eine Komponente, die ϕ-Richtung, denn
zum einen ist B quellenfrei, womit keine Radialkomponente existieren kann und
zum anderen ist B ein Pseudovektor, weshalb sich dessen Vorzeichen bei Raumspie-
gelungen nicht ändert, somit also bei Umkehrung der Stromrichtung eine eventuelle
z-Komponente des B-Felds unverändert bliebe. Damit ergibt sich

4π

c
I =

4π

c

∫

j · dσ =

∮

B · dl = Bϕ2πρ ⇒ B =
2I

ρc
êϕ

(ii) Biot-Savart-Gesetz
Genauso können wir direkt das Biot-Savart-Gesetz anwenden:

B =
I

c

∫
dl × (x − x′)

|x − x′|3 =
I

c

∫
dz′ êz × (x − z′êz)

√

ρ2 + z′2
3

=
I

c





−y
x
0





∫
dz′

√

ρ2 + z′2
3 =

I

c





−y
x
0




z′

ρ2
√

ρ2 + z′2

∣
∣
∣
∣
∣

∞

z′=−∞
=

2I

ρc
êϕ

10.2 Magnetostatisches Vektorpotential

Wie wir bereits wissen, kann B, da quellenfrei, durch ein Vektorpotential A mittels B = rotA
dargestellt werden. Oftmals lässt sich dieses Potential leichter bestimmen als das Magnetfeld
(z.B. bei Randwertproblemen). Um eine Gleichung für A zu erhalten, schreiben wir die erste
Grundgleichung der Magnetostatik um:

4π

c
j = rotB = rot (rotA) = grad (div A) −△A
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10 Allgemeine Formulierung

Da A bezüglich der Eichtransformation A′ = A + gradχ frei geeicht werden kann, ist es
immer möglich div A = 0 zu erhalten1. Wir erhalten also eine Poisson-Gleichung für A:Poisson-Gleichung

für das

Vektorpotential △A = −4π

c
j (10.4)

Sie wird gelöst durchMagnetostatisches

Vektorpotential

A(x) =
1

c

∫
j(x′)

|x − x′| d
3x′ (10.5)

1Mit einem χ, dass die Gleichung △χ = −divA erfüllt.
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Kapitel 11

Randwertprobleme

Möchte man das Magnetfeld bzw. das H-Feld innerhalb eines Raumgebiets bestimmen,
das von einem idealen Magnetikum ausgefüllt ist, dann muss man dort Gl. (5.8) und (5.9)
mithilfe von B = µH lösen. Ist zusätzlich jf = 0, so vereinfacht sich (5.8)

rotH =
4π

c
jf = 0

Damit gibt es ein Skalarfeld φM mitMagnetisches

Skalarpotential

H = −gradφM (11.1)

Um φM im Raumgebiet zu bestimmen, müssen wir dort die GleichungLaplace-Gleichung

für φM

0 = divB = µdiv H = −µdiv gradφM = −µ△φM (11.2)

lösen.

Bemerkung 11.1 (Randbedingungen)
An den Grenzflächen müssen die Stetigkeitsbedingungen aus (5.17) und (5.19) eingehalten werden:

B⊥
1 = B⊥

2 , H
‖
1 = H

‖
2
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Kapitel 12

Multipolentwicklung

12.1 Vektorpotential und Magnetfeld eines Dipols

Genauso wie in der Elektrostatik kann man auch das Vektorpotential

A(x) =
1

c

∫
j(x′) d3x′

|x − x′|

mittels

1

|x − x′| =
1

r

1
√

1 +
(

r′

r

)2 − 2 r′

r cos θ′
=

1

r

∞∑

l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ′)

in Legendrepolynome entwickeln. Wir wollen im Folgenden speziell die ersten beiden Sum-
manden dieser Entwicklung betrachten:Entwicklung des

Vektorpotentials in

Legendre-Polynome A(x) =
1

cr

∞∑

l=0

1

rl

∫

j(x′)r′lPl(cos θ′) d3x′

=
1

cr

∫

j(x′) d3x′ +
1

cr2

∫

j(x′)r′ cos θ′ d3x′ + . . .

=
1

cr

∫

j(x′) d3x′ +
xk

cr3

∫

x′k j(x′) d3x′ + . . . (12.1)

Um diese Integrale auszuwerten bzw. umzuschreiben betrachten wir zunächst die Stromdich-
te j, multipliziert mit zwei Funktionen f und g. j sei räumlich begrenzt, d.h. macht man
r nur genügend groß, so kann man eine Kugel mit Radius r um die Stromdichteverteilung
legen, sodass durch den Rand dieser Kugel kein Strom fließt. Damit ist

∫

V

div (fgj)(x′) d3x′ =

∮

∂V

fgj · dσ = 0

Weil in der Magnetostatik immer div j = 0 gilt, ergibt sich

0 =

∫

V

(fj · ∇′g + gj · ∇′f)d3x′ (12.2)
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12 Multipolentwicklung

Jetzt können wir (12.1) auswerten:

• Um eine Lösung für den ersten Summanden mit (12.2) zu erhalten, setzen wir f = 1
und g = x′k:

0 =

∫

V

ji ∂
′
ix

′
k d

3x′ =

∫

V

jk d
3x′

• Wenn wir f = x′m und g = x′k in (12.2) einsetzen, ergibt sich

0 =

∫

V

(x′m jk + x′k jm) d3x′

Setzen wir die Ergebnisse ein:

Ai(x) ≈ xk

cr3

∫

x′k ji d
3x′ = − xk

2cr3

∫

(x′ijk − x′kji) d
3x′

= − xk

2cr3

∫

(δilδkm − δklδim)x′l jm d3x′ = − xk

2cr3

∫

εiknεlmn x
′
l jm d3x′

A(x) = − 1

2cr3
x ×

∫

x′ × j(x′) d3x′ (12.3)

Definition 12.1 (Def.: Magnetisches Dipolmoment).
Das magnetische Dipolmoment wird durchMagnetisches

Dipolmoment

m =
1

2c

∫

x′ × j(x′) d3x′ (12.4)

definiert.

Der führende Term in der Multipolentwicklung für das magnetostatische Vektorpotential ist
damit gegeben durchFührender

Entwicklungsterm

des

Vektorpotentials
A(x) =

m × x

r3
=

m × n̂

r2
(12.5)

Bemerkungen 12.1
(i) Man beachte die Ähnlichkeit von (12.5) zum Dipolterm des elektrostatischen Felds: ϕ = p·n

r2 .

(ii) Da es keine magnetischen Monopole gibt, ist das Verschwinden des Entwicklungsterms mit
l = 0 von vorneherein zu erwarten.

(iii) Aus (12.5) können wir nun das Magnetfeld eines magnetischen Dipols berechnen:

Bi = εijk∂jAk = εijkεklp∂jml
np

r2
= (δilδjp − δipδjl)ml ∂j

np

r2
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12 Multipolentwicklung

Dabei ist

∂j
np

r2
=
δjpr

3 − 3xpxjr

r6
=
δjp − 3npnj

r3

Insgesamt erhalten wirMagnetfeld eines

Dipols
B(x) =

3(n · m) n − m

r3
r 6= 0 (12.6)

(iv) Die physikalische Realisierung von magnetischen Dipolen sind zum einen Kreisströme, wobei
hier noch weitere Terme in der Multipolentwicklung auftreten (keine reinen Dipole) und zum
anderen homogen magnetisierte Kugeln (reine Dipole). Für letztere verschwinden alle weiteren
Terme der Entwicklung.

12.2 Spezielle Konfigurationen

12.2.1 Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife

Das Dipolmoment einer ebenen stromdurchflossenen Leiterschleife ergibt sich zu

m =
1

2c

∫

x × j(x) d3x =
I

2c

∫

∂σ

x × dl =
I

c
σ (12.7)

Wobei σ =
∫

∂σ
dσ = 1

2

∫

∂σ
x × dl.

12.2.2 Gyromagnetisches Verhältnis

Allgemein gilt

m =
1

2c

∫

x × v̺(x) d3x

falls v die Geschwindigkeit der Ladungsträger ist, die durch die Verteilung ̺(x) beschrieben
werden. Wird der Strom durch die Rotation eines starren Körpers verursacht, so kann man
annehmen, dass für die Ladungsträgerdichte ̺ und die Massendichte ̺m gilt

̺

Q
=
̺m

M

mit der Gesamtladung Q und Gesamtmasse M . Es ist damit

m =
1

2c

Q

M

∫

x × v ̺m d3x

Für nichtrelativistische Geschwindigkeiten |v| ≪ c istDef.:

Gyromagnetisches

Verhältnis m = g
Q

2Mc
L (12.8)
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12 Multipolentwicklung

mit dem Drehimpuls L des Körpers. Im klassischen Fall ist g = 1 und z.B. für Elektronen
ist g = 2. g wird gyromagnetisches Verhältnis genannt.

12.2.3 Potentielle Energie einer Stromdichteverteilung im äußeren
Magnetfeld

Nehmen wir an, eine lokalisierte Stromverteilung j befindet sich in einem äußeren Magnetfeld
B, dann ist die Gesamtkraft auf diese Verteilung gegeben durch

F =
1

c

∫

d3x̺v × B

Das Magnetfeld soll sich dabei im Gebiet der nichtverschwindenden Stromdichte wenig
ändern, sodass es der Näherung

Bi(x) ≈ Bi(0) + (∂nBi)(0)xn

genügt (Ursprung wird in die Mitte der Stromdichte gelegt). Das ergibt

Fm =
1

c

∫

d3x εklm jk [Bl(0) + (∂nBl)(0)xn]

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass
∫
d3x j(x) = 0 und jkxn = 1

2εnkp (x × j)p, womit

Fm =
1

2c
εklmεnkp (∂nBl)(0)

∫

d3x (x × j)p = (δlpδmn − δlnδmp)(∂nBl)(0)mp

Wegen div B = 0 verschwindet der zweite Summand:

Fm = (∂mBl)(0)ml = (∂m(m · B))(0) (12.9)

Wegen F = −gradV mit der potentiellen Energie V istPotentielle Energie

im äußeren

Magnetfeld V = −m · B (12.10)

12.3 Idealer Punktdipol

Wir wollen zunächst die einzelnen Komponenten des Magnetfelds einer lokalisierten Strom-
dichteverteilung j über ein kugelförmiges Volumen K integrieren, welches die Stromdichte-
verteilung enthält:

∫

K

Bi d
3x =

∫

K

εijk∂jAk d
3x =

∫

∂K

εijkAk dσj

=
1

c
εijk

∫

d3x′jk(x′)

∫

∂K

1

|x − x′|dσj

=
R2

c
εijk

∫

d3x′jk(x′)

∫

∂K

nj

|x − x′| sinϑ dϑ dϕ (12.11)
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12 Multipolentwicklung

Wir bedienen uns nun ein weiteres Mal der Entwicklung von 1/|x−x′| in Legendre-Polynomen.
Außerdem benutzen wir das allgemeine Additionstheorem der komplexen Kugelflächenfunk-
tionen:

Pl(cosψ) =
4π

2l+ 1

l∑

m=−l

Y ∗
lm(ϑ′, ϕ′)Ylm(ϑ, ϕ) (12.12)

ψ = cosϑ cosϑ′ + sinϑ sinϑ′ cos(ϕ − ϕ′) ist dabei der Zwischenwinkel von x(ϑ, ϕ) und
x′(ϑ′, ϕ′). Somit

1

|x − x′| =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π

2l+ 1

r′l

rl+1
Y ∗

lm(ϑ′, ϕ′)Ylm(ϑ, ϕ) (12.13)

Zusätzlich können wir n in Kugelkoordinaten darstellen durch

n = cosϕ sinϑê1 + sinϑ sinϑê2 + cosϑê3

Wie man leicht nachprüft, sind die einzelnen Komponenten nj darstellbar als Linearkombi-
nationen der Kugelflächenfunktionen Y1k(ϑ, ϕ) mit k = −1, 0, 1. Damit können wir (12.11)
weiter vereinfachen:

∫

K

Bi d
3x =

R2

c
ǫijk

∫

d3x′ jk(x′)
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π

2l+ 1

r′l

Rl+1
Y ∗

lm(ϑ′, ϕ′)

∫

∂k

Ylm(ϑ, ϕ)nj dΩ

=
R2

c
ǫijk

∫

d3x′ jk(x′)
1∑

m=−1

4π

3

r′

R2
Y ∗

1m(ϑ′, ϕ′)

∫

∂k

Y1m(ϑ, ϕ)nj dΩ

=
1

c
εijk

∫

d3x′ jk(x′) r′
∫

∂K

P1(cosψ)nj dΩ

=
1

c
εijk

∫

d3x′ jk(x′) r′
∫

∂K

n · n′ nj dΩ

=
1

c
εijk

∫

d3x′ jk(x′) r′n′
k

∫

∂K

nk nj dΩ

Das innere Integral kann man mithilfe der Darstellung von ni als Linearkombination der Ku-
gelflächenfunktionen Y1k(ϑ, ϕ) (k = −1, 0, 1) und deren Orthonormalität berechnet werden
zu

∫

∂K

nj nk dΩ =
4π

3
δjk

Also istVolumenintegral

über ein Magnetfeld

einer lokaliserten

Stromdichtevertei-

lung

∫

K

B d3x = êi
4π

3

εijk

c

∫

d3x′ jk(x′)x′j =
8π

3
m (12.14)
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12 Multipolentwicklung

Nach (12.6) ist das Magnetfeld eines Dipols gegeben durch

Bi =
mk

r3
(3nink − δik)

Die Ausdehnung des Dipols soll nun verschwinden, d.h. wir betrachten einen idealen Punkt-
dipol. Wir wollen überprüfen, ob obiger Ausdruck für das Volumenintegral des Magnetfelds
auch für diese idealisierte Konfiguration gültig ist. Da das Dipolfeld am Ursprung singulär
wird, müssen wir über ein Volumen außerhalb einer kleinen Kugel um den Ursprung inte-
grieren:

∫

Bi d
3x =

∫ R

ǫ

dr r2
mk

r3

∫

dΩ (3nink − δik) = mk ln
R

ǫ

(

4
4π

3
δik − 4πδik

)

= 0

Dieses Ergebnis hängt nicht von der Wahl von ǫ ab, weshalb giltWiderspruch zu

(12.14)

lim
ǫ→0

∫

Bi d
3x = 0 (12.15)

Dies steht im Widerspruch zu (12.14). Das Problem lässt durch eine Erweiterung des Dipol-
felds lösen:Korrigiertes

Dipolfeld

B =
3n(n · m) − m

r3
+

8π

3
m δ(x) (12.16)

Bemerkung 12.2 (Wechselwirkungsenergie zweier Dipole)
Mit dieser Korrektur können wir wegen (12.10) die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole angeben:

Wechselwirkungs-

energie zweier

Dipole V12 = V21 = −m1 · B2 =
3(n · m1)(n · m2) − m1 · m2

r3
+

8π

3
(m1 · m2) δ(x) (12.17)
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Kapitel 13

Das Relativitätsprinzip

13.1 Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkun-

gen

Bezugsysteme, in denen freie Teilchen eine konstante Geschwindigkeit besitzen, heißen In-Relativitätsprinzip

ertialsysteme. Das Relativitätsprinzip besagt:

In allen Inertialsystemen herrschen die gleichen Naturgesetze.

Das bedeutet, alle Beobachter, die sich mit konstanter Geschwindigkeit gegeneinander be-
wegen, sind völlig gleichberechtigt.

In der klassischen Mechanik werden Wechselwirkungen zwischen Körpern durch PotentialeAusbreitungs-

geschwindigkeit von

Wechselwirkungen

beschrieben, die von den Ortskoordinaten der beteiligten Körper abhängen. Die resultie-
rende Wechselwirkung geschieht innerhalb dieser Beschreibung instantan. In Wirklichkeit
gibt es aber eine minimale Zeitdifferenz zwischen der Änderung des Zustands des einen
Körpers und der Wirkung auf den anderen Körper. Bezieht man deren räumlichen Abstand
mit ein, so kann man eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkungen
bestimmen. Aus dem Relativitätsprinzip folgt, dass diese Ausbreitungsgeschwindigkeit in
allen Inertialsystemen gleich groß sein muss. Außerdem stellt sich heraus, dass sie gleich der
Lichtgeschwindigkeit

c = 2.998 · 108m/s

in Vakuum ist.

Die Verbindung des Relativitätsprinzips und der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-Relativistische

Mechanik keit von Wechselwirkungen wird Einsteinsches Relativitätsprinzip genannt, um es vom Ga-
lileischen Relativitätsprinzip (unendlich große Ausbreitungsgeschwindigkeit) zu unterschei-
den. Die aus diesem Prinzip resultierende Mechanik, heißt relativistische Mechanik. Eine
wichtige Neuerung in dieser Theorie, stellt die Relativität der Zeit dar. In der klassischen
Mechanik sind die Ortskoordinaten relative Größen während die Zeitkoordinate absolut ist.
In der relativistischen Mechanik sind Ort und Zeit in diesem Sinne äquivalent, d.h. die
Angabe einer bestimmten Zeit macht – genauso, wie bei für Ortskoordinaten – erst dann
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13 Das Relativitätsprinzip

Sinn, wenn sie auf ein bestimmtes Bezugsystem bezogen wird. Dies folgt aus dem (Einstein-
schen) Relativitätsprinzip: In einem Inertialsystem, das sich relativ zu einem Beobachter
gleichförmig bewegt, werde ein Signal (mit der Geschwindigkeit c) ausgesandt. Nach den
üblichen Regeln der Addition von Geschwindigkeiten würde der Beobachter im ruhenden
System eine von c abweichende Signalgeschwindigkeit beobachten. Das Relativitätsprinzip
kann also nur eingehalten werden, falls Zeit nicht absolut ist, sondern immer auf ein be-
stimmtes Inertialsystem bezogen wird.

13.2 Abstände

Betrachten wir zwei Ereignisse A und B in einem Inertialsystem I. Diese werden charak-
terisiert durch die räumlichen Koordinaten x1, y1, z1 und x2, y2, z2 und den verschiedenen
Zeiten t1 und t2. Sind die Ereignisse das Aussenden und Empfangen eines Signals mit Licht-Ereignisse mit

verschwindendem

Abstand

geschwindigkeit, so ist der Abstand zwischen den Ereignissen gleich c(t2 − t1). Wir erhalten
in diesem Fall also

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 − c2(t2 − t1)

2 = 0

Beschreiben wir dieselben Ereignisse in einem anderen Inertialsystem1 I’. Die Koordinaten
der Ereignisse seien x′1, y

′
1, z

′
1, t

′
1 und x′2, y

′
2, z

′
2, t

′
2. Auch in I ′ gilt die Gleichung

(x′2 − x′1)
2 + (y′2 − y′1)

2 + (z′2 − z′1)
2 − c2(t′2 − t′1)

2 = 0

Definition 13.1 (Abstand).
Seien x1, y1, z1, t1 und x2, y2, z2, t2 die Koordinaten zweier beliebiger Ereignisse, so wird dieDef.: Abstand

Größe

s212 := c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 (13.1)

als Abstand dieser Ereignisse (innerhalb einer fiktiven flachen vierdimensionalen Raumzeit
mit Koordinatenachsen ct, x1, x2, x3) bezeichnet. Sind die Ereignisse infinitesimal nahe bei-
einander, so ist der Abstand ds gegeben durch

ds2 := c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (13.2)

Damit wird i.A. eine Metrik definiert, die sog. Minkowski-Metrik.

Invarianz der Abstände

Wie wir oben bereits gesehen haben, ist ds = 0 unabhängig vom gewählten Inertialsystem
(Konsequenz der konstanten Lichtgeschwindigkeit). Wir wollen untersuchen, ob es im all-
gemeinen Fall (ds 6= 0) eine ähnliche Invarianz unter Koordinatentransformation in andere
Inertialsysteme gibt.

1Dass verschiedene Inertialsysteme im Allgemeinen relativ zueinander in gleichförmiger Bewegung sind,
wird im Folgenden nicht mehr explizit erwähnt.
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13 Das Relativitätsprinzip

Allgemein muss gelten

ds2 = ads′2

mit einer Konstanten a, denn ds2 und ds′2 sind von der gleichen Größenordnung. Diese
Konstante kann nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit zwischen I und I ′ abhängen
und nicht von den Koordinaten der Inertialsysteme, da deren Koordinatenursprünge belie-
big gewählt werden können (Homogenität der Raumzeit) und die Richtung der Relativge-
schwindigkeit ebenso keinen Einfluss auf die Abstände haben darf (Isotropie des Raums).
Seien nun drei verschiedene Inertialsysteme I, I1, I2 gegeben. v1 und v2 seien die Geschwin-
digkeiten von I1 und I2 relativ zu I, v12 sei die Relativgeschwindigkeit zwischen I1 und I2.
Dann gilt

ds2 = a(v1)ds
2
1 , ds2 = a(v2)ds

2
2 , ds21 = a(v12)ds

2
2

Und daraus erhalten wir die Relation

a(v12) =
a(v2)

a(v1)
(13.3)

Der Betrag v12 ist eine Funktion von v1, v2 und des Winkels zwischen v1 und v2. Die rechte
Seite von Gl. (13.3) ist aber unabhänging von diesem Winkel. Damit kann die Gleichung
nur stimmen, wenn a auch unabhängig von den Relativgeschwindigkeiten ist, also für alle
Inertialsysteme denselben Wert annimmt. Aus Gl. (13.3) folgt dann, dass a = 1 sein muss:

Satz 13.1 (Gleiche Abstände)
Der Abstand zweier Ereignisse ist unabhängig vom Inertialsystem:Invarianz der

Abstände

ds2 = ds′2 bzw. s2 = s′2 (13.4)

Bemerkung 13.1
Der Abstand zweier Ereignisse kann raumartig (s2 < 0), zeitartig (s2 > 0) oder lichtartig (s2 = 0)
sein, je nachdem, wie sich c2 dt2 und dx2 + dy2 + dz2 zueinander verhalten. Zwei Ereignisse, deren
Abstand raumartig ist, können sich demnach nicht beeinflussen (in der klassischen Physik nur
bei gleichzeitigen Ereignissen möglich), da die maximale Geschwindigkeit der Wirkung des einen
Ereignisses nicht ausreicht um die räumliche Distanz vor dem Eintreten des anderen Ereignisses zu
überwinden.

Diese Eigenschaft der Ereignisse ist nach Satz 13.1 unabhängig vom Bezugsystem.

13.3 Eigenzeit

Betrachten wir ein Inertialsystem I, in dem mehrere Uhren beliebige Bewegungen ausführen.
Wir können damit jeder Uhr ein eigenes Bezugsystem zuordnen, in dem die jeweilige Uhr
die Eigenzeit des Systems angibt. Für einzelne Zeitpunkte können die Bezugsysteme als
Inertialsysteme aufgefasst werden. Während der Zeit dt, die eine in I ruhende Uhr misst,

T3: Elektrodynamik 52 Sebastian Gottwald (LMU)



13 Das Relativitätsprinzip

bewegt sich eine spezielle Uhr um
√

dx2 + dy2 + dz2 während sie selbst die Zeit dt′ misst
und im eigenen Bezugsystem ruht: dx′ = dy′ = dz′ = 0. Da es sich um dieselben Ereignisse
handelt, unterscheiden sich die Abstände ds und ds′ nicht:

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt′2

Dabei gibt (dx2 + dy2 + dz2)/dt2 = v2 die Relativgeschwindigkeit zwischen der bewegten
Uhr und I an. Die infinitesimale Eigenzeit dτ des bewegten Systems ist somit gegeben durchEigenzeit

dτ =

√

1 − v2

c2
dt (13.5)

Für eine Zeitspanne t2 − t1 im ruhenden System, erhält man die Zeitdifferenz t′2 − t′1 im
bewegten System dann mittels Integration

t′2 − t′1 =

∫ t2

t1

dt

√

1 − v2

c2
(13.6)

Als direkte Folge aus obigen Ausdrücken ergibt sich, dass die Eigenzeit eines bewegtenIn bewegten

Systemen vergeht

die Zeit langsamer

Objekts immer geringer ist als die Zeit im ruhenden System. D.h. in bewegten Systemen
vergeht die Zeit langsamer.

Bemerkung 13.2 (Scheinbares Paradoxon)
Mit der Erklärung für das sogenannte Zwillingsparadoxon kann man sich die Konsistenz obiger Über-
legungen klar machen: Bewegt man eine Uhr relativ zu einer anderen, wobei beide am Startpunkt
dieselbe Zeit zeigen sollen, und führt die bewegte Uhr wieder zurück zu diesem Ausgangspunkt,
so wird auf dieser Uhr weniger Zeit vergangen sein, als auf der ruhenden Uhr. Nun könnte man
meinen, es sei paradox, dass am Ende eine Zeit tatsächlich langsamer als die andere vergangen ist,
da man diese Situation genauso gut aus der Sicht der bewegten Uhr betrachten könne, für die dann
die andere Uhr bewegt würde und somit auf dieser die Zeit langsamer zu vergehen habe. Doch diese
Überlegung ist in diesem speziellen Fall nicht korrekt, da aufgrund der Rückkehr der bewegten Uhr
diese nicht mehr innerhalb eines Inertialsystems ruht und somit das Relativitätsprinzip nicht gilt.

Bemerkung 13.3
Die Eigenzeit eins Objekts ist gegeben durch

∆t′ =

Z B

A

1

c

p

c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 =
1

c

Z B

A

ds

Dabei wird entlang dessen Weltlinie2 integriert. Für die Eigenzeit eines ruhenden Körpers integriert
man somit über eine Gerade parallel zur Zeitachse. Die Eigenzeit eines Körpers, der eine Bewegung
entlang einer geschlossenen Kurve ausführt, resultiert also aus der Integration über eine gekrümmte
Weltlinie, welche die Weltlinie des ruhenden Körpers in den Punkten A und B schneidet. Da nun
die Eigenzeit des ruhenden Körpers länger ist als die des bewegten, nimmt das Integral

Z B

A

ds (13.7)

für gerade Weltlinien den maximalen Wert an. Dies ist eine Eigenschaft, die mit dem pseudo-
euklidischen Charakter der vierdimensionalen Raumzeit verknüpft ist.

2Entsprechend den dreidimensionalen Trajektorien spricht man in der vierdimensionalen Raumzeit von
Weltlinien.
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13 Das Relativitätsprinzip

13.4 Die Lorentz-Transformation

Wir suchen nun eine Transformation von einem Inertialsystem I in eine anderes Inertial-
system I ′, d.h. wir suchen einen Ausdruck, der es erlaubt aus den bekannten Koordinaten
x, y, z, t die Koordinaten x′, y′, z′, t′ zu berechnen.

Da der Abstand ds unabhängig vom gewählten Inertialsystem den gleichen Wert behält, wirdBedingung an die

Transformation diese Invarianz als Bedingung dienen, die von der gesuchten Transformation erfüllt werden
muss. Die einzigen abstandserhaltenden Transformationen sind einfache Translationen und
Rotationen. Da wir nicht nur die Ursprünge unserer Koordinatenachsen verschieben, sondern
vor allem in bewegte Systeme transformieren möchten, benötigen wir Rotationen3.

In der vierdimensionalen Raumzeit gibt es sechs Freiheitsgrade für Rotationen (in der xy-,
yz-, zx-, tx-, ty- und tz-Ebene). Betrachten wir den einfachsten Fall einer Relativbewe-
gung von I ′ entlang der x- bzw. x′-Achse, so bleiben die anderen räumlichen Koordinaten
unbeeinflusst:

y = y′ , z = z′ (13.8)

Damit bleibt nur eine Rotation4 in der tx-Ebene um den Winkel α als mögliche Transfor-
mation:

x = x′ coshα+ ct′ sinhα , ct = x′ sinhα+ ct′ coshα (13.9)

Mit dieser Transformation ist die Bedingung c2dt2 − x2 = ds2 = ds′2 = c2dt2 − x′2 erfüllt.
Betrachten wir nur die Transformation des Ursprungs von I ′, d.h. x′ = 0, so erhalten wir

x = ct′ sinhα , ct = ct′ coshα ⇔ tanhα =
x

ct

Dabei ist x/t =: v gerade die Relativgeschwindigkeit zwischen den Inertialsystemen. Durch
ein wenig Umformen ergibt sich

sinhα =
v/c

√

1 − v2

c2

, coshα =
1

√

1 − v2

c2

Durch Einsetzen in Gl. (13.9) erhalten wir schließlich die Lorentz-TransformationLorentz-

Transformation

x =
x′ + vt′
√

1 − v2

c2

, y = y′, z = z′, t =
t′ + x′v/c2
√

1 − v2

c2

(13.10)

Bemerkungen 13.4
(i) Die inverse Lorentz-Transformation erhält man durch einfaches Ersetzen von v durch −v, da

man die Situation genauso aus dem Inertialsytem I ′ betrachten kann, wobei sich I relativ zu
I ′ mit −v bewegt.

3Aufgrund der vier Dimensionen, in denen wir uns hier befinden, sind diese Rotationen mehr als gewöhn-
liche Drehungen im Raum, sondern beziehen mittels der Zeitkoordinate auch Relativbewegungen mit ein.

4Diese Rotationen unterscheidet sich von den üblichen dreidimensionalen durch den Einsatz von Hyper-
belfunktionen anstelle von trigonometrischen. Dieser Unterschied ist eine weitere Konsequenz der pseudo-
euklidischen Geometrie der Raumzeit.

T3: Elektrodynamik 54 Sebastian Gottwald (LMU)



13 Das Relativitätsprinzip

(ii) Für c→ ∞ geht die Lorentz-Transformation in die klassische Galilei-Transformation über:Galilei-

Transformation als

Grenzfall
x = x′ + vt′, y = y′, z = z′, t = t′ (13.11)

(iii) In der Lorentz-Transformation äußert sich auch die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Wechselwirkungen, denn für v > c werden die transformierten Koordinaten imaginär.
Ebenso kann v niemals die Lichtgeschwindigkeit erreichen, da sonst der Nenner verschwindet.

(iv) Anders als die Galilei-Transformation ist die Lorentz-Transformation nicht kommutativ. Dies
lässt sich leicht einsehen, da Rotationen prinzipiell nicht kommutativ sind, vorausgesetzt sie
werden nicht um dieselbe Achse ausgeführt.

13.5 Eigenlänge

Die Länge eines Objekts l0 in dessen Ruhesystem wird Eigenlänge genannt. Sei ein Ob-
jekt relativ zu einem bewegten Inertialsystem I ′ in Ruhe und misst man dessen Länge
(Ausdehnung entlang der Bewegungsrichtung) in I ′, so wird diese nicht seiner Eigenlänge
entsprechen.

I ′ bewege sich nun entlang der x- bzw. x′-Achse. Die Endpunkte des Objekts seien in sei-
nem Ruhesystem I gegeben durch x1 und x2, in I ′ durch x′1 und x′2. Nach der Lorentz-
Transformation gilt

∆x = x2 − x1 =
x′2 + vt′
√

1 − v2

c2

− x′1 + vt′
√

1 − v2

c2

=
∆x′

√

1 − v2

c2

Sei l die Länge des Objekts in I ′, dann ist wegen l0 = ∆x:Eigenlänge

l = l0

√

1 − v2

c2
(13.12)

Somit ist die Länge eines Objekts in einem relativ dazu bewegten System immer kleiner als
seine Eigenlänge. Diese Tatsache bezeichnet man auch als Lorentz-Kontraktion.

13.6 Transformation von Geschwindigkeiten

Bewege sich wieder I ′ relativ zu I mit der Geschwindigkeit v in x-Richtung. Wir suchen nun
einen Ausdruck, um die Geschwindigkeit v eines Teilchens in I mit der Geschwindigkeit v′

des selben Teilchens in I ′ zu verknüpfen. Es ist

dx =
dx′ + vdt′
√

1 − v2

c2

, dy = dy′, dz = dz′, dt =
dt′ + v

c2 dx
′

√

1 − v2

c2
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13 Das Relativitätsprinzip

Damit erhalten wirTransformation von

Geschwindigkeiten

vx =
dx

dt
=

v′
x + v

1 + v
c2 v′

x

, vy =
dy

dt
=

v′
y

√

1 − v2

c2

1 + v
c2 v′

x

, vz =
dz

dt
=

v′
z

√

1 − v2

c2

1 + v
c2 v′

x

(13.13)
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Kapitel 14

Vierervektoren und Tensoren

14.1 Vierervektoren

Definition 14.1 (Orts-Vierervektor).
Einem Ereignis in der vierdimensionalen Raumzeit mit den Koordinaten ct, x, y, z können
wir einen sog. Orts-Vierervektor zuordnen:Def.:

Orts-Vierervektor

xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z) (14.1)

Definition 14.2 (Vierervektor).
Allgemein nennt man jedes Element Aµ = (A0, A1, A2, A3) der vierdimensionalen RaumzeitDef.: Vierervektor

einen Vierervektor, wenn seine Komponenten unter einem Wechsel des Bezugsystems wie
der Orts-Vierervektor transformieren:

A0 = γ
(

A′0 +
v

c
A′1
)

, A1 = γ
(

A′1 +
v

c
A′0
)

, A2 = A′2, A3 = A′3 (14.2)

mit γ =
(
1 − v2/c2

)− 1
2 . Das Quadrat der Länge eines Vierervektors ist – analog zur Länge

des Orts-Vierervektors – gegeben durch

‖A‖2 = (A0)2 − (A1)2 − (A2)2 − (A3)2 (14.3)

Analog zu den Bezeichungen für Abstände nennt man einen Vierervektor Aµ mit ‖A‖ < 0
raumartig, ‖A‖ > 0 zeitartig und ‖A‖ = 0 Nullvektor.
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14.1.1 Ko- und kontravariante Vektoren

Die Vierervektoren1 Aµ sind Elemente des vierdimensionalen Vektorraums V . Sie werden als
kontravariante Vektoren bezeichnet. Die Elemente des zu V dualen Raums V ∗ (Menge aller
linearen Abbildungen von V nach R) heißen kovariante Vektoren und werden mit einem
tiefgestellten Index bezeichnet: Bµ. So wird überInneres Produkt

BµA
µ = B0A

0 +B1A
1 +B2A

2 +B3A
3 (14.4)

ein inneres Produkt (ein Pseudo-Skalarprodukt) definiert, also eine Abbildung von V → R.

Weisen wir dem kovarianten Vektor Aν die lineare Abbildung zu, die als Wert das Quadrat
der Länge eines Vierervektors Aν liefert, so können wir wegen

AµA
µ = A0A

0 +A1A
1 +A2A

2 +A3A
3

in der hier betrachteten vierdimensionalen Raumzeit (mit Minkowski-Metrik) die Identitäten
Ko- und

kontravariante

Vektoren im

Minkowski-Raum

A0 = A0, A1 = −A1, A2 = −A2, A3 = −A3, (14.5)

festlegen, denn damit entspricht AµA
µ dem Ausdruck aus Gl. (14.3).

14.1.2 Vierergeschwindigkeit

Man definiert die Vierergeschwindigkeit durchVierer-

geschwindigkeit

uν :=
dxν

ds
(14.6)

mit ds =
√

c dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c dt
√

1 − v2

c2 . Damit ergibt sich

uν =




1

√

1 − v2

c2

,
v/c

√

1 − v2

c2



 = γ (1,v/c) (14.7)

Bemerkung 14.1
• Es ist uµu

µ = dxµdx
µ/ds2 = 1. Damit ist die Vierergeschwindigkeit der Tangenteneinheits-

vektor an die Weltlinie.

• Genauso kann man die Viererbeschleunigung einführen: wµ = duµ

dds
.

1Man benutzt meist griechische Indizes, wenn die Werte 0, 1, 2, 3 eingesetzt werden und lateinische, falls
man sich auf den Raum-Anteil beschränkt.
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14.2 Tensoren höheren Ranges

Auch für Tensoren höheren Ranges führt man die Begriffe ko- und kontravariant zur Be-Ko- und

kontravariante

Tensoren

zeichnung von Aνµ und Aνµ ein. Nun gibt es aber auch die Möglichkeit gemischter Indizes
A ν

µ . Innerhalb des Minkowski-Raums gilt dieselbe Regel, wie für ko- und kontravariante
Vektoren: Das Heben oder Senken eines Ortsindex verändert das Vorzeichen, während der
Zeitindex dieses nicht beeinflusst.

Bemerkung 14.2 (Symmetrische und antisymmetrische Tensoren)
Ein Tensor heißt symmetrisch, wenn er invariant unter Vertauschung der Indizes ist: Aµν = Aνµ,
antisymmetrisch, wenn Aµν = −Aνµ ist. Symmetrische Vierertensoren zweiten Ranges besitzen zehn
unabhängige Einträge. Da die Diagonalelemente eines antisymmetrischen Tensors verschwinden
müssen, besitzen diese Vierertensoren nur sechs unabhängige Einträge.

Da für symmetrische Tensoren A ν
µ = Aν

µ, schreiben wir Aν
µ.

14.2.1 Metrischer Tensor des Minkowski-Raums

Durch Senken des einen oder Heben des anderen Index im (vierdimensionalen) Kronecker-
Delta δν

µ erhält man den kovarianten (bzw. kontravarianten) Metriktensor ηµν (bzw. ηµν)Metriktensor des

Minkowski-Raums des Minkowski-Raums:

ηµν =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







(14.8)

Das innere Produkt xµy
µ kann damit als Wirkung des Metriktensors ηµν aufgefasst werden:

ηµνx
νyµ = xµy

µ (14.9)

Die Länge eines Vierervektors xν wird dann verallgemeinert zuVerbindung zur

Metrik

ηνµx
µxν = xνx

ν (14.10)

Diese Beziehung zeigt die Verbindung des metrischen Tensors ηµν zur Metrik des Minkow-
skiraums, also zur Vorschrift der Längenbestimmung. ηµν ist damit nur ein Spezialfall eines
metrischen Tensor gµν , der i.A. zur Längenmessung bezüglich der jeweiligen Metrik des
Raums eingesetzt wird.

Bemerkung 14.3 (Heben und Senken von Indizes)
Von der Eigenschaft des Senkens von Indizes ηµνx

ν = xµ des metrischen Tensors ηµν wird gerne
gebrauch gemacht. Der metrische Tensor transportiert einen Vierervektor damit sozusagen in den
Dualraum (bzw. führt einen Basenwechsel durch). Genauso gilt ηµνxν = xµ
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.2.2 Lorentz-Gruppe

Eine Lorentz-Transformation – wie der Boost in x-Richtung aus (13.10) – kann in einen
Tensor geschrieben werden:

Λµ
ν =







γ −γ v
c 0 0

−γ v
c γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







(14.11)

Definition 14.3 (Lorentz-Tensoren).
Tensoren, die überDef.:

Lorentz-Tensoren
T ′µ1···µn(x′) = Λµ1

ν1
· · ·Λµn

νn
T ν1···νn(x) (14.12)

in andere Inertialsysteme transformiert werden können, werden Lorentz-Tensoren genannt2.

Beispiel 14.1 (Lorentz-Skalare und -Vektoren)
Lorentz-Skalare sind invariant unter Lorentz-Transformationen (kovariant). Die Transfor-
mation von Lorentz-Vektoren (Vierervektoren) erfolgt hingegen durch

x′µ = Λµ
νx

ν (14.13)

Definition 14.4 (Lorentzgruppe).
Als Lorentz-Gruppe bezeichnet man die Menge aller linearen Automorphismen (bijektiveDef.:

Lorentz-Gruppe lineare Abbildungen, die den Raum auf sich selbst abbilden) des Minkowskiraums, die das
innere Produkt (Pseudoskalarprodukt) erhalten. Dies sind die bereits eingeführten Lorentz-
Transformationen.

Aus der Bedingung der Abstandserhaltung, können wir eine Tensorbeziehung für die Ele-
mente Λµ

ν der Lorentzgruppe ableiten:

x′νx
′ν = Λ λ

ν Λ
ν
γxλx

γ !
= xλx

λ

Es ergibt sich damit zunächst

Λ λ
ν Λ

ν
γ = δλ

γ (14.14)

Weil allgemein Λ λ
ν = ηναΛ

α
βη

λβ gilt, finden wir

δλ
γ = ηναη

λβΛα
βΛ

ν
γ = ηλβΛα

βηανΛ
ν
γ = ηλβ(ΛT ) α

β ηανΛ
ν
γ = (ηΛT ηΛ)λ

γ

Schließlich ergibt sich als definierende Gleichung der Elemente der Lorentzgruppe:Definierende

Gleichung
ΛT ηΛ = η (14.15)

2Steht auf der rechten Seite der Faktor detΛ, so definiert die Transformation einen Pseudotensor.
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.2.3 Levi-Civita-Symbol

Das Levi-Civita-Symbol εµν̺λ (auch total antisymmetrischer Tensor) in vier DimensionenDas

Levi-Civita-Symbol ist ein (Pseudo-)Tensor vierten Rangs. Es hat die Eigenschaft unter Vertauschung beliebiger
Indizes das Vorzeichen zu wechseln. Daraus resultiert, dass alle Einträge mit zwei gleichen
Indizes verschwinden. Legt man ε0123 = 1 fest, so besteht das Levi-Civita-Symbol nur aus
den Einträgen 0,+1,−1. Jeder Eintrag der aus einer ungeraden Permutation von Indizes des
Elements ε0123 entsteht, hat damit den Wert −1.

Definition 14.5 (Duale Vektoren und Tensoren).
Sei Aij ein antisymmetrischer Tensor, dann wirdDuale Tensoren

A∗µν =
1

2
εµν̺λA̺λ (14.16)

der zu Aij duale (Pseudo-)Tensor genannt. Ebenso ist εijklAl zum Vierervektor Ai dual.

Beispiel 14.2 (Kreuzprodukt)
Das (dreidimensionale) Kreuzprodukt a × b = c kann als dualer Vektor zum antisymme-
trischen Tensor cβγ := aβbγ − aγbβ aufgefasst werden:

cα =
1

2
εαβγcβγ (14.17)

14.3 Differentiation und Integration

14.3.1 Partielle Ableitung

Das totale Differential dφ = ∂φ
∂xi dx

i eines Skalarfelds kann als inneres Produkt des Vierer-Partielle Ableitung

als kovariante

Komponente

Gradienten (1
c∂tφ,∇φ) mit dem infinitesimalen Vierervektor dxµ verstanden werden, womit

∂
∂xµ = ∂µ als kovariante Vektorkomponente aufgefasst wird. Damit kann beispielsweise die
(Vierer-)Divergenz ∂iA

i in üblicher Weise notiert werden.

Satz 14.1 (Transformationsverhalten von ∂µ)
∂µ transformiert wie ein kovarianter Vierervektor:

∂′µ = Λ ν
µ ∂ν (14.18)

Beweis: Es ist ∂′µ = ∂x̺

∂x′µ ∂̺. Wir benötigen also die Rücktransformation von x′µ in x̺:

x′µ = Λµ
νx

ν ⇔ Λ ̺
µ x

′µ = Λ ̺
µ Λ

µ
νx

ν = δ̺
νx

ν = x̺

∂′µ =
∂x̺

∂x′µ
∂̺ = Λ ̺

µ ∂̺
�
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.3.2 Flächenelemente

Im Dreidimensionalen ist der Flächeninhalt eines infinitesimalen Parallelogramms, das von
dr und dr′ aufgespannt wird, gegeben durch |dr×dr′|. Die Projektion dieses Flächenstücks
auf eine Koordinatenebene xαxβ hat damit den Inhalt3 dxαdx

′
β − dx′αdxβ =: dfαβ . Zur

Charakterisierung eines solchen Flächenstücks benutzt man aber den Flächennormalenvektor

dfγ = dxαdx
′
β εαβγ =

1

2
εαβγdfαβ (14.19)

dfγ ist damit der zu dfαβ duale Tensor. Überträgt man dies auf die vierdimensionale Raum-
zeit, so kann man den zu dfµν = dxµdx′ν − dx′µdxν dualen Tensor df∗αβ bilden:Charakterisierung

einer (zweidim.)

Fläche in vier

Dimensionen
df∗αβ =

1

2
εαβµνdfµν (14.20)

Nach einer kurzen Rechnung, stellt man fest, dass dfµνdf∗
µν = 0 (Orthogonalität) gilt. df∗αβ

stellt also eine passende Verallgemeinerung des Flächennormalenvektors dfi dar.

14.3.3 Hyperflächenelemente

In drei Dimensionen gibt das Spatprodukt dreier Vektoren a, b, c das Volumen V des Par-
allelepipeds an, das von diesen Vektoren aufgespannt wird: V = a · (b × c). Das Spat-
produkt lässt sich über die Determinante der Matrix aus den Komponenten der Vektoren
a, b, c berechnen. Damit können wir analog den Inhalt des Hyperflächenelements im vier-
dimensionalen Raum, das durch dxµ, dx′µ, dx′′µ aufgespannt wird, ausdrücken durch den
antisymmetrischen Tensor dritten Rangs

dSµν̺ = det





dxµ dx′µ dx′′µ

dxν dx′ν dx′′ν

dx̺ dx′̺ dx′′̺



 (14.21)

Wieder ist es sinnvoller den zu dSµν̺ dualen Tensor bzw. Vierervektor dS∗µ zur Charakte-
risierung des infinitesimalen Hyperflächenelements zu benutzen:Charakterisierung

einer Hyperfläche in

vier Dimensionen dSµ = −1

6
εµν̺λdSν̺λ (14.22)

Dabei dient der Faktor −1/6 dazu, die einfache Beziehung dSµ̺λ = εµν̺λ dS
µ zu erhalten

(wegen εµν̺λ ε
κν̺λ = −6δµ

κ). Mit diesem Ausdruck erhalten wir sofort:

dS123 = dS0, dS023 = dS1, dS013 = −dS2, . . .

3Allgemeiner erhält man den Inhalt der Projektion dieses Flächenstücks auf eine Oberfläche, die mit den
Parametern ϑ und ϕ parametrisiert wurde, aus der Projektion von dr× dr′ auf den Normaleneinheitsvektor
1
N
∂ϑx× ∂ϕx der Oberfläche (mit Normierungsfaktor N).
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Beispiel 14.3
Wählt man die Koordinatenachsen so, dass dxi = (0, dx, 0, 0), dx′i = (0, 0, dy, 0) und
dx′′i = (0, 0, 0, dz), so ist

S0 = S123 = dx dy dz

14.3.4 Volumenelement

Das infinitesimale Volumenelement der vierdimensionalen Raumzeit ist gegeben durchVierdimensionales

Volumenelement

dΩ = cdt dx dy dz (14.23)

14.3.5 Integralsätze
Verallgemeinerung

und Ergänzung der

dreidimensionalen

Integralsätze

(i) Das Volumenintegral der Viererdivergenz entspricht dem Fluss des Vierervektors Aµ

durch die Hyperfläche dSi:

∮

Aµ dSµ =

∫

∂µA
µ dΩ (14.24)

(ii) Auch zwischen der Integration über eine (zweidim.) Fläche und die von ihr eingeschlos-
sene Hyperfläche gibt es einen Zusammenhang:

∫

Aµν df∗
µν =

∫

(dSµ ∂νA
µν − dSν ∂µA

µν) (14.25)

(iii) Ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen vierdimensionalen Kurve kann in ein
Flussintegral der von ihr eingeschlossenen Fläche transformiert werden:

∮

Aµdx
µ =

∫

∂νA
µ dfµν (14.26)
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Kapitel 15

Relativistische Mechanik

15.1 Lagrangefunktion eines relativistischen Teilchens

Ein klassisches freies Teilchen lässt sich durch seine LagrangefunktionLk = mv2

2 beschreiben.
Um die entsprechende relativistische Lagrangefunktion zu erhalten, die für c → ∞ in Lk

übergeht, gehen wir von der Wirkung

S =

∫ tb

ta

Ldt

aus. Die einzige Bedingung, die S erfüllen muss, ist die Invarianz unter Lorentztransforma-Bedingung an die

relativistische

Wirkung

tionen1, da aufgrund des Relativitätsprinzips die physikalische Wirkung unabhänging vom
Inertialsystem ist. Da die Wirkung eines Teilchens die Bewegung entlang dessen Trajektorie
erfassen sollte, muss die Integration entlang einer Weltlinie über eine skalare Größe erster
Ordnung erfolgen. Die einzige Möglichkeit auch die Kovarianz zu erfüllen bietet der Abstand
ds:

S ∝
∫ B

A

ds

Wie aus Bemerkung 13.3 hervorgeht, ist
∫
ds entlang einer geraden Weltlinie (ruhendes

Teilchen) maximal, während für gekrümmte Kurven beliebig kleine Werte angenommen wer-
den können. Da wir außerdem entsprechend dem Hamiltonschen Variationsprinzip minimale
Wirkungen suchen, setzen wir für die Proportionalitätskonstante −α ein.

S = −α
∫ B

A

ds = −αc
∫ √

1 − v2

c2
dt (15.1)

1Die Eigenschaft einer Größe oder Gleichung, invariant unter Lorentztransformationen zu sein, wird
Kovarianz genannt.
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15 Relativistische Mechanik

Um α zu bestimmen, sehen wir uns den klassischen Grenzfall an, für den L in Lk übergehen

sollte. Wegen
√

1 − x2 ≈ 1 − 1
2x

2 für x ≪ 1 ist L ≈ −αc + αv2

2c für v/c ≪ 1. Da aber
eine additive Konstante in L keine physikalischen Auswirkungen hat, erhalten wir α aus
αv2

2c

!
= mv2

2 , womit α = mc. Letztendlich istRelativistische

Lagrangefunktion

eines freien

Teilchens L = −mc2
√

1 − v2

c2
(15.2)

15.2 Energie und Impuls

Berechnen wir den Impuls eines freien relativistischen Teilchens:

pα =
∂L

∂ẋα
=

mc2
√

1 − v2

c2

v

c2
ẋα

v
=

mẋα
√

1 − v2

c2

AlsoImpuls eines freien

Teilchens

p =
mv

√

1 − v2

c2

(15.3)

Aus der Lagrangefunktion und dem Impuls erhält man die Gesamtenergie:

E = p · v − L =
mv2

√

1 − v2

c2

+mc2
√

1 − v2

c2

Die relativistische Gesamtenergie ist also gegeben durchRelativistische

Energie

E =
mc2

√

1 − v2

c2

(15.4)

Auffallend ist die verbleibende Energie bei v = 0, die sog. Ruheenergie

E0 = mc2 (15.5)

Bemerkung 15.1 (Keine Massenerhaltung)
Die Ruheenergie eines Festkörpers E0 = mc2 beinhaltet die Gesamtenergie der Teilchen, aus denen
er besteht. Da diese i.A. nicht ruhen, besitzen sie eine Energie Ei > mic

2. Deshalb ist E0 6= P

i mic
2

und damit m 6= P

i mi.

T3: Elektrodynamik 65 Sebastian Gottwald (LMU)



15 Relativistische Mechanik

Satz 15.1 (Relativistische Energie-Impuls-Beziehung)
Für den relativistischen Impuls und die relativistische Energie gilt die BeziehungEnergie-Impuls-

Beziehung

E2 = c2p2 +m2c4 (15.6)

Beweis: Durch einfaches Quadrieren von (15.3) und (15.4) und Vergleichen. �

Definition 15.1 (Viererimpuls).
Den vierdimensionalen Impuls definiert man überDef.: Viererimpuls

pµ := − ∂S

∂xµ
, ⇒ pµ = (E/c,p) = mγ (c,v) (15.7)

Für pµ können wir ebenso schreiben

pµ = mγ
dxµ

dt
= m

dxµ

dτ
(15.8)

Bemerkung 15.2
Die zweite Beziehung in (15.7) erhält man aus den Identitäten

∂S

∂x
=

Z
∂L

∂x
dt =

Z
d

dt

∂L

∂ẋ
dt =

∂L

∂ẋ
= pi

∂S

∂t
=

Z „
dL

dt
− ∂L

∂x
ẋ− ∂L

∂ẋ
ẍ

«

dt = L−
Z

d

dt

„
∂L

∂ẋ
ẋ

«

dt = L− pv = −E
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Kapitel 16

Relativität und Elektrodynamik

Im Folgenden wollen wir die Grundgleichungen der Elektrodynamik aus allgemeineren Über-
legungen ableiten. Ausgangspunkt ist die Wechselwirkung von Ladungen mit dem Feld.

16.1 Bewegungsgleichung einer Ladung im Feld

16.1.1 Viererpotential und Wirkung

Wir können annehmen, dass das Wirkungsintegral eines geladenen Teilchens in einem elek-
trischen Feld zum Einen aus der Wirkung eines freien Teilchens und zum Anderen aus der
Wechselwirkung des Teilchens mit dem Feld besteht. Experimente zeigen, dass die Ladung
q die einzige Eigenschaft eines Teilchens ist, über die es mit dem Feld in Wechselwirkung
tritt. Die Eigenschaften des Felds kann durch einen zeit- und ortsabhängigen Vierervektor
Aµ, das Viererpotential, beschrieben werden. Die Wechselwirkung von Feld und Teilchen
tritt im Wirkungsfunktional durch den einfachen TermWechselwirkungs-

term

− q

c

∫

Aµ dx
µ (16.1)

in Erscheinung. Ist a der Anfangs- und b der Endpunkt der Weltlinie eines Teilchens im
elektromagnetischen Feld, so ist die entsprechende Wirkung also gegeben durchWirkung im elektro-

magnetischen

Feld
S =

∫ b

a

(

−mcds− q

c
Aµ dx

µ
)

(16.2)

Bemerkung 16.1 (Zeit- und Ortskomponenten des Viererpotentials)
Die Menge der OrtskomponentenA1, A2, A3 werden im Vektorpotential A zusammengefasst, während
A0 = φ als Skalarpotential bezeichnet wird:

Aµ = (φ,A)
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16 Relativität und Elektrodynamik

16.1.2 Lagrangefunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Mit dem Vektor- und Skalarpotential können wir nun die Wirkung als Integral über die Zeit
darstellen:

S =

∫
(

−mc2
√

1 − v2

c2
+
q

c
A · v − q φ

)

dt

Also istLagrangefunktion

eines geladenen

Teilchens
L = −mc2

√

1 − v2

c2
+
q

c
A · v − qφ (16.3)

16.1.3 Hamiltonfunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Aus der Lagrangefunktion erhält man die Hamiltonfunktion mittels H = v · ∂L
∂v

−L mit dem
verallgemeinerten Impuls

P :=
∂L

∂v
=

mv
√

1 − v2

c2

+
q

c
A = p +

q

c
A (16.4)

Damit ergibt sich

H =
mv2

√

1 − v2

c2

+
q

c
A · v +mc2

√

1 − v2

c2
− q

c
A · v + q φ =

mc2
√

1 − v2

c2

+ q φ

Die Hamiltonfunktion sollte aber nicht von v, sondern von P abhängen. Dafür können wir
wegen p = P − q

c A und E = H−q φ die relativistische Energie-Impuls-Beziehung verwenden:

(H− q φ)2 = c2(P − q/cA)2 +m2c4

Schließlich erhalten wirHamiltonfunktion

eines geladenen

Teilchens H =

√

m2c4 + c2
(

P − q

c
A
)2

+ q φ (16.5)

16.1.4 Bewegungsgleichung und das elektromagnetische Feld

Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern

d

dt

(
∂L

∂v

)

− ∂L

∂x
=

d

dt

(

p +
q

c
A
)

− q

c
grad (A · v) + q gradφ = 0 (16.6)
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16 Relativität und Elektrodynamik

Diese Gleichung lässt sich weiter vereinfachen:

• Wegen ∇(a·b) = (a×∇)b+(b·∇)a+a×(∇×b)+b(∇×a) (siehe erstes Übungsblatt):

grad (A · v) = (v · ∇)A + v × rotA

• Wegen A = A(x) ist

d

dt

(

p +
q

c
A
)

= ṗ +
q

c
(∂tA + ẋi ∂iA) = ṗ +

q

c
(∂tA + (v · ∇)A)

Wir finden schließlich die BewegungsgleichungBewegungs-

gleichung

dp

dt
= −q gradφ− q

c
∂tA +

q

c
v × rotA (16.7)

Die rechte Seite der Gleichung gibt also die Kraft an, mit der das elektromagnetische Feld
auf das Teilchen wirkt. Sie besteht aus zwei Teilen: ein geschwindigkeitsunabhängiger Teil
und ein Teil, der von der Geschwindigkeit abhängt und immer senkrecht zu dieser steht.

Definition 16.1 (Elektrisches und magnetisches Feld).
Wir definieren an dieser Stelle das elektrische FeldDef.: Elektrisches

und magnetisches

Feld
E := −gradφ− 1

c
∂tA (16.8)

und das magnetische Feld

B := rotA (16.9)

Sie bilden zusammen das elektromagnetische Feld.

Damit ergibt sich die bekannte Lorentzkraft :

ṗ = q
(

E +
v

c
× B

)

(16.10)

16.1.5 Elektromagnetischer Feldstärketensor

Um die Bewegungsgleichung in vierdimensionaler Schreibweise zu erhalten leiten wir diese
nochmals seperat aus dem Hamiltonschen Wirkungsprinzip her1:

δS = δ

∫ [

−mcds− q

c
Aµdx

µ
]

= 0

1Dazu benutzen wir die sog. Variationsableitung δf( · ) := ∂ε( · + ηε) (η: Variationsfunktion).
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δS =

∫ [

−mc δ
√

dxµdxµ − q

c
δAµdx

µ − q

c
Aµd(δx

µ)
]

=

∫ [

−mcdxµ d(δx
µ)

ds
− q

c
∂νAµδx

ν dxµ − q

c
Aµd(δx

µ)

]

=

∫ (

−mcuµ − q

c
Aµ

)

d(δxµ) −
∫
q

c
∂νAµδx

ν dxµ

mit uµ := dxµ/ds. Nun können wir partiell integrieren:

δS =
(

−mcuµ − q

c
Aµ

)

δxµ +

∫ (

mcduµ δx
µ +

q

c
dAµ δx

µ − q

c
∂νAµ dx

µ δxν
)

=

∫ (

mc
duµ

ds
ds δxµ +

q

c
∂νAµ [dxν δxµ − dxµδxν ]

)

Wegen dxν = uνds und mit einer Vertauschung von Summationsindizes erhalten wir

δS =

∫ [

mc
duµ

ds
+
q

c
∂νAµu

ν − q

c
∂µAνu

ν

]

δxµds = 0

Die Bewegungsgleichung lautet damit

mc
duµ

ds
=
q

c
uν (∂µAν − ∂νAµ)

Definition 16.2 (Feldstärketensor).
Die Eigenschaften des elektromagnetischen Felds lassen sich im elektromagnetischen Feldstärke-Def.:

Feldstärketensor tensor

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ (16.11)

zusammenfassen.

Damit gilt für die Bewegungsgleichung

mc
duµ

ds
=
q

c
Fµνuν (16.12)

Bemerkungen 16.2
(i) Wegen F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = ∂tA

i + ∂iϕ = −Ei und F ij = −(∂iA
j − ∂jA

i) = −εijkB
k kann

der Feldstärketensor geschrieben werden als

Fµν =

0

B
B
@

0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

1

C
C
A

(16.13)

(ii) Die Matrixdarstellung des zu Fµν dualen Tensors F ∗µν = 1
2
εµν̺λF̺λ kann gewonnen werden,

indem man in den Einträgen die Ersetzungen E → B und B → −E durchführt.
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16 Relativität und Elektrodynamik

16.2 Ladungserhaltung und Eichinvarianz

Definition 16.3 (Viererstromdichte).
Auch die Strom- und Ladungsdichte des dreidimensionalen Raums kann in einen Vierervek-Def.:

Viererstromdichte tor geschrieben werden:

jµ := ̺
dxµ

dt
= (c ̺, j) (16.14)

Satz 16.1
Die Viererstromdichte ist ein Lorentzvektor (Vierervektor).

Beweis: Wegen dq = ̺ dV gilt

dq dxµ = ̺dxµdV = ̺
dxµ

dt
dV dt = jµ dΩ

�

Da dΩ ein Skalar und dxµ ein Lorentzvektor ist, muss jµ ebenfalls ein Lorentzvektor sein.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir bereits festgestellt, dass die Elektrodynamik
eine Eichtheorie ist, d.h. die Grundgleichungen sind invariant unter Eichtransformationen
der Potentiale Aµ → Aµ−∂µχ. Wir werden gleich sehen, dass diese Eigenschaft zur Ladungs-
bzw. Stromerhaltung führt, also zur Kontinuitätsgleichung. Der Wechselwirkungsterm der
Wirkung aus Gl. (16.1) lässt sich mit der Viererstromdichte jµ schreiben als

Smf = −q
c

∫

Aµ dx
µ = −1

c

∫

Aµ̺ dx
µ dV = − 1

c2

∫

Aµj
µdΩ

Unter Eichtransformation erhält man

Smf [Aµ − ∂µχ] = Smf +

∫

(∂µχ) jµ dΩ = Smf +

∮

∂Ω

χ jµ dSµ −
∫

χ∂µj
µ dΩ,

was man mit dem verallgemeinerten Satz von Gauß aus Gl. (14.24) sieht. Unter Variation
verschwindet das Integral über den Rand des vierdimensionalen Volumens. Die ForderungKontinuitäts-

gleichung als Folge

der Eichinvarianz

nach Eichinvarianz verlangt also das verschwinden des letzten Terms, was gleichbedeutend
ist mit der Kontinuitätsgleichung

∂µj
µ = 0 (16.15)

Satz 16.2 (Kovarianz der Kontinuitätsgleichung)
Die Kontinuitätsgleichung ∂µj

µ = 0 ist invariant unter Lorentz-Transformationen:

∂′µj
′µ = ∂µj

µ = 0 (16.16)

Beweis: Es gilt

∂′µj
′µ = Λ ν

µ ∂νΛ
µ
̺j

̺ = δν
̺∂νj

̺ = ∂νj
ν = 0 �
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16 Relativität und Elektrodynamik

16.3 Die Maxwell-Gleichungen

Wir wollen im Folgenden die Maxwell-Gleichungen (2.1) − (2.4) nicht nur in vierdimensio-
nale Notation umschreiben, sondern diese aus den in diesem Kapitel gewonnenen Zusam-
menhängen herleiten.

16.3.1 Die homogenen Feldgleichungen

Aus der Definition des Feldstärketensors Fµν folgt sofort die Gleichung

∂̺Fµν + ∂νF̺µ + ∂µFν̺ = 0 (16.17)

Da diese Summanden durch gerade Permutationen ihrer Indizes auseinander hervorgehen
können wir die Gleichung umschreiben zu

eλµν̺ ∂µFν̺ = 0

Dabei wird deutlich, dass es sich hierbei um vier unabhängige Gleichungen handelt. Die
linke Seite entspricht bis auf einen konstanten Faktor gerade einer Ableitung des dua-
len Feldstärketensor F ∗λµ, womit wir schließlich eine sehr kompakte Form der homogenenHomogene

Maxwell-

Gleichungen

Maxwell-Gleichungen gefunden haben:

∂µF
∗λµ = 0 (16.18)

Bemerkung 16.3
Dass diese Gleichung tatsächlich äquivalent zu den beiden homogenen Maxwell-Gleichungen (2.3)
und (2.4) ist, sieht man durch Einsetzen verschiedener Werte für λ. λ = 0 führt zu

−∂1B
1 − ∂2B

2 − ∂3B
3 = −divB = 0

und λ = 1 zu

1

c
∂tB

1 + ∂2E
3 − ∂3E

2 =

„
1

c
∂tB + rot E

«

1

= 0

16.3.2 Die inhomogenen Feldgleichungen

Die bisher gefundenen homogenen Feldgleichungen beschreiben die elektromagnetischen Fel-
der noch nicht vollständig, wie man schon daran erkennt, dass sie im Gegensatz zum ma-
gnetischen Feld keine Zeitableitungen des elektrischen Felds enthalten.

Bisher haben wir nur das Wirkungsfunktional der vorhandenen Teilchen Sm und der Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen und dem Feld Smf benötigt, da beim Aufstellen der Be-
wegungsgleichung das Feld als bereits bekannt angenommen wurde. Es existiert aber auch
eine Wirkung des Felds ohne anwesende Teilchen, die wir mit Sf bezeichnen wollen.

S = Sf + Sm + Smf = Sf −
∑

mc

∫

ds−
∑ q

c

∫

Aµdx
µ (16.19)
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16 Relativität und Elektrodynamik

Die Summenzeichen sollen darauf hinweisen, dass wir nun von beliebigen Ladungen ausgehen
(die als Summe von Elementarladungen beschrieben werden können). Um Sf zu bestimmen,
stellen wir folgende Überlegungen an:

• Das elektromagnetische Feld kann superponiert werden, was durch zahlreiche Experi-Bedingungen an die

Wirkung des Felds mente belegt wird. Die Feldgleichungen müssen deshalb linear in Fµν sein. Bei der Auf-
stellung von Gleichungen mittels Variation wird die zu bestimmende Größe, bezüglich
deren Auftreten unter dem Integral im Wirkungsfunktional, um einen Grad verringert.
Wir benötigen hier also einen Integranden, der quadratisch in Fµν ist.

• Bei der Variation, die zu den noch fehlenen Feldgleichungen führen soll, müssen die
Potentiale Aµ die Rolle von Koordinaten einnehmen, da diese die einzigen veränderba-
ren Parameter sind, wenn nur die Eigenschaften der Felder ohne Teilchen interessieren.
Die Lagrangefunktion darf i.A. nur von den Koordinaten – also den Potentialen – und
deren ersten Zeitableitungen abhängen. Damit dürfen keine Ableitungen von Fµν in
der Wirkung Sf auftreten.

• Die Wirkung muss als kovariante Größe ein Skalar sein, womit auch der Integrand des
Wirkungsfunktionals nur ein Skalar sein kann.

Die einzige Möglichkeit für Sf um diese Bedingungen zu erfüllen ist gegeben durch

Sf = β

∫

FµνF
µν dΩ

mit einer Konstanten β, die von den gewählten Einheiten des Felds abhängt. Im Gaußschen
Einheitensystem wird β zu −1/(16πc) (das negative Vorzeichen wird benötigt, um bei der
Variation ein Minimum zu finden). Wir erhalten also

Sf = − 1

16πc

∫

FµνF
µν dΩ (16.20)

Die benötigte Wirkung lautet folglichVollständige

Wirkung

S = −
∑

mc

∫

ds− 1

16πc

∫

FµνF
µν dΩ − 1

c2

∫

Aµj
µdΩ (16.21)

Wie bereits angemerkt, erhalten wir eine weitere Feldgleichung, wenn wir in diesem Wir-
kungsfunktional die Potentiale variieren, während die Teilchenbewegung als bekannt ange-
nommen wird. Deshalb verschwindet der erste Summand in (16.21):

δS = −
∫ [

1

16πc
(FµνδFµν + FµνδF

µν) +
1

c2
jµδAµ

]

dΩ

= −
∫ [

1

8πc
FµνδFµν +

1

c

2

jµδAµ

]

dΩ

= −
∫ [

1

8πc
Fµν∂µ(δAν) − 1

8πc
Fµν∂ν(δAµ) +

1

c2
jµ(δAµ)

]

dΩ

= −
∫ [

− 1

4πc
Fµν∂ν(δAµ) +

1

c2
jµ(δAµ)

]

dΩ
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16 Relativität und Elektrodynamik

Mit partieller Integration im ersten Summand ergibt sich

−
∫ (

1

4πc
∂νF

µν +
1

c2
jµ

)

δAµ dΩ = 0 ,

womit wir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen entwickelt haben:Inhomogene

Feldgleichungen

∂νF
µν = −4π

c
jµ (16.22)

16.3.3 Die Kovarianz der Maxwellgleichungen

Da die Maxwell-Gleichungen die Form von Lorentz-Tensorgleichungen (TensorgleichungenKovarianz der

Maxwell-

Gleichungen

mit Lorentz-Tensoren) annehmen, sind diese invariant unter Lorentz-Transformationen. Dies
kann man leicht überprüfen:

• 0 = ∂′µF
′∗λµ = Λ γ

µ Λ
µ
βΛ

λ
α∂γF

∗αβ = Λλ
α∂βF

∗αβ ⇔ ∂βF
∗αβ = 0

• ∂′νF
′µν = −4π

c
j′µ ⇔ Λµ

β∂γF
βγ = −4π

c
Λµ

κj
κ

⇔ Λ ω
µ Λµ

β∂γF
βγ = −4π

c
δω
κ j

κ ⇔ ∂γF
ωγ = −4π

c
jω

Die Feldgleichungen der Elektrodynamik haben also in allen Inertialsystemen die gleiche
Form (Folge des Relativitätsprinzips).

16.4 Lorentz-Transformation der Feldstärken

Aus dem Transformationsverhalten des Feldstärketensors unter einer bestimmten Lorentz-
Transformation können wir explizite Gleichungen für die transformierten elektrischen und
magnetischen Felder angeben. Dafür schreiben wir zunächst

F ′µ
ν = ηνωF

′µω = ηνωΛ
µ
λΛ

ω
̺F

λ̺ = Λµ
λΛν̺F

λ̺ = Λµ
λF

λ
̺Λ

̺
ν = Λµ

λF
λ
̺(ηΛ

T η)̺
ν

Nun können wir mittels Matrixmultiplikation und da wegen (14.11)Transformierter

Feldstärketensor

(ηΛT η)̺
ν =







γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







gilt, den transformierten Feldstärketensor berechnen. Das Ergebnis (für die unabhängigen
Einträge) lautet

F ′µ
ν =







0 E1 γE2 − γβB3 γE3 + γβB2

0 −γβE2 + γB3 −γβE3 − γB2

0 B1

0







(16.23)
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16 Relativität und Elektrodynamik

Somit erhalten wir die Transformationen

E′1 = E1, E′2 = γ(E2 − βB3), E′3 = γ(E3 + βB2) (16.24)

B′1 = B1, B′2 = γ(B2 + βE3), B′3 = γ(B3 − βE2) (16.25)

Mit β := (β, 0, 0) ergibt sich die kompakte FormTransformation der

Feldstärken

E′
‖ = E‖, E′

⊥ = γ(E + β × B)⊥ (16.26)

B′
‖ = B‖, B′

⊥ = γ(B − β × E)⊥ (16.27)

Bemerkung 16.4 (Inverse Transformation)
Da die Inertialsysteme gleichberechtigt sind, erhalten wir die inverse Transformation, indem wir β
durch −β ersetzen.

Beispiel 16.1 (Das Feld einer gleichförmig bewegten Punktladung)
Wir betrachten das Feld der (in S) bewegten Ladung zunächst aus deren Ruhesystem S′,
das zum Zeitpunkt t = 0 = t′ mit S zusammenfällt. In S′ gilt

E′ =
q

r′3
x′ und B′ = 0,

falls wir die Ladung in den Ursprung von S′ setzen. Um die Felder mittels Koordinaten aus
S ausdrücken zu können, benötigen wir die Lorentz-Transformation der S′-Koordinaten.
Um die Gleichungen möglichst einfach zu halten wollen wir das Feld im Punkt P mit den
Koordinaten (0, a, 0) in S berechnen. Dafür erhalten wir die Lorentz-Transformationen

x′1 = −γvt, x′2 = x2 = a, x′3 = x3 = 0

Nun können wir die oben gewonnenen Transformationsgleichungen anwenden:

E1 = E′1 = q
x′1

r′3
=

−qγvt
(γ2v2t2 + a2)3/2

E2 = γE′2 =
qγa

(γ2v2t2 + a2)3/2

E3 = γE′3 = γ
qx′3

r′3
= 0

B1 = B′1 = 0

B2 = γ(B′2 − βE′3) = 0

B3 = γβE′2 = βE2 =
qγβa

(γ2v2t2 + a2)3/2

Wir können diese Gleichungen in eine kompaktere Form bringen indem wir weitere Va-
riablen einführen: Abstand von P und Punktladung r := |r(t)| =

√

v2t2 + a2), Winkel ψ
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16 Relativität und Elektrodynamik

zwischen x′-Achse und r = (−vt, a, 0). Damit ist sinψ = a/d, womit wir den Nenner aus
obigen Transformationen schreiben können als

a2 + γ2v2t2 = a2 + γ2(r2 − a2) = γ2r2
(

1 − γ2 − 1

γ2

a2

r2

)

= γ2r2(1 − β2 sin2 ψ)

Wir finden schließlich

E =
qr

γ2r3(1 − β2 sin2 ψ)3/2
(16.28)

Bemerkungen 16.5
(i) Das gefundene elektrische Feld einer bewegten Punktladung ist zwar radial, aber nicht iso-

trop.

(ii) Es ist

|E| =


γ q

r2 für ψ = π
2
, 3π

2
1

γ2
q
r2 für ψ = 0, π

In der y-z-Ebene ist dieses Feld also größer als das einer ruhenden Punktladung, während
es entlang der Bewegungsrichtung kleiner ist.

Für das magnetische Feld können wir schreiben

B = βE2êz = β × E

(
v≪c≈ q

v × r

r3

)

(16.29)

16.5 Invarianten

Aus dem Feldstärketensor Fµν können wir nützliche kovariante2 Größen gewinnen:

FµνF
µν = 2(B2 − E2) (Skalar) (16.30)

F ∗µνFµν = −4E · B (Pseudoskalar) (16.31)

2Pseudoskalare sind nur kovariant unter eigentlichen Lorentz-Transformationen: Transformationen mit
detΛ = +1.
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Elektromagnetische Wellen
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Kapitel 17

Ebene Wellen

17.1 Die Wellengleichung

Die Maxwellgleichungen in Materie (5.6) - (5.9) lauten für lineare Medien,

D = εE, B = µH , (17.1)

wenn keine freien Ladungen und Ströme vorhanden sind:

div E = 0 (17.2)

rotB − µε

c
∂tE = 0 (17.3)

rotE +
1

c
∂tB = 0 (17.4)

div B = 0 (17.5)

Durch Bildung der Rotation der zweiten und dritten Gleichung können die elektromagneti-
schen Wellengleichungen abgeleitet werden:Wellengleichungen

der Elektrodynamik
(µε

c2
∂2

t −△
)

E = 0 (17.6)
(µε

c2
∂2

t −△
)

B = 0 (17.7)

Lösungen dieser Gleichungen sind Wellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

v =
c√
µε

=
c

n
, (17.8)

wobei n :=
√
µε als Brechungsindex bezeichnet wird.
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17 Ebene Wellen

17.2 Monochromatische ebene Wellen

Die Felder

E(x, t) = E0 e
i(k·x−ωt), B(x, t) = B0 e

i(k·x−ωt) (17.9)

sind Lösungen der obigen Wellengleichungen. Sie werden ebene Wellen genannt, da die
Bereiche konstanter Phase Ebenen bilden. Mithilfe der Wellen- und Maxwell-Gleichungen
erhalten wir einige Eigenschaften dieser Wellen:

• Die Parameter ω und k := |k| der Ebenen Wellen sind nicht unabhängig voneinander,
sondern durch die sog. Dispersionsrelation miteinander verknüpft. Sie ergibt sich aus
den Wellengleichungen:Dispersionsrelation

1

v2
ω2 − k2 = 0, ⇒ c

n
=
ω

k
(17.10)

• Aus div E = divB = 0 folgtGeometrische Lage

von E0,B0 und k

k · E0 = k · B0 = 0. (17.11)

Die Feldamplituden stehen also beide senkrecht zu k. Solche Wellen nennt man trans-
versal.

• Aus der dritten Maxwell-Gleichung folgt ik × E0 = iω
c B0, also sind auch das magne-Beziehung zwischen

E0 und B0 tische und elektrische Feld nicht unabhängig voneinander:

B0 = nk̂ × E0, und B0 = nE0 (17.12)

Insgesamt finden wir damit, dass E0, B0 und k ein rechtshändiges Orthogonalsystem
bilden.

17.3 Energiedichte und Intensität

Oben haben wir die ebenen Wellen in komplexer Schreibweise notiert. Wenn wir physikali-
sche Größen, wie die Intensität der Welle bestimmen wollen, müssen wir die physikalische
Realisierung dieser Lösungen verwenden, d.h. nur Real- oder nur Imaginärteil. Sei E0 und
B0 reell, dann sind durch

E(x, t) = E0 cos(k · x − ωt), B(x, t) = B0 cos(k · x − ωt)

ebene Wellen definiert. Die Energiedichte des elektromagnetischen Felds im Medium ist
gegeben durch

W =
1

8π
(E · D + H · B) =

1

8π

(

εE2 +
1

µ
B2

)

(17.13)
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17 Ebene Wellen

Hier erhalten wir wegen n2/µ = ε die zeit- und ortsabhängige EnergiedichteEnergiedichte einer

ebenen Welle

W =
ε

4π
E2

0 cos2(k · x − ωt)

Der Poynting-Vektor (Energiestromdichte) ist gegeben durchEnergiestromdichte

einer EM-Welle

S =
c

4πµ
E × B =

c

4πµ
n k̂E2

0 cos2(k · x − ωt) =
c

n
k̂W (17.14)

Definition 17.1 (Intensität).
Die Intensität einer elektromagnetischen Welle wird definiert als zeitliches Mittel der LängeDef.: Intensität

des Poynting-Vektors:

I := |〈S〉| = v 〈W 〉 = v
ε

8π
|E0|2 (17.15)

17.4 Polarisation

17.4.1 Basis der Linearen Polarisation

Sei {ê1, ê2, ê3 = k̂} ein Orthonormalsystem. Allgemein lässt sich die Welle aus (17.9) mitStandardbasis für

Lineare Polarisation E1, E2 ∈ C schreiben als

E(x, t) = (E1ê1 + E2ê2) e
i(k·x−ωt) (17.16)

Die Polarisation der Welle wird dann durch Wahl der komplexen Koeffizienten E1 und E2

festgelegt:

(i) Lineare Polarisation: E1 = E0e
iδ, E2 = 0

ℜ(E) = ê1E0 cos(k · x − ωt+ δ)

(ii) Zirkulare Poloarisation: E1 = E0, E2 = iE0

ℜ(E) = E0ê1 cos(k · x − ωt) − E0ê2 sin(k · x − ωt)

17.4.2 Basis der zirkularen Polarisation

Wählt man eine andere Basis
{

ê± := 1√
2
(ê1 ± iê2)

}

und schreibtBasis für zirkulare

Polarisation

E(x, t) = (E+ê+ + E−ê−)ei(k·x−ωt) (17.17)

mit E± = 1√
2
(E1 ∓ iE2), so erhält man
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17 Ebene Wellen

(i) Lineare Polarisation: bei E−/E+ = ±1

(ii) Zirkulare Polarisation: bei E− = 0 oder E+ = 0.

(iii) Elliptische Polarisation: bei E−/E+ = reiα.

Dabei ergibt sich ein Halbachsenverhältnis von
∣
∣
∣
1−r
1+r

∣
∣
∣.

17.5 Allgemeine ebene Welle

Satz 17.1
Allgemein ist jeden Funktion u(x, t), die aus zwei Funktionen f und g mittelsAllgemeine ebene

Welle

u(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt) (17.18)

gebildet wird, eine Lösung der Wellengleichung.

Beweis: Eine monochromatische Lösung der eindimensionalen Wellengleichung ist gegeben durch

Aeik(x−vt) + Be−ik(x+vt)

Aufgrund der Linearität der Wellengleichung ist

u(x, t) =

Z h

A(k)eik(x−vt +B(k)e−ik(x+vt)
i dk

2π

ebenfalls eine Lösung. Dieser Ausdruck kann aber als Fouriertransformation zweier Funktionen aufge-
fasst werden:

u(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt) �
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Kapitel 18

Elektromagnetische Wellen an
Grenzflächen

18.1 Reflexion und Brechung

Trifft eine elektromagnetische Welle auf eine Grenzfläche (diese sei in der x-y-Ebene) zweier
Medien mit Brechungsindizes ne und nt, so kommt es zu Reflexion und Brechung. Dafür
betrachten wir die drei Wellen1

Ee = Ee0 e
i(ke·x−ωet)

Et = Et0 e
i(kt·x−ωtt)

Er = Er0 e
i(kr ·x−ωrt)

An der Grenzfläche ist die Parallelkomponente des elektrischen Felds stetig. Setzen wir den
Ursprung in die Grenzfläche und sei durch xG = (x, y, 0) ein beliebiger Punkt der Grenzfläche
gegeben, so muss gelten

E‖
e + E‖

r = E
‖
t ⇔ E

‖
e0 e

i(ke·xG−ωet) + E
‖
r0 e

i(kr ·xG−ωrt) = E
‖
t0 e

i(kt·xG−ωtt)

Diese Relation ist für alle Zeiten nur dann erfüllbar, fallsGleiche Frequenzen

beim Übergang

ωe = ωt = ωr := ω (18.1)

Wegen ω/k = c/n ergibt sich damit

ke = kr =
ω

c
ne , kt =

ω

c
nt (18.2)

Außerdem muss gelten

ke · xG = kr · xG = kt · xG (18.3)

1Die Indizes stehen für einfallend (e), gebrochen/transmittiert (t) und reflektiert (r).
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflächen

Die x- und y- Komponenten von ke, kr und kt sind somit identisch, d.h. die Wellenvektoren
befinden sich in einer Ebene (z.B. in der x-z-Ebene). Ist α der Einfallswinkel, gemessen zum
Lot der Grenzfläche, so können wir diesen Zusammenhang auch schreiben als

ke sinαe = kr sinαr = kt sinαe

Wegen ke = kr ergibt sich das ReflexionsgesetzReflexionsgesetz

αe = αr (18.4)

und wegen ke/kt = ne/nt erhalten wir das BrechungsgesetzBrechungsgesetz

ne sinαe = nt sinαt (18.5)

18.2 Die Fresnelschen Formeln

Mithilfe der Stetigkeits- und Sprungbedingungen des elektromagnetischen Felds an Grenz-
flächen können wir Gleichungen ableiten, welche die Feldstärken von reflektierter und ge-
brochener Welle mit der einfallenden in Beziehung setzen, die Fresnelschen Formeln.

Dazu unterscheiden wir zwei Fälle:

Fall 1 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E ⊥ Einfallsebene (hier: x-z-Ebene).

Fall 2 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E ‖ Einfallsebene.

Wir wollen uns hier mit der genaueren Behandlung auf Fall 1 beschränken. Wenden wir dieAnwendung der

Randbedingungen

(Fall 1)

in Abschnitt 5.4 hergeleiteten Stetigkeits- und Sprungbedingungen auf die ebenen Wellen
aus Fall 1 an:

• Die Komponente des elektrischen Felds parallel zur Grenzfläche (hier: x-y-Ebene) ist
stetig. Mit E0 = E0êy gilt dann

Ee0 + Er0 = Et0 (18.6)

• Die Komponente des Magnetfelds parallel zur Grenzfläche genügt der Sprungbedin-

gung B
‖
1/µ1 = B

‖
2/µ2.

Da E0, B0 und k ein Orthogonalsystem bilden, liegt B0 in Fall 1 ganz in der Ein-
fallsebene. Die Komponente parallel zur Grenzfläche ist dann durch die Projektion
B‖ = B0 cosα mit dem Einfallswinkel α gegeben. Wegen B0 = nE0 ergibt sich

1

µe
neEe0 cosα− 1

µe
neEr0 cosα =

1

µt
ntEt0 cosαt (18.7)

T3: Elektrodynamik 83 Sebastian Gottwald (LMU)



18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflächen

Daraus2 erhalten wir die Fresnelschen Formeln:Fresnelsche Formeln

(Fall 1)
Et0

Ee0
=

2ne cosα

ne cosα+ µe

µt

√

n2
t − n2

e sin2 α
(18.8)

Er0

Ee0
=

ne cosα− µe

µt

√

n2
t − n2

e sin2 α

n cosα+ µe

µt

√

n2
t − n2

e sin2 α
(18.9)

Für Fall 2 geben wir nur das Ergebnis an:Fresnelsche Formeln

Fall 2)

Et0

Ee0
=

2nent cosα

µe

µt
n2

t cosα+ ne

√

n2
t − n2

e sin2 α
(18.10)

Er0

Ee0
=

µe

µt
n2

t cosα− ne

√

n2
t − n2

e sin2 α

µe

µt
n2

t cosα+ ne

√

n2
t − n2

e sin2 α
(18.11)

Bemerkungen 18.1

(i) Für den speziellen Fall senkrechten Einfalls und unter der Annahme µe ≈ µt (im optischenSenkrechter Einfall

Bereich oft erfüllt) vereinfachen sich die Formeln zu

Et0

Ee0
=

2ne

ne + nt
,
Er0

Ee0
=
ne − nt

ne + nt
(18.12)

(ii) Bei Reflexion am dichteren Medium (nt > ne) istPhasensprung

Er0

Ee0
< 0 (18.13)

Das bedeutet, es gibt einen Phasensprung von E um π bei Reflexion am optisch dichteren
Medium.

(iii) Für sehr flachen Einfall α→ π
2

und nt > ne gilt

Et0 → 0 ,

˛
˛
˛
˛

Er0

Ee0

˛
˛
˛
˛ → 1 (18.14)

18.3 Anwendungen der Fresnelschen Formeln

18.3.1 Intensitäten

Die an der Grenzfläche ankommende Intensität wird durch größere Einfallswinkel abge-
schwächt gemäß

I(α) =
c

8π

ε

n
E2

0 cosα (18.15)

2Die anderen beiden Randbedingungen führen auf keine neuen Beziehungen.
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflächen

Definition 18.1 (Transmissions- und Reflexionsgrad).
Der Transmissionsgrad ist definiert durch den QuotientDef.:

Transmissions- und

Reflexionsgrad
T :=

It
Ie

=
εt/nt cosαt

εe/ne cosα

(
Et0

Ee0

)2

, (18.16)

analog der Reflexionsgrad

R :=
Ir
Ie

=

(
Er0

Ee0

)2

(18.17)

Ist E senkrecht zur Einfallsebene polarisiert (Fall 1), so ergbit sich beispielsweise

T =
4 µe

µt
nent cos α cos αt

(ne cos α+ µe
µt

nt cos αt)2

R =
(ne cos α−µe

µt
nt cos αt)

2

(ne cos α+ µe
µt

nt cos αt)2







R+ T = 1

18.3.2 Brewsterwinkel

Sei µ/µt = 1. Für die Polarisationsrichtung des elektrischen Felds parallel zur Einfallsebene
(Fall 2) ist Er0 = 0, falls

nt cosα = ne cosαt

Da immer ne sinα = nt sinαt gilt, erhalten wir für den Winkel unter dem es keine parallel
zur Einfallsebene polarisierte Reflexion gibt, den sog. Brewsterwinkel :Brewsterwinkel

αB = arctan
nt

ne
(18.18)

18.4 Totalreflexion

Betrachten wir den Fall ne > nt, dann gilt nach dem BrechungsgesetzTotalreflexion

sinαt

sinα
=
ne

nt
> 1

Fällt die elektromagnetisch Welle nun unter einem Winkel α0 mit sinα0 = nt

ne
ein, so wäre

bei Brechung sinαt > 1, was niemals erfüllt ist. Das bedeutet, für α ≥ α0 wird die gesamte
Welle reflektiert.

Im Falle von Totalreflexion ist nun

cosαt =

√

1 − n2
e

n2
t

sin2 α =

√

1 − sin2 α

sin2 α0

= i

√

sin2 α

sin2 α0

− 1 =: iC
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflächen

und wegen kt · x = kt(x sinαt + z cosαt) gilt für die transmittierte WelleEvaneszente Welle

Et ∝ eikt·x ∝ eiktz cos αt = e−ktCz (18.19)

Die transmittierte Welle fällt bei Totalreflexion also exponentiell ab.
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Kapitel 19

Elektromagnetische Wellen in
leitenden Medien

In ohmschen Leitern gilt die konstituierende Gleichung (KG) jf = κE. Die Maxwellglei-
chungen in Materie (hier D ersetzt durch εE und H durch B/µ) nehmen damit die Form
an

div E =
4π

ε
̺f (19.1)

rotB − µε

c
∂tE =

4π

c
µκE (19.2)

rotE +
1

c
∂tB = 0 (19.3)

div B = 0 (19.4)

19.1 Ladungsverteilung in leitenden Medien

Mit der KG für ohmsche Leiter erhalten wir aus der Kontinuitätsgleichung eine Differential-
gleichung für ̺f

∂t̺f = −div jf = −κdivE = − 4πκ

ε
︸︷︷︸

=:1/τ

̺f

mit der LösungLadungsverteilung

in leitenden Medien

̺f (t,x) = e−t/τ̺f (0,x) (19.5)

Nach einer Zeit t≫ τ verschwindet damit eine vorher vorhandene Ladungsverteilung.
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19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

19.2 Wellengleichung und Dispersionsrelation

Mit ̺f = 0, (19.1), ∂t(19.2), rot (19.3) und (19.4) erhalten wir die beiden Wellengleichungen
Wellengleichungen

in leitenden Medien
(µε

c2
∂2

t −△
)

E = −4π

c2
µκ ∂tE, (19.6)

(µε

c2
∂2

t −△
)

B = −4π

c2
µκ ∂tB, (19.7)

für deren Lösung wir wieder monochromatische ebene Wellen ansetzen können:

E(x, t) = E0e
i(k̃z−ωt), B(x, t) = B0e

i(k̃z−ωt) (19.8)

Eingesetzt in die Wellengleichungen ergibt sich die Beziehung

−µε
c2
ω2 + k̃2 =

4π

c2
µκ iω ⇔ k̃2 =

n2

c2
(
ω2 + i4πκω

)

Mit τ = ε/(4πκ) und v = c/n können wir die Dispersionsrelation in leitenden MedienDispersionsrelation

aufschreiben

k̃ =
1

v

√

ω2 + i
ω

τ
=: k + iq (19.9)

Aufgelöst nach k und q erhalten wir1

k
q

}

=
ω√
2v

(√

1 +
1

(ωτ)2

{
+
−

}

1

) 1
2

(19.10)

Für die Wellenlösungen ergibt sich eine exponentiell abfallende Amplitude:Exponentiell

abfallende

Amplituden

(Skineffekt)

E = E0e
−qzei(kz−ωt), B = B0e

−qzei(kz−ωt) (19.11)

Bemerkungen 19.1
(i) Als Eindringtiefe d bezeichnet man die Weglänge z, nach der nur noch 1/e der ursprünglichen

Amplitude vorhanden ist: d = 1
q
.

(ii) Die Größenordnung von ωτ legt den Real- und Imaginärteil von k̃ fest:

• ωτ ≫ 1: k ≈ ω
v
, q ≈ 1

2vτ
, d ≈ 2vτ

(Dies entspricht also einem schlechten Leiter. Im Extremfall von τ → ∞ erhalten wir
einen Nichtleiter mit q = 0.

• ωτ ≪ 1: k ≈ q ≈ 1
v

p
ω
2τ

Diese Eigenschaft haben gute Leiter. Für τ → 0 ergibt sich ein idealer Leiter mit d→ 0
und E = 0 im Leiter (totale Abschirmung).

1Kann man leicht überprüfen, indem man das Betragsquadrat |k̃|2 = k2 + q2 berechnet.
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19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

(iii) Wie man aus den Maxwellgleichungen ableiten kann, bilden die Vektoren E,B, k̃ weiterhin
ein Orthogonalsystem. Aus (19.3) folgt k̃ × E = ω

c
B und daraus

B0 =
c

ω
k̃E0 (19.12)

Für k̃ können wir |k̃|eiα mit α = arctan q
k

schreiben. Damit ist klar, dass E und B nicht mehr
in Phase sind:

B0e
−iωt =

c

ω
|k̃|E0e

−i(ωt−α) (19.13)
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Kapitel 20

Dispersion

20.1 Klassisches Oszillatormodell

Mit einem Oszillatormodell für lineare Medien können wir eine Theorie für ε entwickeln.Elektronen des

Mediums als

schwingende Dipole

Dabei betrachtet man die gebundenen Elektronen als Oszillatoren, die vom elektromagneti-
schen Feld zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden, gemäß der Bewegungsgleichung

m(ẍ + γẋ + ω2
0x) = eE(t)

mit E(t) = E0e
iωt am Ort des entsprechenden Elektrons. Mit dem Ansatz x(t) = x0e

−iωt

erhalten wir für die Auslenkung x0 die Beziehung

x0 =
e/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E0

Einem schwingenden Elektron kann ein (zeitlich veränderliches) elektrisches Dipolmoment
zugeordnet werden:

p(t) = ex(t) =
e2/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E(t)

Die Elektronen der Moleküle des Mediums sind i.A. unterschiedlich stark gebunden. Von
den Z Elektronen eines Moleküls gebe es deshalb fl Elektronen mit der Resonanzfrequenz
ωl und Dämpfung γl. Diesen Elektronen wird somit des Dipolmoment

pl(t) =
e2/m

ω2
l − ω2 − iγlω

E(t) (20.1)

zugeordnet. Mit der Moleküldichte N ist die Polarisierungsdichte P gegeben durchVerbindung zum

makroskopischen

Modell
P =

∑

i pi

V
= N

∑

l

fl pl(t) ≡ χE(t),
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20 Dispersion

womit der Zusammenhang zur Suszeptibilität und damit zu ε = 1 + 4πχ hergestellt ist:Drude-Formel

ε(ω) = 1 +
4πNe2

m

∑

l

fl

ω2
l − ω2 − iγlω

(20.2)

Bemerkungen 20.1
(i) Die quantenmechanische Behandlung der Wechselwirkung von Materie mit elektromagneti-

schen Wellen liefert dieselbe Formel (bei geeigneter Definition von fl, ωl und γl).

(ii) Die Wellengleichung in linearen Medien
„

1

v2
∂2

t −△
«

E =

„
ε(ω)

c2
∂2

t −△
«

E = 0

wird durch ebene Wellen E(x, t) = E0e
i(k̃z−ωt) gelöst, mit k̃ = ω

c

p
ε(ω). Da ε(ω) ∈ C, können

wir wieder k̃ = k + iq mit k, q ∈ R setzen:

E = E0 e
−qz ei(kz−ωt)

Hier definiert man dann den Absorptionskoeffizient über die verlorene Intensität gemäß

2q = 2
ω

c
ℑ

“p

ε(ω)
”

Außerdem kann man den Brechungsindex n über v = c/n definieren, womit manBrechungsindex

n(ω) =
c

v(ω)
=
c k(ω)

ω
=
c

ω
ℜ(k̃(ω)) = ℜ

“p

ε(ω)
”

(20.3)

erhält.

(iii) Für ε(ω) ≈ 1 lässt sich
p
ε(ω) in

p

ε(ω) ≈ 1 +
2πNe2

m

X

l

fl

ω2
l − ω2 − iγlω

= 1 +
2πNe2

m

X

l

fl
ω2

l − ω2 + iγlω

(ω2
l − ω2)2 + γ2

l ω
2

entwickeln.

• Im Allgemeinen ist γl ≪ ωl, womit der Realteil von
√
ε außerhalb des Bereichs um die

Resonanzfrequenzen ωl gegenüber dem Imaginärteil dominiert. Hier gilt die Abschätzung

n(ω) ≈ 1 +
2πNe2

m

X

l

fl

ω2
l − ω2

• Für ω < ωl ist n(ω) > 1. Im Bereich, in dem ∂ωn(ω) > 0 spricht man von normaler
Dispersion.

• Für ω ≈ ωl tritt Resonanzabsorption auf, da der Imaginärteil von
p
ε(ω) groß wird. In

diesem Bereich ist ∂ωn(ω) < 0, hier spricht man von anomaler Dispersion.
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20 Dispersion

20.2 Niederfrequenzlimes

Gibt es innerhalb eines Mediums freie Elektronen, d.h. gibt es ein l mit ωl = 0 (dies soll hierMedium mit freien

Elektronen für l = 0 gelten), dann können wir für die Dielektrizitätszahl schreiben1

ε(ω) = 1 +
4πNe2

m

∑

l 6=0

fl

ω2
l − ω2 − iγlω

+ i
4πNe2f0

mω(γ0 − iω)

Schickt man nun elektromagnetische Wellen mit sehr kleiner Frequenz (ω → 0) durch das
betrachtete Medium, so bleiben die ersten beiden Summanden von ε(ω) endlich und werden
näherungsweise reell, wohingegen der letzte Summand (ins Imaginäre) divergiert.

Setzen wir nun

ε(ω) = εr(ω) + i
4πκ(ω)

ω
, mit κ(ω) =

Ne2f0
m(γ0 − iω)

und betrachten die Maxwellgleichung (in Materie mit µ = 1) rotB − ε(ω)
c ∂tE = 4π

c jf mit
dem zeitabhängigen Feld E = E0e

−iωt:

rotB + i
ω ε(ω)

c
E =

4π

c
jf ⇔ rotB + i

ω εr(ω)

c
E =

4π

c
(jf + κ(ω)E)

Das heißt, wir können für niedere Frequenzen ω die Maxwellgleichung mit ε = εr(ω) ver-Interne Stromdichte

wenden, wenn wir zusätzlich eine interne Stromdichte freier Ladungen jf,i einführen und zu
jf =: jf,e hinzuzählen:

j′
f = jf,e + κ(ω)E = jf,e + jf,i (20.4)

Dies entspricht der bereits früher eingeführten KG für Ohmsche Leiter.

Bemerkung 20.2
Für ω → 0 setzen wir außerdem

ε(ω → 0) = εr(0) + i
4πκ(0)

ω
=: ε+ i

4πκ

ω

mit ε, κ ∈ R.

Die Wellengleichung in linearen Medien hat ebene Wellen als Lösung mit k̃ = ω
c

p
ε(ω). Für geringe

Frequenzen ergibt sich

k̃ =
ω

c

r

ε+ i
4πκ

ω
=

√
ǫ

c

r

ω2 + i
4πκ

ε
ω =

1

v

r

ω2 + i
ω

τ

mit τ = ε/(4πκ) und v = c/
√
ε. Dies entspricht der Dispersionsrelation in leitenden Medien (19.9).

1Die Zahl f0 der Elektronen mit ω0 = 0 pro Molekül verschwindet für Isolatoren und nimmt einen Wert
ungleich null für Metalle an.
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20 Dispersion

20.3 Hochfrequenzlimes

Für große Frequenzen ω ≫ ωl ∀l ist

ε(ω) ≈ 1 −
ω2

p

ω2
, mit ω2

p =
4πNZe2

m
(ωp: Plasmafrequenz) (20.5)

Damit ergibt sich für die DispersionsrelationDispersion für

große Frequenzen

k̃2 =
ω2

c2
ε(ω) =

ω2 − ω2
p

c2
(20.6)

Bemerkung 20.3 (Gültigkeit des Hochfrequenzlimes)

• In Dielektrika gelten die Gleichungen nur für ω ≫ ωl.

• In Plasmen aus frei beweglichen Leitern (ωl = γl = 0 ∀l) gelten obige Gleichungen für alle
Frequenzen ω.

• In Metallen2 ist für ω ≫ γ0: κ(ω) = − ω2
p

4πω
also

ε(ω) = εr(ω) − ω2
p

ω2

2Für Metalle ist ωp im Bereich von 1016 s−1 (UV-Bereich).
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Kapitel 21

Wellenpakete in dispersiven
Medien

Die Dispersionsrelation k(ω) =
ω
√

ε(ω)

c2 kann auch als

ω(k) =
ck

n(k)
(21.1)

aufgefasst werden. Die Amplitude der ebenen Wellen kann im Allgemeinen auch von k bzw.
ω abhängen:

E(x, t) = E0(k)ei(k·x−ω(k)t)

Wegen der Linearität der Wellengleichung sind Superpositionen von ebenen Wellen ebenfallsAllgemeines

Wellenpaket Lösungen:

E(x, t) =
1

(2π)3

∫

d3kE0(k) ei(k·x−ω(k)t) (21.2)

21.1 Eindimensionales Wellenpaket

Im Folgenden wollen wir für einen Spezialfall des allgemeinen WellenpaketsAllgemeines eindim.

Wellenpaket

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk ũ(k) ei(kx−ω(k)t) (21.3)

explizit die Integration ausführen, um die Form des Pakets bei vorgegebener Verteilung ũ(k)
zu finden. Wir wählen eine Gaußsche Verteilung1

ũ(k) = Ae−α(k−k0)2 (21.4)

1Lassen wir die Verteilung immer schmaler werden, bis sie eine Dirac-Distribution annähert, so erhalten
wir wieder eine ebene Welle mit k = k0.
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21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Im Falle großer α wird nur ein kleiner Bereich um k0 zum Wellenpaket beitragen. Deshalb
interessiert hier auch für ω(k) nur ein solcher Bereich:

ω(k) ≈ ω(k0) +
dω

dk

∣
∣
∣
∣
k=k0

(k − k0) +
1

2

d2ω

dk2

∣
∣
∣
∣
k=k0

(k − k0)
2

=: ω0 + v(k − k0) + β(k − k0)
2

Das ergibt

u(x, t) ≈ A

2π

∫ ∞

−∞
dk e−α(k−k0)2 ei(k0x−ω0t) ei(k−k0)(x−vt) e−iβ(k−k0)2t

Mit Substitution k′ := k− k0 und quadratischer Ergänzung kann man die Integration leicht
ausführen. Die Lösung lautetWellenpaket für

eine Gaußsche

Verteilung ũ(k)
u(x, t) =

A

2π

√
π

α+ iβt
ei(k0x−ω0t) e−

(x−vt)2

4(α+iβt) (21.5)

Für die Intensität gilt

I ∝ |u(x, t)|2 =
|A|2

4π
√

α2 + β2t2
e
− α(x−vt)2

2(α2+β2t2) (21.6)

Man erhält für die Intensität also wieder ein Gaußsches Wellenpaket. Dieses hat das Zen-Gruppen- und

Phasen-

geschwindigkeit

trum bei x = vt und bewegt sich deshalb mit der Gruppengeschwindigkeit v = dω
dk

∣
∣
k0

. Die

Phasengeschwindigkeit vp = ω/k unterscheidet sich i. A. von dieser2.

Beispiel 21.1 (Plasma)
In Plasmen gilt die Dispersionsrelation ω =

√

ω2
p + k2c2, womit sich für die Phasen- und

Gruppengeschwindigkeit ergibt:

vp =

√

ω2
p + c2k2

k
> c

v =
k

√

ω2
p + c2k2

k < c

Die Breite von |u(x, t)|2 ist nach (21.6) nicht zeitlich konstant. Sie ist gegeben durchVeränderliche

Breite

d(t) =

√

α2 + β2t2

α
(21.7)

2Nur für n(k) = n = const. ist dω
dk

= c/n = vp.
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21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Das heißt, |u(x, t)|2 wird breiter und flacher (Amplitude ∝ d−1) – zwar für kleine t noch lang-
sam, für größere Zeiten wird die Abhängigkeit aber linear. Diese Zeitabhängigkeit existiertBedingung für die

Zeitabhängigkeit nur für β 6= 0, also für d2ω
dk2

∣
∣
∣
k0

6= 0, was immer dann der Fall ist, wenn

dn

dk
6= 0,

also in dispersiven Medien.
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Kapitel 22

Wellenleiter

Stellen wir uns einen zylindrischen Hohlraum (Achse in z-Richtung) mit beliebigem Quer-
schnitt vor, dessen Wand aus einem idealen Leiter bestehe. Das heißt, innerhalb der WandFelder in der Wand

verschwinde das elektrische Feld1. Wegen der dritten Maxwellgleichung (2.3) ist B dann
zeitlich konstant und da zur Zeit t = 0 kein Magnetfeld vorhanden sein soll, gilt in der
Wand des Hohlraums

E ≡ 0, B ≡ 0 (22.1)

Innerhalb des Hohlraums müssen wir dann die freien MaxwellgleichungenLösung innerhalb

des Hohlraums

div E = 0 (22.2)

rotB − 1

c
∂tE = 0 (22.3)

rotE +
1

c
∂tB = 0 (22.4)

div B = 0 (22.5)

unter Berücksichtigung der Randbedingungen E‖ = 0 und B⊥ = 0. Wir suchen dabei
speziell Wellenlösungen der Wellengleichung �E = 0 bzw. �B = 0 mit Ausbreitung in
z-Richtung:

E(x, t) = E0(x, y)e
i(kz−ωt), B(x, t) = B0(x, y)e

i(kz−ωt),

Damit erhalten wir ein zeitunabhängiges Problem für die Koeffizienten der FelderDGL für die

Koeffizienten
[

∂2
x + ∂2

y +
ω2

c2
− k2

]

E0(x, y) = 0,

[

∂2
x + ∂2

y +
ω2

c2
− k2

]

B0(x, y) = 0 (22.6)

1Das heißt, wir nehmen an, dass ω → 0, bzw. ω ≪ γ0, denn dann wird κ reell und ε(ω → 0) = ε+ i 4πκ
ω

hat einen großen Imaginärteil, womit fast die ganze elektromagnetische Welle sofort absorbiert wird.
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22 Wellenleiter

Dies scheinen zunächst sechs unabhängige Differentialgleichungen für die Komponenten von
E0 =: (Ex, Ey , Ez) und B0 =: (Bx, By, Bz) zu sein. Mithilfe der Maxwellgleichungen und
unserem Ansatz für monochromatische Wellen in z-Richtung sehen wir aber, dass nicht alle
Koeffizienten-Komponenten unabhängig voneinander sind. Aus (22.3) und (22.4) folgtZusätzliche

Gleichungen
iω

cBx = ∂yEz − ikEy, iω
cBy = ikEx − ∂xEz

−iω
cEx = ∂yBz − ikBy, − iω

cEy = ikBx − ∂xBz

Dies sind vier weitere Gleichungen für die sechs Koeffizienten. Aufgelöst nach Ex und Ey

bzw. Bx und By erhalten wir

Ex =
i

ω2/c2 − k2

(ω

c
∂yBz + k∂xEz

)

Ey =
i

ω2/c2 − k2

(

k∂yEz − ω

c
∂xBz

)

(analog für Bx und By). Das heißt, Ez(x, y) und Bz(x, y) legen die Lösung fest.

Letztendlich sind die beiden GleichungenVerbleibende

Problemstellung [

∂2
x + ∂2

y +
ω2

c2
− k2

]

Ez(x, y) = 0,

[

∂2
x + ∂2

y +
ω2

c2
− k2

]

Bz(x, y) = 0 (22.7)

unter Berücksichtigung der Randbedingungen zu lösen.

Bemerkung 22.1 (Spezialfälle)

• TE-Welle (transversal-elektrische Welle): Ez = 0, Bz 6= 0

• TM-Welle (transversal-magnetische Welle): Bz = 0, Ez 6= 0

• TEM-Welle (transversal-elektromagnetische Welle): Ez = Bz = 0

Satz 22.1
TEM-Wellen sind in hohlen Wellenleitern unmöglich.Keine TEM-Wellen

in hohlen

Wellenleitern Beweis: Wegen Ez = 0 und der ersten Maxwellgleichung (22.2) ist

(∂xEx + ∂yEy)ei(kz−ωt) = 0 ⇒ ∂xEx + ∂yEy = div E0(x, y) = 0

Wegen Bz = 0 gilt wegen der dritten Maxwellgleichung

(rot E)z = ∂xEy − ∂yEx = 0

Außerdem gilt wegen Ez = 0

0 = −∂zEy(x, y) = ∂yEz − ∂zEy, 0 = ∂zEx(x, y) = ∂zEx − ∂xEz �

Das sind gerade die Komponenten von rot E0. Es existiert damit ein Skalarfeld ϕ(x, y) mit E0(x, y) =
−gradϕ(x, y). Dieses muss wegen divE0 = 0 die Laplace-Gleichung △ϕ = 0 erfüllen. Lösungen der
Laplace-Gleichung haben keine lokalen Extrema. Am Rand muss ϕ aber konstant sein, da die Wand
des Hohlraums ein idealer Leiter sein soll. ϕ ist deshalb überall konstant und somit E0 ≡ 0, was für
die geforderten Wellenlösungen nicht erlaubt ist.
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22 Wellenleiter

Bemerkung 22.2
Um dennoch TEM-Wellen leiten zu können, benutzt man Koaxialkabel.

Beispiel 22.1 (Rechteckwellenleiter, TE-Welle)
Sei der Querschnitt eines Wellenleiters rechteckig (Querschnitt: [0, a] × [0, b] mit a > b).Bsp.: Rechteck-

wellenleiter Für eine TE-Welle lautet die zu lösende Gleichung

[

∂2
x + ∂2

y +
ω2

c2
− k2

]

Bz(x, y) = 0

Die Randbedingung B⊥ = 0 für x = 0, a lautet

Bx(0, y) = 0, Bx(a, y) = 0

Die Parallelkomponente des elektrischen Felds ist wegen Ez = 0 gleich der y-Komponente
Ey = 0 und wegen (siehe oben zusätzliche Gleichungen) −ω

cEy = ikBx − ∂xBz gilt

∂xBz = 0

Diese Randbedingungen und obige DGL werden durch

Bz(x, y) = B0 cos
(mπx

a

)

cos
(nπy

b

)

mit m,n ∈ N0 außer m = n = 0

erfüllt. Eingesetzt ergibt sich de Dispersionsrelation

c2k2 = ω2 − ω2
mn, mit ωmn = cπ

√

m2

a2
+
n2

b2

Ist ω < ωmn, so ist k imaginär und die Welle kann sind nicht ausbreiten. Die kleinste
Frequenz ωmn und damit die Grenzfrequenz ist dabei durch ω10 = cπ/a gegeben.
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Kapitel 23

Allgemeine Lösung der
Maxwellgleichungen

Nach Satz 3.1 sind die WellengleichungenWellengleichungen

für die Potentiale

�ϕ = 4π̺(x, t) (23.1)

� A =
4π

c
j(x, t) (23.2)

den Maxwellgleichungen äquivalent. Dabei sind die Potentiale definiert über

B = rotA

E = −gradϕ− 1

c
∂tA

und erfüllen die Lorenz-Eichbedingung

1

c
∂tϕ+ div A = 0 (23.3)

23.1 Allgemeine Lösung der homogenen Gleichungen

Die Lösungen der freien Wellengleichungen sind gegeben durch allgemeine SuperpositionenLösungen der

homogenenen

Gleichungen

von ebenen Wellen:

ϕh(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
ϕ̃h(k) ei(k·x−ω(k)t) (23.4)

Ah(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
Ãh(k) ei(k·x−ω(k)t), mit ω(k) = kc (23.5)

Aus der Eichbedingung erhalten wir

ω(k)

c
ϕ̃h(k) − k · Ãh(k) = 0 (23.6)
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23 Allgemeine Lösung der Maxwellgleichungen

23.2 Die retardierten Potentiale

Nun wollen wir spezielle Lösungen der inhomogenen Gleichungen finden. Wie wir sehen
werden, werden diese Lösungen retardierte Potentiale genannt.

Um in (23.1) die zeitliche Differentiation zu vereinfachen zerlegen wir beide Seiten der Glei-Spezielle Lösung

für ϕ chung mittels Fouriertransformation in t:

ϕ(x, t) =

∫
dω

2π
φ(x, ω) e−iωt

̺(x, t) =

∫
dω

2π
ρ(x, ω) e−iωt

Das ergibt

∫
dω

2π

(

−ω
2

c2
−△

)

φ(x, ω) e−iωt =

∫
dω

2π
4πρ(x, ω) e−iωt

Um diese Gleichung zu erfüllen, muss gelten

(

△ +
ω2

c2

)

φ(x, ω) = −4πρ(x, ω) (23.7)

Wie wir bereits in der Elektrostatik gesehen haben, können solche inhomogenen Differenti-Lösung mittels

Greenscher

Funktion

algleichungen (Uφ = I mit Inhomogenität I) mithilfe einer Greenschen Funktion G gelöst
werden, welche die Gleichung UG = δ (mit der Dirac-Distribution δ) erfüllt. Die Lösung
erhalten wir dann über die Faltung I ∗G. Wir benötigen also eine Greensche Funktion für
U = △ + ω2/c2:

Satz 23.1 (Greensche Funktion für △ + ω2/c2)
Die Lösung G der Gleichung

(

△ +
ω2

c2

)

G(x) = −4πδ(x),

also die Greensche Funktion für 1
−4π (△ + ω2/c2), ist gegeben durch

G(x) =
1

|x|e
±iω|x|/c (23.8)

Beweis: Es ist

∂2
i G(x) = ∂i

»„

∂i
1

|x|

«

eiω|x|/c + i
ω

c
eiω|x|/c xi

|x|2

–

=

„

∂2
i

1

|x|

«

eiω|x|/c +

„

∂i
1

|x|

«

i
ω

c
eiω|x|/c xi

|x|

−
ω2

c2
eiω|x|/c xixi

|x|3
+ i

ω

c
eiω|x|/c 3|x|2 − 2xixi

|x|4
| {z }

=1/|x|2
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23 Allgemeine Lösung der Maxwellgleichungen

Wegen xi

|x|2

“

∂i
1
|x|

”

= − 1
|x|2

kompensieren sich der zweite und vierte Term:

∂2
i G(x) = eiω|x|/c

»

∂2
i

1

|x|
−
ω2

c2
1

|x|

–

Da 1/(−4π|x|) eine Greensche Funktion für △ darstellt, ergibt sich

△G(x) = −4πδ(x) eiω|x|/c −
ω2

c2
G(x) = 4πδ(x) −

ω2

c2
G(x),

womit G(x) die Greensche Funktion von △ + ω2/c2 ist. �

Mit G können wir nun Gleichung (23.7) für die Fouriertransformierte φ(x, ω) lösen:Konstruktion der

Lösung mittels

Faltung
φ(x, ω) = G ∗ ρ =

∫

d3x′
ρ(x′, ω)

|x − x′| e
iω|x−x′|/c (23.9)

Die spezielle Lösung von (23.1) erhalten wir mittels Rücktransformation

ϕ(x, t) =

∫
dω

2π

∫

d3x′
ρ(x′, ω)

|x − x′| e
−iω(t−|x−x′|/c) =

∫
d3x′

|x − x′|

∫
dω

2π
ρ(x′, ω) e−iωtr

mit tr := t− |x − x′|/c, der sog. retardierten Zeit1. Das innere Integral ist aber gerade die
Rücktransformation von ρ(x′, ω) mit der Zeitvariablen tr. Deshalb erhalten wirSpezielle Lösungen

von (23.1) und

(23.2): Die

retardierten

Potentiale

ϕ(x, t) =

∫

d3x′
̺(x′, tr)

|x − x′| , tr = t− |x − x′|/c (23.10)

Führen wir dieselben Schritte für die Lösung A von (23.2) durch, so ergibt sich analog

A(x, t) =
1

c

∫

d3x′
j(x′, tr)

|x − x′| (23.11)

Bemerkung 23.1 (Lorenz-Bedingung (23.3))
Die retardierten Potentiale, Lösungen von (23.1) und (23.2), können nur Lösungen der Maxwell-
gleichungen erzeugen, falls sie auch die Lorenz-Eichbedingung (23.3) erfüllen:

1

c
∂tϕ(x, t) + ∂iAi(x, t) =

1

c

Z

d3x′

»
∂t̺(x

′, tr)

|x − x′| + ∂i
ji(x

′, tr)

|x − x′|

–

1Diese Zeitverzögerung können wir anschaulich verstehen. Nehmen wir an, wir beobachten vom Ort x aus,
die zeitabhängige Ladungsverteilung ̺ am Ort x′. Aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen erhalten wir die Informationen von ̺ immer um |x− x′|/c zeitverzögert. Im nicht-relativistischen
Grenzfall, den man formal mit c → ∞ erhält, ist tr → t und die Potentiale gehen in die aus der Elektro-
und Magnetostatik bereits bekannte Form über.
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23 Allgemeine Lösung der Maxwellgleichungen

Berechnen wir dafür

∂i
ji(x

′, tr)

|x − x′| =
1

|x − x′|
∂ji
∂tr

∂tr
∂xi

+ ji(x
′, tr)∂i

1

|x − x′|

= − 1

|x − x′|
∂ji
∂tr

∂tr
∂x′

i

− ji(x
′, tr)∂

′
i

1

|x − x′|

= −∂′
i
ji(x

′, tr)

|x − x′| +
div ji(x

′, tr)

|x − x′|

Da die Stromdichte ji(x
′, tr) als räumlich begrenzt anzunehmen ist (physikalisch sinnvoll), gilt

außerdem

Z

d3x′ ∂′
i
ji(x

′, tr)

|x − x′| =

Z

dσ′ ji(x
′, tr)

|x − x′| = 0

Damit ergibt sich zusammen mit der Ladungserhaltung für die Lorenz-Bedingung:Die retardierten

Potentiale sind

automatisch

Lorenz-geeicht

1

c

Z

d3x′

»
∂t̺(x

′, tr)

|x − x′| + ∂i
ji(x

′, tr)

|x − x′|

–

=
1

c

Z

d3x′ ∂t̺(x
′, tr) + div j(x′, tr)

|x − x′| = 0

Die retardierten Potentiale erfüllen somit die notwendige Lorenz-Eichung, d.h. sie dienen zur Er-
zeugung allgemeiner Lösungen der Maxwellgleichungen.
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Kapitel 24

Liénard-Wiechert-Potentiale

Da wir nun die Form der elektrodynamischen Potentiale für gegebene zeitabhängige Ladungs-
und Stromverteilungen kennen, können wir explizite Lösungen für verschiedene Ladungsver-
teilungen berechnen. Für den einfachsten Fall, d.h. wird die zeitabhängige Ladungs- und
Stromverteilung durch eine bewegte Punktladung q verursacht, ergeben sich die sogenann-Bewegte

Punktladung ten Liénard-Wiechert-Potentiale.

Die Punktladung bewege sich auf der Bahn r(t), dann sind Ladungs- und Stromdichte
gegeben durch

̺(x, t) = q δ(x − r(t)), ji(x, t) = q ṙi(t) δ(x − r(t))

Die spezielle Lösung für das skalare Potential erhalten wir dann aus

ϕ(x, t) =

∫

d3x′
q δ(f(x′))

|x − x′| , mit f(x′) := x′ − r(t− |x − x′|/c) (24.1)

Satz 24.1
Seien x0 eine einfache Nullstelle von f(x) und Df =

(
∂fi

∂xj

)

die Jacobi-Matrix von f , dannEigenschaft der

Dirac-Distribution gilt

δ(f(x)) = (detDf)−1 δ(x − x0) (24.2)

Beweis:
Sei G eine Testfunktion, dann gilt nach dem Transformationssatz der Integralrechnung

Z

δ(x − x0)G(x) d3x =

Z

δ(f(x))G(f(x) + x0) det(Df) d3x = G(f(x0) + x0) = G(x0),

falls f(x0) = 0. �
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24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Damit ist δ(f(x′)) = (detDf)−1δ(x − r(tr)), weil f(r(tr)) = 0 mit tr = t − |x − r(tr)|/c
und wir erhalten für (24.1)

ϕ(x, t) =

∫

d3x′
qδ(x′ − r(tr))

|x − x′| (detDf(x′))−1 (24.3)

Sei nun R(t) der Abstand vom Beobachtungspunkt x zur Punktladung auf der Bahn r(t):

R(t) = x − r(t) (24.4)

Damit gilt

|R(tr)| = |x − r(tr)| = c(t− tr)

Satz 24.2 (Eindeutigkeit des retardierten Zeitpunkts)
Die retardierte Zeit tr = t−R(tr)/c ist eindeutig festgelegt.Eindeutigkeit der

retardierten Zeit

Beweis: Nehmen wir an, es gebe t1, t2 mit t1 6= t2 und c(t − t1) = R(t1), c(t − t2) = R(t2). Es gilt
dann

c|t2 − t1| = |R(t1) − R(t2)| =: ∆R

Dabei ist ∆R immer kleiner oder gleich dem in |t2 − t1| von der Punktladung q durchlaufenen Bahn-
segment ∆s. Das heißt

c =
∆R

|t2 − t1|
≤

∆s

|t2 − t1|
,

womit sich die Punktladung schneller als das Licht bewegen würde. Die Zeiten t2 und t1 müssen also
gleich sein. �

Zur Berechnung der Funktionaldeterminante aus (24.3) notieren wir zunächst eine andereBerechnung der

Funktional-

determinante

Schreibweise für die Determinante einer 3 × 3–Matrix:

detA = ǫijka1ia2ja3k

Damit können wir detDf(x′) berechnen:

detDf(x′) = εijk(∂′if1) (∂′jf2) (∂′kf3)

= εijk

(

δ1i − ṙ1
∂tr
∂x′i

)(

δ2j − ṙ2
∂tr
∂x′j

)(

δ3k − ṙ3
∂tr
∂x′k

)

= 1 − εijk ṙ1
∂tr
∂x′i

δ2jδ3k − εijk ṙ2
∂tr
∂x′j

δ1iδ3k − . . .

= 1 − ṙn
∂tr
∂x′n

= 1 − ṙi
c

xi − x′i
|x − x′| (24.5)
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24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Jetzt können wir die Integration in (24.3) ausführen:

ϕ(x, t) = q

∫

d3x′
δ(x′ − r(tr))

|x − x′| − ṙi(xi − x′i)/c
=

q

|x − r(tr)| − βi(tr)(xi − ri(tr))

Das Skalarpotential ϕ einer bewegten Punktladung ist also gegeben durchDie Liénard-

Wiechert-Potentiale

ϕ(x, t) =
q

R− β · R

∣
∣
∣
∣
tr

(24.6)

Analog können wir die Rechnung für A durchführen und erhalten

A(x, t) =
q β

R− β · R

∣
∣
∣
∣
tr

(24.7)
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Kapitel 25

Strahlung einer beschleunigten
Punktladung

Wie wir im Folgenden sehen werden, führen uns die Liénard-Wiechert-Potentiale auf ein elek-
trodynamisches Strahlungsfeld. Das heißt, eine beschleunigte Punktladung emittiert elektro-
magnetische Strahlung.

25.1 Strahlungsfeld

Das elektrische Feld erhalten wir aus den Liénard-Wiechert-Potentiale über

E(x, t) = −gradϕ(x, t) − 1

c
∂tA(x, t)

Dazu berechnen wir als erstes (mit ni := Ri/R)Berechnung des

elektrischen Felds

∂iϕ =
−q

(R− β · R)2
[∂iR−Rk∂iβk − βk∂iRk]

=
−q

(R− β · R)2

[

ni +
∂R

∂tr
∂itr − β̇kRk∂itr − βi − βk

∂Rk

∂tr
∂itr

]

=
−q

(R− β · R)2

[

ni − βi +

(
∂R

∂tr
− β̇ · R − β · ∂R

∂tr

)

∂itr

]

,

und

1

c
∂tA =

1

c(R− β · R)2

[

q∂tβ(R− β · R) − qβ

(
∂R

∂tr

∂tr
∂t

− β · ∂R

∂tr

∂tr
∂t

− R · ∂tβ

)]

=
q

c(R− β · R)2

[

β̇(R − β · R) − β

(
∂R

∂tr
− β̇ · R − β · ∂R

∂tr

)]
∂tr
∂t

Zusammengesetzt ergibt das

Ei =
q

(R− β · R)2

[

ni − βi −
β̇i

c

∂tr
∂t

(R − β · R) +

(
∂R

∂tr
− β̇ · R − β · ∂R

∂tr

)(

∂itr +
βi

c

∂tr
∂t

)]
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Dafür wollen wir zunächst die Größen ∂tr

∂t ,
∂tr

∂xi
, ∂R

∂tr
und ∂R

∂tr
berechnen:

• ∂tr
∂t

= 1 +
1

c

xi − ri(tr)

|x − r(tr)|
∂ri(tr)

∂tr

∂tr
∂t

= 1 + n · β|tr

∂tr
∂t

∂tr
∂t

=
1

1 − β · n

∣
∣
∣
∣
tr

(25.1)

• ∂itr = −1

c

xk − rk(tr)

|x − r(tr)|

(

δki − ṙk(tr)
∂tr
∂xi

)

= −1

c
ni + n · β∂itr

∂itr = −1

c

ni

1 − β · n

∣
∣
∣
∣
tr

(25.2)

• ∂R

∂tr
= − ṙ(x − r(tr))

|x − r(tr)|
= −c n · β|tr

(25.3)

• ∂R

∂tr
= −cβ(tr) (25.4)

Damit

Ei =
q

R2(1 − β · n)2

[

ni − βi −
β̇iR

c
−
(

−cn · β − β̇ · R + cβ2
)( ni − βi

c(1 − β · n)

)]

=
q

R2(1 − β · n)3

[(

ni − βi −
β̇iR

c

)

(1 − β · n) − (ni − βi)

(

β2 − n · β − β̇ · R
c

)]

=
q

R2(1 − β · n)3

[

(ni − βi)(1 − β2) +
R

c

(

(ni − βi)(n · β̇) − β̇i(n
2 − β · n)

)]

=
q(ni − βi)

R2γ2(1 − β · n)3
+
q
[

n ×
(

(n − β) × β̇
)]

i

cR (1 − β · n)3

Das elektrische Feld einer beschleunigten Punktladung ist somit gegeben durch
Feld einer

beschleunigten

Punktladung

E =
q (n − β)

R2γ2(1 − β · n)3

∣
∣
∣
∣
tr

+
qn ×

(

(n − β) × β̇
)

cR (1 − β · n)3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
tr

(25.5)

Eine analoge Rechnung für B = rotA liefert

B = n × E (25.6)

Bemerkungen 25.1 (Diskussion)

(i) Aus (25.6) folgt sofort, dass das magnetische Feld einer beschleunigten Punktladung senkrecht
zum elektrischen Feld und senkrecht zur Verbindungslinie zwischen Beobachter und Ladung
steht.
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

(ii) Das elektrische Feld (25.5) besteht aus einem Term ∝ 1/R2 und einem Term ∝ 1/R.

(iii) Im Spezialfall einer ruhenden Punktladung (β ≡ 0) ergibt sich notwendigerweise das Cou-
lombfeld einer Punktladung:

E =
qn

R2

(iv) Für eine gleichförmig bewegte Punktladung (β̇ ≡ 0) bleibt nur der erste Term (∝ 1/R2) in
(25.5).

(v) Der zweite ist der charakteristische Term für eine beschleunigte Punktladung. Dieser verur-Strahlungsfeld

sacht das bereits angesprochene Strahlungsfeld. Qualitativ können wir das verstehen, wenn wir
den Poyntingvektor betrachten, dessen Betrag den Energiefluss pro Zeit und Fläche (Energie-
stromdichte) angibt. Da B ∝ E, ist nun S ∝ EB ∝ 1/R2. Die gesamte Energie, die pro Zeit
abtransportiert wird ist damit

E ∝ |S|A ∝ 1

R2
R2 = const.

Das heißt, die abgestrahlte Energie ist unabhängig von der Entfernung zur beschleunigten
Punktladung konstant. Diese Eigenschaft kann nur von elektromagnetischer Strahlung erfüllt
werden.

25.2 Strahlungsverlust

25.2.1 Strahlstärke

Im Folgenden wollen wir nur das Strahlungsfeld der Punktladung betrachten, das heißt
den zweiten Term von (25.5). Mit dem Poynting-Vektor S = c

4π (E × B) lässt sich die

Strahlungsleistung P ′ := dE
dt über

dP ′ = S · dσ = S · nR2dΩ

wegen divS = ∂tW berechnen. Aus (25.6) folgt

dP ′ =
cR2

4π
n · (E × B) dΩ =

cR2

4π
|E|2 dΩ

Die Strahlungsleistung am Beobachtungsort muss aber nicht auf t, sondern auf tr bezogen
werden. Man erhält wegen dtr = dt/(1 − β · n)

dP

dΩ
=

d

dΩ

(
dE
dtr

)

=
d

dΩ

(
dE
dt

(1 − β · n)

)

=
dP ′

dΩ
(1 − β · n)

∣
∣
∣
∣
tr

für die sog. Strahlstärke, die Strahlungsleistung pro Raumwinkel. Diese ergibt sich dann zuStrahlstärke

dP

dΩ
=

q2

4πc

∣
∣
∣n ×

(

(n − β) × β̇
)∣
∣
∣

2

(1 − β · n)5
(25.7)

Man sieht, dass diese nicht vom Abstand R von der Quelle abhängt.
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Bemerkungen 25.2 (Spezialfälle)

(i) Im nichtrelativistischen Fall (β ≪ 1) ergibt sichWinkelabhängigkeit

der Strahlstärke dP

dΩ
=
dP ′

dΩ
=

q2

4πc
|n × (n × β̇)|2 =

q2

4πc
β̇2 sin2 ϑ, (25.8)

wenn ϑ der Winkel zwischen der Beschleunigungsrichtung und der Verbindungslinie zum Be-
obachtungsort x ist. Das bedeutet, die Abstrahlung ist senkrecht zur Beschleunigungsrichtung
am stärksten.

(ii) Ist die Beschleunigungsrichtung dieselbe, wie die Bewegungsrichtung (β̇‖β), so gilt (im rela-
tivistischen Fall)

dP

dΩ
=

q2

4πc
β̇2 sin2 ϑ

(1 − β cosϑ)5

Im Allgemeinen ist die Abstrahlung also nicht senkrecht zur Beschleunigungsrichtung am
stärksten, sondern in Richtung eines Winkels ϑmax. Dieser ist gegeben durch

cosϑmax =

p
1 + 15β2 − 1

3β

25.2.2 Strahlungsverlust im nichtrelativistischen Fall

Die beschleunigte Punktladung verliert wegen der endlichen Strahlungsleistung P = dE
dtr

ständig an Energie. Für den Fall β ≪ 1 erhalten wir aus (25.8)Larmor-Formel

P =

∫
dP

dΩ
dΩ =

q2

4πc
β̇2

∫

sin3 ϑ dϑ dϕ =
q2

4πc
β̇2 2π

∫ 1

−1

(1 − cos2 ϑ) d cosϑ

=
2

3

q2

c
β̇2 (25.9)

Diese Beziehung wird Larmor-Formel genannt.

25.2.3 Strahlungsverlust relativistischer Punktladungen

Um die abgestrahlte Leistung P für relativistische Geschwindigkeiten zu erhalten, suchen
wir einen allgemeinen Ausdruck für (25.9). Ausgangspunkt unserer Überlegungen ist da-
bei, dass sich die Energie dE unter Lorentz-Transformationen wie die Zeitkomponente einesBedingungen an P

Vierervektors verhält. Wegen

dE = P dt

ist P invariant unter Lorentz-Transformationen, also ein Lorentz-Skalar. Um einen relati-
vistischen Ausdruck für die Leistung zu erhalten, müssen außerdem folgende Bedingungen
erfüllt werden:

(i) Für β ≪ 1 soll P in die bekannte Form (25.9) übergehen.

(ii) Aus (25.7) sehen wir, dass die Leistung eine Funktion von β und deren ersten zeitlichen
Ableitung β̇ sein muss. Höhere Ableitungen können nicht auftreten.
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Gehen wir nun von Gl. (25.9)

Pnr =
2

3

q2

m2c3

(
dp

dt

)2

aus und ersetzen den Impuls p = mv durch den Viererimpuls pµ = γm(c,v) und dt durch
die Eigenzeit dτ = dt/γ:

P = ±2

3

q2

m2c3
dpµ

dτ

dpµ

dτ

Die angegebene Form ist die einzige Möglichkeit, obige Bedingungen an P zu erfüllen, denn
die Vierer-Vektoren pµ und dpµ/dτ sind die einzigen, die zur Konstruktion des Lorentz-

Skalars P dienen. Und es ist pµp
µ = E2/c2 − p2 = m2c2 und pµ

dpµ

dτ ∝ d
dτ (pµp

µ) = 0. Es
bleibt also nur die Form in (25.2.3). Um zu sehen, dass wir daraus im Grenzübergang β → 0
Ausdruck (25.9) erhalten, benutzen wir die in Abschnitt 4.1 gezeigte Beziehung Ė = ṗ · v.
Damit ergibt sich

dpu

dτ

dpµ

dτ
=

1

c2

(
dE
dτ

)2

−
(
dp

dτ

)2

= β2

(
dp

dτ

)2

−
(
dp

dτ

)2
β→0−→ −

(
dp

dτ

)2

Wir wählen deshalb das negative Vorzeichen:

P = −2

3

q2

m2c3
dpµ

dτ

dpµ

dτ
(25.10)

Mit E = γmc2 und p = γmv erhalten wir

dpµ

dτ

dpµ

dτ
= γ2m2c2γ̇2 − γ2m2c2(βγ̇ + β̇γ)

= c2m2γ6(β · β̇)2 − c2γ4m2β̇2 − 2c2m2γ6(β · β̇)2

= −c2m2γ6
(

(β · β̇)2 + (1 − β2)β̇2
)

= −c2m2γ6
(

β̇2 − (β × β̇)2
)

Wir finden somitRelativistische

Strahlungsleistung

P =
2

3

q2

c
γ6
[

β̇2 − (β × β̇)2
]

(25.11)

Bemerkung 25.3 (Spezialfälle)

• Für geradlinige Beschleunigung (β‖β̇) ist

P‖ =
2q2

3c
γ6 β̇2 =

2q2

3m2c3

„
dp

dt

«2

(25.12)

wie man leicht aus obiger Rechnung entnehmen kann.

• Wird senkrecht zur Bewegungsrichtung beschleunigt (β ⊥ β̇), so ist

P⊥ =
2q2

3c
γ4β̇2 =

2q2

3m2c3
γ2

„
dp

dt

«2

> P‖ (25.13)
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Kapitel 26

Dipolstrahlung

26.1 Potentiale der Dipolstrahlung

Nun wollen wir den allgemeineren Fall einer lokalisierten Ladungs- und Stromverteilung
betrachten. Dafür zerlegen wir zunächst die zeitabhängigen Größen in deren Frequenzkom-
ponenten:

j(x, t) =

∫

j̃(x, ω) e−iωt dω

Aus (23.11) folgt

A(x, t) =

∫

dω
1

c

∫

d3x′
j̃(x′, ω)

|x − x′|e
−iωtr =

∫

Ã(x, ω) e−iωt dω

mit
Fouriertransformierte

des retardierten

Vektorpotentials
Ã(x, ω) =

1

c

∫

d3x′
j̃(x′, ω)

|x − x′| e
iω|x−x′|/c (26.1)

Bemerkung 26.1 (Beziehung zum Skalarpotential)
Die retardierten Potentiale müssen die Lorenz-Eichbedinung 1

c
∂tϕ + div A = 0 erfüllen. Deshalb

können wir aus bekanntem Ã auf ϕ̃ schließen:

Z

dω

»

− iω
c
ϕ̃+ div Ã

–

= 0 ⇔ ϕ̃ =
c

iω
div Ã (26.2)

Um (26.1) zu vereinfachen, führen wir verschiedene Näherungen durch. Als erstes nehmen wir1. Näherung: a≪ r

an, dass die Ausdehnung a der Quelle (Ladungsverteilung) klein gegenüber dem Abstand
r := |x| von Quelle und Beobachter ist. Da sich r′ := |x′| in der Größenordnung von a
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26 Dipolstrahlung

aufhält, ist auch r′/r ≪ 1. Aus dem Kapitel über Multipolentwicklung wissen wir

1

|x − x′| =
1

r

∞∑

l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ) =
1

r

(

1 +
r′

r
cos θ + . . .

)

=
1

r

(

1 +O

(
r′

r

))

Aus einer Taylorentwicklung von |x − x′| folgt

|x − x′| = r − x · x′

r
+O

(
r′2

r2

)

= r

(

1 − n · x′

r
+O

(
r′2

r2

))

Also erhalten wir unter Vernachlässigung der Terme mit höherer Ordnung in r′/r :

eiω|x−x′|

|x − x′| ≈ 1

r
eikr e−ikn·x′

Daraus ergibt sich für die Fourierkomponente des retardierten Potentials

Ã(x, k) ≈ eikr

cr

∫

d3x′ j̃(x′, k) e−ikn·x′

(26.3)

Dieses Resultät lässt sich noch weiter vereinfachen, wenn wir annehmen, dass die Oszillatio-2. Näherung:

Nichtrelativistische

Oszillationen

nen der Ladungsverteilung nichtrelativistisch sind:

r′ω < aω ≪ c ⇔ λ≫ a

Deshalb gilt auch kn · x′ ≪ 1 und damit e−ikn·x′ ≈ 1. Wir erhalten

Ã(x, k) =
eikr

cr

∫

d3x′ j̃(x′, k) (26.4)

Das verbleibende Integral können wir auf eine bekannte Größe zurückführen:Zusammenhang

zum el.

Dipolmoment
∫

d3x j̃i =

∫

d3x j̃kδki =

∫

d3x j̃k∂kxi = −
∫

d3xxi ∂k j̃k

Dabei wurde beim letzten Schritt partiell integriert. Die Kontinuitätsgleichung ∂t̺+ div j = 0
geht im Frequenzraum in die Gleichung iω ˜̺ = div j̃ über. Deshalb finden wir

∫

d3x j̃i(x, k) = −iω
∫

xi ˜̺(x, k) d
3x = −iω p̃i(k)

mit der Fouriertransformierten p̃(k) des elektrischen Dipoloments p(t). Schließlich ergibt sichVektorpotential der

Dipolstrahlung

Ã(x, k) = −ik p̃(k)
eikr

r
(26.5)
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26 Dipolstrahlung

Die Rücktransformation in den Ortsraum liefert1

A(x, t) = −
∫

ick p̃(k)
ei(kr−ωt)

r
dk (26.6)

26.2 Felder der Dipolstrahlung

Für Funktionen, die nur von |x| abhängen gilt: ∂if(r) = ni ∂rf(r). Nutzen wir dies um die
Fouriertransformierte B̃(x, k) des Magnetfelds zu berechnen:

B̃(x, k) = rot Ã(r, k) = n × ∂rÃ(r, k) = −ikn × p̃ ∂r
eikr

r

Führen wir eine weitere Näherung durch, nämlich ∂r(e
ikr/r) ≈ ikeikr/r für r ≫ λ, so ergibt3. Näherung: r ≫ λ

sich
Felder der

Dipolstrahlung im

Frequenzraum B̃(x, k) = k2n × p
eikr

r
(26.7)

Da die Stromdichte j nur innerhalb einer Umgebung der Ladungsverteilung mit Radius a
von null verschieden ist, gilt außerhalb rotB = 1

c∂tE. Im Frequenzraum gilt deshalb

Ẽ(x, k) =
i

k
rot B̃(r, k) =

i

k
n × ∂rB̃(r, k) ≈ B̃(r, k) × n (26.8)

Ẽ = B̃ × n (26.9)

Bemerkung 26.2 (Eigenschaften der Felder)
Die Felder sind im Mittel proportional zu 1/r; diese Eigenschaft charakterisiert sie als Strahlungs-
feld. Das elektrische und magnetische Feld stehen zueinander senkrecht und beide stehen senkrecht
zu n, also senkrecht zur Verbindungslinie von Quelle und Beobachter. Außerdem haben E- und
B-Feld denselben Betrag.

26.3 Energiestrom und Leistung

Im Folgenden wollen wir von einer harmonischen Frequenzzerlegung ausgehen, d.h. die Fou-
riertransformierten der entsprechenden Größen sind nur für eine spezielle Frequenz ω un-
gleich null:

E(x, t) = Ẽ(x)e−iωt, B(x, t) = B̃(x)e−iωt

1Der Term ei(kr−ωt)/r beschreibt das Verhalten einer Kugelwelle.
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26 Dipolstrahlung

Man kann zeigen (z.B. in den Übungen zur Elektrodynamik im SoSe 08 – Tutorium I ),
dass das zeitliche Mittel des Poyntingvektors aus den Feldern in komplexer Notation durch
〈S〉 = c

8π E × B∗ gegeben ist. Hier ergibt sich alsoEnergiestrom der

Dipolstrahlung

〈S〉 =
c

8π
Ẽ × B̃∗ =

c

8π
ẼB̃∗ n = n

c

8π
|B̃|2 = n

c

8π

k4

r2
|n × p̃|2 (26.10)

Wegen dP = S·dσ = S·n r2dΩ gilt für die Strahlungsleistung pro Raumwinkel (Strahlstärke)
Strahlstärke eines

Dipols
dP

dΩ
= r2n · 〈S〉 =

c

8π
k4|n × p̃|2 (26.11)

Bemerkung 26.3
Für |n × p̃|2 können wir auch schreiben

p̃inj p̃lnmεijkεlmk = |p|2 − |n · p̃|2 (26.12)

Beispiel 26.1 (Oszillierende Punktladung)
Das Dipolmoment einer entlang einer Achse (hier z-Achse) oszillierenden Punktladung istStrahlungsverhalten

eines linearen

Oszillators

durch

p(t) = qa (0, 0, cosωt) = ℜ
(
qa êz e

−iωt
)
≡ ℜ

(
p̃ e−iωt

)

gegeben, wenn a die Amplitude der Oszillation ist. Hier erhalten wir also p̃ = qa êz. Wir
finden

|n × p̃| = |p̃| sinϑ = qa sinϑ ⇒ 〈S〉, dP
dΩ

∝ sin2 ϑ

Die Strahlung des schwingenden Dipols verschwindet somit in Oszillationsrichtung und ist
senkrecht zu dieser maximal.

Beispiel 26.2 (Ladung auf Kreisbahn)
Befindet sich eine Ladung (z.B. das Elektron) auf einer Kreisbahn um den Ursprung, so
ist das Dipolmoment durchPunktladung in

Kreisbewegung

p(t) = qa (cosωt, sinωt, 0) = ℜ
[
qa (1, i, 0)e−iωt

]

gegeben. Also ist p̃ = qa (1, i, 0). Damit

|n × p̃|2 = |p̃|2 − |n · p̃|2 = 2q2a2 − q2a2|nx + iny|2 = q2a2(2 − sin2 ϑ)

Hier sind also 〈S〉, dP
dΩ ∝ (1 + cos2 ϑ), d.h. entlang der Symmetrieachse (z-Achse) ist die

Abstrahlung maximal und senkrecht dazu sieht man nur die lineare Oszillation.
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26 Dipolstrahlung

Sind alle Komponenten des Dipolmoments p(t) in gleicher Phase, so kann man schreiben

|n × p̃|2 = |p̃|2 sin2 ϑ

Damit erhält man für elektrische Dipolstrahlung (E1)2Elektrische

Dipolstrahlung (E1)

dP

dΩ
=

c

8π
k4|p̃|2 sin2 ϑ (26.13)

Und somit P = ck4

3 |p̃|2.

Bemerkungen 26.4

(i) Diese Formeln stimmen mit den Beziehungen aus dem letzten Kapitel über beschleunigte
Punktladungen überein, denn setzt man z.B. r(t) = a cosωt, so ist nach der Larmor-Formel

P =
2

3

q2

c
〈β̇2〉 =

ck4

3
q2a2

(ii) Die obigen Überlegungen und Näherungen gelten nur in der sog. Fernzone (a ≪ λ ≪ r).
Als Nahzone bezeichnet man den Bereich, in dem a ≪ r ≪ λ gilt. Hier können wir für die
Fouriertransformierte des retardierten Vektorpotentials schreiben:

Ã(x) =
1

c

Z

d3x′ j(x′)

|x − x′| e
ik|x−x′| ≈ 1

c

Z

d3x′ j(x′)

|x − x′| ,
Quasistatisches

Potential der

Nahzone

was dem Ausdruck für das Vektorpotential der Magnetostatik entspricht. Man nennt deshalb

A(x, t) = Ã(x) e−iωt

quasistatisch. Der Bereich zwischen Nah- und Fernzone wird Zwischenzone (a ≪ r ≈ λ)
genannt. Hier sind die Beziehungen komplizierter.

(iii) Berücksichtigt man in (26.3) auch den nächst höheren Term von e−ikn·x′

= 1− ikn ·x′ + . . .,E2- und

M1-Strahlung so erhält man zusätzlich

ik
eikr

cr

Z

d3x′(n · x′)j̃ =
ikeikr

cr

Z

d3x′ 1

2

“

(n · x′)j̃ + (n · j̃)x′
”

| {z }

E2

+
1

2
(x′ × j) × n

| {z }

M1

Die Terme E2 führen zu elektrischer Quadrupolstrahlung, wobei aus M1 magnetische Dipol-
strahlung entsteht.

2Man bezeichnet mit Ek und Mk elektrische und magnetische 2k-Strahlung.
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Kapitel 27

Streuung von Licht

Hier wollen wir kurz darauf eingehen, wie die Streuung von Licht an gebundenen Elektronen
behandelt werden kann. Dabei vernachlässigen wir relativistische Effekte (β ≪ 1).

Trifft eine einfallende ebene Welle

E(x, t) = E0 e
i(k·x−ωt)

auf ein gebundenes Elektron, so wird nach dem klassischen Oszillatormodell aus Abschnitt
20.1 ein Dipolmoment induziert:Induziertes

Dipolmoment

p(t) =
e2/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E0 e
−iωt

Dieses zeitabhängige Dipolmoment verursacht die Abstrahlung von elektromagnetischen
Wellen mit der Strahlstärke

dP

dΩ

(26.13)
=

c

8π
k4|p̃|2 sin2 ϑ =

c

8π

(
e2

mc2

)2
ω4 sin2 ϑ

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

|E0|2 (27.1)

Definition 27.1 (Differentieller Wirkungsquerschnitt).
Die GrößeDef.: Differentieller

Wirkungsquer-

schnitt dσ

dΩ
=

1

|〈S〉|
dP

dΩ
(27.2)

mit der einfallenden Energiestromdichte S wird differentieller Wirkungsquerschnitt genannt.
Wird dieser über den ganzen Raumwinkel integriert, so erhält man den totalen (oder inte-
gralen) Wirkungsquerschnitt

σ =

∫
dσ

dΩ
dΩ (27.3)
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27 Streuung von Licht

Hier ergibt sich wegen |〈S〉| = c
8π |E0|2

dσ

dΩ
=

(
e2

mc2

)2
ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

sin2 ϑ (27.4)

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann

σ(ω) =
8π

3

(
e2

mc2

)2
ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2)

(27.5)

Bemerkungen 27.1 (Spezialfälle)

Thomson- und

Rayleighstreuung

• Thomsonstreuung: ω0 = γ = 0 (freies Elektron) oder ω ≫ ω0, ω ≫ γ
Hier ist der totale Wirkungsquerschnitt gegeben durch

σT =
8π

3

„
e2

mc2

«2

=:
8π

3
r2e (27.6)

mit dem klassischen Elektronenradius re.

• Rayleighstreuung: ω ≪ ω0

Hier gilt

σ(ω) = σT
ω4

ω4
0

(27.7)
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Anhang A

Mehrdimensionale Analysis

Für die zusätzlichen Inhalte im folgenden Kapitel habe ich mich an Mathematik für Physiker
und Mathematiker, Band 2 von Rainer Wüst und Applied Mathematics von Peter J. Olver
orientiert und diese selbst an die Vorlesung angepasst, weswegen sicherlich einige Fehler
enthalten sind, über deren Mitteilung ich mich freuen würde.

A.1 Felder, Tensoren und Drehungen

A.1.1 Drehungen

Wie wir bereits in der Vorlesung T1: Theoretische Mechanik kennengelernt haben, kann man
die Transformation von Vektoren x ∈ R3 unter Drehungen des Koordinatensystems mithilfeDrehmatrix

einer Drehmatrix R beschreiben:

x′ = Rx :⇔ x′i = Rijxj :=
∑

j

Rijxj

Eine solche Drehmatrix ist orthogonal (R−1 = RT ) und beispielsweise für eine einfache
Drehung (um die z-Achse um den Winkel α) von der Form

R =





cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1





A.1.2 Felder

Definition A.1 (Skalarfeld).
Eine Abbildung ϕ : Ω ⊂ R3 → R,x 7→ ϕ(x) heißt Skalarfeld.Def.: Skalarfeld

Im gedrehten Koordinatensystem soll der Funktionswert ϕ(x) aus dem ungedrehten System
erhalten bleiben: ϕ(x) = ϕ(RT x′) =: ϕ′(x′).
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A Mehrdimensionale Analysis

Definition A.2 (Vektorfeld).
Eine Abbildung A : Ω ⊂ R3 → R3,x 7→ A(x) wird Vektorfeld genannt. Dabei sei A(x) alsDef.: Vektorfeld

Element eines weiteren Exemplars des R3 mit Koordinatenursprung am Punkt x interpre-
tiert.

Unter Drehungen des Koordinatensystems verhält sich ein Vektorfeld gemäß A′(x′) = RA(x).

A.1.3 Tensoren

Definition A.3 (Tensor).
Ein Tensor n-ter Stufe ist eine n-fach indizierte Größe T = (Ti1···in

) =: Ti1···in
, welcheDef.: Tensor

unter einem Koordinatenwechsel folgendem Transformationsgesetz genügt:

T ′
i1···in

(x′) = Ri1j1 · · ·Rinjn
Tj1···jn

(x) (A.1)

Beispiel A.1
Sind a, b zwei Vektoren, so ist durch Tij = AiBj ein Tensor zweiter Stufe definiert.

Bemerkung A.1
Ein als Tensorgleichung formuliertes Gesetz ist automatisch kovariant (forminvariant) unter räum-
lichen Drehungen. Die durch ein solches Gesetz beschriebene Physik ist somit unabhängig von der
Orientierung des Koordinatensystems (z.B. F = ma).

Definition A.4 (Pseudotensor).
Gilt für Si1···in

unter einem KoordinatenwechselDef.: Pseudotensor

S′
i1···in

= (detR) Ri1j1 · · ·Rinjn
Sj1···jn

(A.2)

Beispiel A.2
Sei R = P := −1 (Raumspiegelung/Paritätstransformation), so nennt man

(i) ψ Pseudoskalar, falls gilt: ψ′(Px) = (detP ) ψ(x) = −ψ(x);

(ii) A Pseudovektor, falls gilt: B′
i(Px) = (detP ) PijBj(x) = Bi(x).

Dabei sollte nicht verwechselt werden, dass für ein Vektorfeld A(x) gilt:
A′

i(Px) = PijAj(x) = −Aj(x).

Satz A.1 (Invariante Tensoren)
(i) Das Kronecker-Delta δij ist ein Tensor zweiter Stufe und invariant unter orthogonalenInvariante Tensoren

Transformationen.

(ii) Der Levi-Civitá-Tensor ǫijk ist ein Pseudotensor und invariant unter orthogonalen
Transformationen.
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Beweis:

1. δ′ij = RikRjlδkl = RikRjk = RikR
T
kj = δij

2. Es ist RilRjmRknǫlmn = (detR) ǫijk. Da detR = ±1 und ǫ′ijk = ǫijk , gilt

ǫ′ijk = (detR) RilRjmRknǫlmn. �

A.1.4 Verjüngung

Die sogenannte Verjüngung weitet den Begriff der Spur auf Tensoren aus.

Definition A.5 (Verjüngung).
Als Verjüngung bezeichnet man eine lineare Abbildung C : Ti1···in

7→ Ti1···in−2 , also eineDef.: Verjüngung

Kontraktion des Tensors um zwei Stufen.

Beispiel A.3
Sei T =: Tij ein Tensor zweiter Stufe (Matrix), dann ist durch

∑

ij δijTij =
∑

i Tii = Tr(T )
ein Tensor nullter Stufe (Skalar) gegeben. Die Spur einer Matrix ist also eine spezielle
Verjüngung.

T3: Elektrodynamik 123 Sebastian Gottwald (LMU)



A Mehrdimensionale Analysis

A.2 Mehrdimensionale Differentiation

A.2.1 Die Ableitung

Im Folgenden sei m,n ∈ N, f : Rm → Rn, D(f) offen, x ∈ D(f) vorgegeben.

Definition A.6 (Landau-Symbol o).
Seien l ∈ N, g : Rm → Rl, g(x) 6= 0 ∀x ∈ D(g), x0 ∈ D(f) ∩ D(g). Dann seiDef.:

Landau-Symbol o

f(x) = o (g(x)) (x → x0) :⇔ ‖f(x)‖
‖g(x)‖ → 0 (x → x0) (A.3)

Definition A.7 (Differenzierbarkeit, Ableitung).
f ist an der Stelle x differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung L ∈ L(Rm,Rn) existiert,Def.: Ableitung

sodass

f(x + u) − f(x) = Lu + o(u) (u → 0) (A.4)

L ist eindeutig bestimmt und heißt Ableitung von f an der Stelle x. Man schreibt

Df(x) := L (A.5)

Im Folgenden sei f stets an der Stelle x differenzierbar.

Bemerkung A.2 (Partielle Ableitung)
Ist n = 1 – bzw. betrachtet man nur eine Komponentenfunktion – so wird die partielle Ableitung
nach der k-ten Variablen

∂f

∂xk
:= lim

h→0

1

h
[f(x1, . . . , xk + h, . . . xm) − f(x1, . . . , xk, . . . xm)]

auch mit Dkf(x) oder ∂kf(x) bezeichnet.

Satz A.2 (Darstellung der Ableitung)
Da f in x differenzierbar ist, sind die Koordinatenfunktionen fi (i ∈ {1, . . . n}) von f anJakobi-Matrix

der Stelle x partiell differenzierbar und die Ableitung von f an der Stelle x ist die Funktio-
nalmatrix (Jakobi-Matrix):

Df(x) =






D1f1(x) · · · Dmf1(x)
...

...
D1fn(x) · · · Dmfn(x)




 (A.6)

Beweis: Da die Ableitung Df(x) eine lineare Abbildung aus L(Rm,Rn) ist, kann sie als Matrix
dargestellt werden. Deshalb können wir wegen Gl. (A.4) mit den Koordinatenfunktionen fi (i ∈
{1, . . . , n}) schreiben:

fi(x + u) − fi(x) =
mX

j=1

d1juj + o(u) (u → 0)
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Setzen wir nun u = hêk mit h ∈ R, so ist

fi(x + u) − fi(x) = dikh+ o(h) (h→ 0)

Damit ist dik ≡ Dkfi(x). �

In höherdimensionalen Räumen gelten zum Eindimensionalen analoge Rechenregeln für die
Differentiation.

A.2.2 Der Gradient

Im Folgenden seien m ∈ N, φ ein Skalarfeld (φ : Rm → R), G := D(φ) ⊂ Rm offen.

Definition A.8 (Gradient).
Der Gradient des Skalarfelds φ ist definiert durchDef.: Gradient

gradφ : G → R
m,x 7→ (D1φ(x) · · · Dmφ(x))T (A.7)

Man schreibt ∇φ := gradφ = (D1φ · · · Dmφ)T .

Bemerkung A.3
(i) Mit obigen Voraussetzungen ist ∇φ(x) = Dφ(x). Das heißt, der Gradient ist die Ableitung

eines Skalarfelds und wir können schreiben:

φ(x + u) − φ(x) = ∇φ(x) · u + o(u) (u → 0)

(ii) Der Gradient verhält sich unter orthogonalen Transformationen ∇′φ′ := (D′
1φ

′ · · · D′
mφ

′)TGradient unter orth.

Transformationen (mit D′
i := ∂

∂x′

i
) wie ein Tensor erster Stufe (Vektor):

∂φ′(x′)

∂x′
i

=
∂φ(x)

∂x′
i

=
∂φ(x)

∂xj

∂xj

∂x′
i

=
∂φ(x)

∂xj
RT

ji ⇒ ∇′φ′(x′) = R ∇φ(x)

Definition A.9 (Richtungsableitung).
Sei u0 ∈ Rm normiert und t ∈ R, so wirdDef.:

Richtungsableitung

Du0φ(x) := lim
t→0

φ(x + tu0) − φ(x)

t
(A.8)

die Richtungsableitung von φ an der Stelle x in Richtung u0 genannt.

Bemerkung A.4
(i) Sei speziell u0 = êk (k ∈ {1, . . . , m}), so gilt

Du0φ(x) = Dkφ(x) (A.9)

Das heißt, die Richtungsableitung in Richtung eines euklidischen Einheitsvektors êk ist gerade
die partielle Ableitung nach der k-ten Variablen.

(ii) Allgemein gilt

Du0φ(x) = ∇φ(x) · u0 (A.10)
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Beweis: Es ist

Du0φ(x) = lim
t→0

1

t
(φ(x + tu0) − φ(x)) = lim

t→0

1

t
(Dφ(x)tu0 + o(tu0))

= ∇φ(x) · u0 + lim
t→0

o(tu0)

t
= ∇φ(x) · u0 + lim

t→0

o(tu0)

t‖u0‖

= ∇φ(x) · u0

Die Richtungsableitung ist also gerade durch die Projektion des Gradienten in die Richtung u0

gegeben. Damit können wir mithilfe der Schwarzschen Ungleichung zeigen, dass der Gradient
immer in Richtung des steilsten Anstiegs des Skalarfelds φ(x) zeigt:

(iii) Es giltDie Richtung des

Gradienten ist die

steilste
|Du0φ(x)| = |∇φ(x) · u0| ≤ ‖∇φ(x)‖‖u0‖ = ‖∇φ(x)‖

Die Gleichheit gilt bei der Schwarzschen Ungleichung dann, wenn ∇φ und u0 in die gleiche
Richtung zeigen. Somit ist die Steigung von φ in diejenige Richtung u0 am steilsten, die in
dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt. Obiges beweist ebenso, dass sich das Skalarfeld φ
senkrecht zum Gradienten nicht ändert.

A.2.3 Der Gradient in Kugelkoordinaten

Wege im Rm und der Tangentialraum

Seien x0 ∈ Rm, δ ∈ R. Die Abbildung x(·) : [−δ, δ] → Rm, t 7→ x(t) sei stetig differenzierbar
und Wx0 := {x(·)|x(0) = x0}. Die Elemente von Wx0 kann man sich als Bahnen von Teilchen
vorstellen, die zur Zeit t = 0 am Punkt x0 sind.

Zwei Wege x(·) und y(·) aus Wx0 seien äquivalent, falls ihre Geschwindigkeitsvektoren ẋ, ẏÄquivalenzrelation

in Wx0 zur Zeit t = 0 dieselben sind:

x(·) ∼ y(·) :⇔ ẋ(0) = ẏ(0) (A.11)

Alle Elemente, welche dieselbe Äquivalenzrelation erfüllen, gehören einer Äquivalenzklasse
[x(·)] an.

Definition A.10 (Tangentialraum).
Der Raum der ÄquivalenzklassenDef.:

Tangentialraum
Tx0 := {[x(·)] : x(·) ∈ Wx0} (A.12)

wird Tangentialraum am Punkt x0 genannt.

Definition A.11 (Skalarprodukt auf Tx0
).

DurchSkalarprodukt auf

Tx0

([x(·)], [y(·)])Tx0
:= (ẋ(0), ẏ(0)) =

m∑

j=1

ẋj(0)ẏj(0) (A.13)

ist ein Skalarprodukt1 auf Tx0 erklärt.

1Mit (·, ·) bezeichnen wir im Folgenden immer das Standardskalarprodukt im Rm
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Bemerkung A.5
Im Folgenden unterscheiden wir nicht mehr zwischen der Äquivalenzklasse [x(·)] und einem Re-
präsentanten x(·) ∈ [x(·)], da uns jeweils nur ẋ(0) interessiert.

Koordinatentransformationen, Skalarprodukt in TΦ(x0)

Wir betrachten eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung Φ : Rm → Rm (Koordina-
tentransformation). Ein Weg x(·) ∈ Tx0 wird zu einem Weg

Φ ◦ x(·) =: x̃(·) ,

der durch den Punkt Φ(x0) geht.

Durch das Skalarprodukt (x(·),x(·))Tx0
= (ẋ(0), ẋ(0)) = |ẋ(0)|2 ist bis auf konstante Fak-Kinetische Energie

unter Koordinaten-

transformation

toren die kinetische Energie eines Teilchens zur Zeit t = 0 am Ort x0 gegeben. Diese Ei-
genschaft des Skalarprodukts in Tx0 soll bei Koordinatentransformationen erhalten bleiben.
Dazu fordern wir allgemeiner

(x̃(·), ỹ(·))TΦ(x0)
:= ( ˙̃x(0), ˙̃y(0))TΦ(x0)

!
= (ẋ(0), ẏ(0))

Mit dieser Forderung können wir eine Darstellung des Skalarprodukts in TΦ(x0) entwickeln,

denn es ist ˙̃x(0) = DΦ(x0)ẋ(0) und damit ẋ(0) = (DΦ(x0))
−1 ˙̃x(0). Und wegen y(0) =

x(0) = x0 können wir schreiben

( ˙̃x(0), ˙̃y(0))TΦ(x0)
=

(

(DΦ(x0))
−1 ˙̃x(0), (DΦ(x0))

−1 ˙̃y(0)
)

=
((

(DΦ(x0))
−1
)T

(DΦ(x0))
−1 ˙̃x(0), ˙̃y(0)

)

Für unsere Zwecke ist es sinnvoll hier ein Satz aus der Analysis anzuwenden, der es gestattet
folgende Umformung durchzuführen:

(DΦ(x0))
−1 = DΦ−1(Φ(x0)) =: DΦ−1(z0) (A.14)

Damit erhalten wir schließlichSkalarprodukt auf

TΦ(x0)

( ˙̃x(0), ˙̃y(0))TΦ(x0)
=
(

DΦ−1(z0)
TDΦ−1(z0) ˙̃x(0), ˙̃y(0)

)

(A.15)

Gradient

Sei nun Gϕ,x0 eine Abbildung2 auf dem Tangentialraum Tx0, definiert über

Gϕ,x0 : Tx0 → R,x(·) 7→ d

dt
ϕ(x(t))

∣
∣
∣
∣
t=0

2Fasst man ϕ als Potential auf, so gibt Gϕ,x0 die zeitliche Änderung der potentiellen Energie zur Zeit
t = 0 an.
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mit einem Skalarfeld ϕ : Rm → R. Nach der Kettenregel ergibt sich

Gϕ,x0(x(·)) =
d

dt
ϕ(x(t)) = Dϕ(x0)ẋ(0)

Dabei kann Dϕ(x0) als lineares Funktional auf Tx0 verstanden werden, welches durch ein
Element A aus Tx0 mittels des Skalarprodukts dargestellt werden kann: Dϕ(x0)ẋ(0) =
(A, ẋ(0))Tx0

. Dieses Element wollen wir mit gradϕ(x0) bezeichnen, da in Tx0 folgendes gilt:

Dϕ(x0)ẋ(0) = (∇ϕ(x0), ẋ(0)) ⇒ ∇ϕ(x0) = A =: gradϕ(x0)

Die definierende Gleichung für den Gradienten in Tx0 ist damitDef.: Gradient im

Tangentialraum

Dϕ(x0) = (gradϕ(x0), · )Tx0
(A.16)

Gradient in neuen Koordinaten

Sei ϕ̃ := ϕ ◦ Φ−1 mit einer Koordinatentransformation3 Φ. Wir führen im transformierten
Raum TΦ(x0) eine analoge Abbildung Gϕ̃,Φ(x0) ein:

Gϕ̃,Φ(x0) : TΦ(x0) → R, x̃(·) 7→ d

dt
ϕ̃(x̃(t))

∣
∣
∣
∣
t=0

= Dϕ̃(Φ(x0)
︸ ︷︷ ︸

=z0

) ˙̃x(0)

Nun ist einerseits

Dϕ̃(z0) = (∇ϕ̃(z0), · ) (∇ϕ̃ = (D1ϕ D2ϕ · · · Dmϕ)T )

und andererseits können wir den Gradienten in TΦ(x0) gemäß Gl. (A.16) einführen über

Dϕ̃(z0) = (grad ϕ̃(z0), · )TΦ(x0)

(A.15)
=

(
DΦ−1(z0)

TDΦ−1(z0)grad ϕ̃(z0), ·
)

Damit ergibt sich

∇ϕ̃(z0) = DΦ−1(z0)
TDΦ−1(z0)grad ϕ̃(z0)

Mit Gl. (A.14) ergibt sich schließlich als Transformationsgesetz für den GradientenGradient unter

Koordinatentrans-

formation grad ϕ̃(z0) = DΦ(x0)DΦ(x0)
T∇ϕ̃(z0) (A.17)

Transformation in Kugelkoordinaten

Als Beispiel wollen wir den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen. Im Falle der Kugel-
koordinaten bietet es sich an, von der Rücktransformation Φ−1 =: K auszugehen:Spezielle

Transformation 3Hiermit ist gewährleistet, dass ϕ̃(x̃(t)) = ϕ(x(t)), wodurch die Funktionswerte des transformierten
Potentials mit denen des ursprünglichen übereinstimmen.
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K : (0,∞) × (0, π) × [0, 2π) → R
3, (r, θ, φ) 7→ (r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ)

Die Ableitung DΦ(x0) = DK−1(x0) = DK(z0)
−1 hat in TΦ(x0) die Darstellung

DK(z0) =





cosφ0 sin θ0 r0 cosφ0 cos θ0 −r0 sinφ0 sin θ0
sinφ0 sin θ0 r0 sinφ0 cos θ0 r0 cosφ0 sin θ0

cos θ0 −r0 sin θ0 0





DK(z0)
−1 =





sin θ0 cosφ0 sin θ0 sinφ0 cos θ0
1
r0

cos θ0 cosφ0
1
r0

cos θ0 sinφ0 − 1
r0

sin θ0
− 1

r0 sin θ0
sinφ0

1
r0 sin θ0

cosφ0 0





Damit ist

DK(z0)
−1(DK(z0)

−1)T =






1 0 0
0 1

r2
0

0

0 0 1
r2
0 sin2 θ0






Also

grad ϕ̃(r0, θ0, φ0) =






1 0 0
0 1

r2
0

0

0 0 1
r2
0 sin2 θ0




∇ϕ̃(z0) =






∂ϕ̃(z0)
∂r

1
r2
0

∂ϕ̃(z0)
∂θ

1
r2
0 sin2 θ0

∂ϕ̃(z0)
∂φ




 (A.18)

Um den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen zu können, benötigen wir die Darstellung
der Einheitsvektoren êr, êθ, êφ in TΦ(x0). Dazu betrachten wir die speziellen Wege durch z0

r(t) = (r0 + t, θ0, φ0) , θ(t) = (r0, θ0 + t, φ0) , φ(t) = (r0, θ0, φ0 + t)

Die krummlinigen Einheitsvektoren erhalten wir über

ṙ(0) = (1, 0, 0) , θ̇(0) = (0, 1, 0) , φ̇(0) = (0, 0, 1)

Bezüglich des Skalarprodukts

( · , · )TΦ(x0)
= (DK(z0)

TDK(z0) · , · ) = (





1 0 0
0 r20 0
0 0 r20 sin2 θ0



 · , · )

sind diese Vektoren orthogonal, aber nicht normiert:

‖ṙ(0)‖ =
√

(ṙ(0), ṙ(0))T (Φ(x0)) = 1

‖θ̇(0)‖ =
√

(θ̇(0), θ̇(0))T (Φ(x0)) = r0

‖φ̇(0)‖ =
√

(φ̇(0), φ̇(0))T (Φ(x0)) = r0 sin θ0
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Eine mögliche Orthonormalbasis in TΦ(x0) besteht also aus den Elementen

êr := (1, 0, 0) , êθ := (0,
1

r0
, 0) , êφ := (0, 0,

1

r0 sin θ0
)

Gl. (A.18) kann somit geschrieben werden alsGradient in

Kugelkoordinaten

grad φ̃(r0, θ0, φ0) =
∂ϕ̃

∂r
(z0)êr +

1

r0

∂ϕ̃

∂θ
(z0)êθ +

1

r0 sin θ0

∂ϕ̃

∂φ
(z0)êφ (A.19)

A.2.4 Divergenz, Rotation und der Laplace-Operator

Definition A.12 (Divergenz).
Man nennt das Skalarfeld div A := ∇× A = ∂iAi die Divergenz von A.Def.: Divergenz

Definition A.13 (Rotation).
Das Pseudovektorfeld rotA = ∇× A = ∂iAjǫijk êk wird Rotation von A genannt.Def.: Rotation (1)

Definition A.14 (Laplace-Operator).
Den Operator △ := ∂i∂i = ∇2 nennt man Laplace-Operator. Wendet man diesen auf einDef.:

Laplace-Operator Skalarfeld an, so erhält man die Identität

△ϕ = div gradϕ

Bemerkung A.6
Es gibt anschauliche Interpretationen der Divergenz und Rotation, auf die an späterer Stelle genauer
eingegangen wird, wenn dazu das mathematische Rüstzeug zur Verfügung steht.

A.2.5 Differential

Seien m ∈ N, φ : Rm → R. Die lineare AbbildungTotales Differential

Dφ(x) : Rm → R,u 7→ Dφ(x)u = ∇φ(x) · u (A.20)

wird oft (totales) Differential genannt. Dabei benutzt man häufig die Schreibweise

dφ =
∂φ

∂x1
dx1 + · · · + ∂φ

∂xm
dxm

Um zu verstehen, woher diese Schreibweise kommt, führen wir folgende Schritte durch:

(i) Umbenennung: dφ(x) := Dφ(x). Damit wird

dφ(x)u = ∇φ(x) · u =
∂φ(x)

∂x1
u1 + · · · + ∂φ(x)

∂xm
um
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(ii) Mit der Vereinbarung, dass wir links und rechts dasselbe x einsetzen, können wir das
Argument weglassen. Außerdem verzichten wir auf der linken Seite auf das u, da es
rechts abgelesen werden kann:

dφ =
∂φ

∂x1
u1 + · · · + ∂φ

∂xm
um (A.21)

(iii) Führen wir nun eine Abbildung gi ein, welche die spezielle Koordinate xi zurückgibt:

gi : Rm → R,x 7→ xi

Und nennen wir diese Abbildung wie ihren Wert xi(x) := gi(x), so können wir von
diesem Skalarfeld das Differential gemäß Gl. (A.21) bilden:

dxi = Dgi(x)u =
∂xi

∂x1
u1 + . . .+

∂xi

∂xm
um = ui

Somit ergibt sich schließlich für dφ:

dφ =
∂φ

∂x1
dx1 + · · · + ∂φ

∂xm
dxm (A.22)
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A.3 Kurvenintegrale

A.3.1 Kurven

Definition A.15 (Weg).
Seien a, b ∈ R, a < b, m ∈ N undDef.: Weg

η : [a, b] → R
m

eine Abbildung. Ist η stetig, so kann man – wie bereits eingeführt – η als Weg im Rm

bezeichnen. η(a) wird dann Anfangspunkt, η(b) Endpunkt und der Wertebereich W(η) Spur
des Weges η genannt.

Unter dem Begriff Kurve versteht man eher die Spur eines Weges. Sind also die Werteberei-
che verschiedener Wege gleich, so kann man sie unter Umständen als ein und dieselbe Kurve
identifizieren. Um aber z.B. verschiedene Durchlauf-Richtungen unterscheiden zu können,
führen wir eine neue Äquivalenzrelation ein:

Definition A.16.
Seien a, b, α, β ∈ R, a < b, α < β undÄquivalenzrelation

von Wegen

η : [a, b] → R
m , ϑ : [α, β] → R

m

zwei Wege im Rm. η und ϑ sind äquivalente Wege, falls eine streng monoton wachsende,
stetige Funktion

φ : [α, β] → [a, b] mit φ(α) = a, φ(β) = b

existiert, und η(φ(τ)) = ϑ(τ) (∀τ ∈ [α, β]) gilt.

Damit besitzen zwei äquivalente Wege denselben Wertebereich und die gleiche Durchlauf-
richtung. Sind die Wege geschlossen, ist außerdem garantiert, dass sie gleich oft durchlaufen
werden.

Definition A.17 (Kurve).
(i) Eine Äquivalenzklasse [η] von Wegen bezüglich der oben eingeführten Äquivalenzrela-Def.: Kurve,

Parametrisierung tion wird als Kurve im Rm bezeichnet.

(ii) Sei Γ := [η] eine Kurve, so nennt man jeden Repräsentanten von Γ eine (Parameter-)
Darstellung.

Eine übliche Schreibweise für die Einführung einer Kurve ist

Γ : t 7→ η(t) (t ∈ [a, b]) :⇔ Γ ist die durch die Darstellung η definierte Kurve.
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A.3.2 Kurvenintegrale

Wenn im Folgenden Ableitungen von Kurven (bzw. deren Darstellungen) auftreten, dann
wollen wir immer davon ausgehen, dass diese existieren und stetig sind.

Seien G ∈ R3, η ein Weg in G, F : G → R3 ein stetiges Vektorfeld. Ist η der Weg einesMotivation: Arbeit

Teilchens, das der Kraft F ausgesetzt ist, so wirkt zur Zeit t am Ort η(t) die Kraft F (η(t)).

Um die Arbeit zu berechnen, die nötig ist, um ein Teilchen im Feld F entlang einer geraden
Strecke s zu bewegen, summiert man die Komponenten auf:

Fxsx + Fysy + Fzsz = (F , s)

Das Linienstück zwischen η(t) und η(t + h) ist für hinreichend kleines h näherungsweise
eine gerade Strecke. Man kann die benötigte Arbeit entlang dieses Stücks dann abschätzen
durch

W ≈ (F (η(t)),η(t + h) − η(t))

Zerlegt man [a, b] in kleine Teilintervalle [ti, ti+1], so können wir die Gesamtarbeit von η(a)
bis η(b) entlang des Weges η abschätzen durch

W ≈
∑

i

(F (η(ti)),η(ti+1) − η(ti))

Für hinreichend kleine h ist η(t+h)−η(t) = Dη(t) ·h+o(h). Also gilt in weiterer Näherung

W ≈
∑

i

(F (η(ti)), η̇(ti)) (ti+1 − ti)

Wählen wir die Teilintervalle immer kleiner, so wird die Näherung genauer und die (Rie-Bsp.:

Arbeitsintegral mannsche) Summe geht in ein Integral über. Da die Summe für kleinere Intervalle die Arbeit
immer besser approximiert, wird sie im Grenzübergang ∆t→ 0 Arbeitsintegral genannt.

W =

∫ b

a

(F (η(t)), η̇(t)) dt

Die Arbeit entlang eines Weges hängt allerdings nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der
er durchlaufen wird, also auch nicht von der speziellen Parameterdarstellung. Diese Eigen-
schaft liefert folgender Satz

Satz A.3 (Unabhängigkeit von der Darstellung)
Seien Γ eine Kurve in G und η : [a, b] → Rm, ϑ : [α, β] → Rm zwei Darstellungen von Γ .
Dann gilt

∫ b

a

(F (η(t)), η̇(t)) dt =

∫ β

α

(

F (ϑ(t)), ϑ̇(t)
)

dt (A.23)

Beweis: ϑ und η sind äquivalent, also existiert φ : [α, β] → [a, b] mit φ(α) = a, φ(β) = b und

η(φ(τ)) = ϑ(τ)
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Mit der Substitutions- und Kettenregel folgt

Z b

a
(F (η(t)), η̇(t)) dt =

Z β

α
(F (η(φ(τ))), η̇(φ(τ))) φ′(τ)dτ =

Z β

α

“

F (ϑ(τ)), ϑ̇(τ)
”

dτ
�

Definition A.18 (Kurvenintegral).
Seien Γ eine Kurve in G, x : [a, b] → Rm eine Darstellung von Γ und E : G → Rm einDef.:

Kurvenintegral Vektorfeld. Das Kurvenintegral im Feld E längs Γ ist definiert über

∫

Γ

(E(x),dx) :=

∫ b

a

(E(x(t)), ẋ(t)) dt (A.24)

Bemerkung A.7 (zur Schreibweise)
Anstatt (E(x),dx) schreibt man meist E(x) · dx oder auch E1(x)dx1 + · · · + Em(x)dxm:

Z

Γ

(E(x),dx) =

Z

Γ

E1(x)dx1 + · · · + Em(x)dxm (A.25)

:=

Z b

a

(E(x(t)), ẋ(t)) dt

=

Z b

a

(E1(x(t))ẋ1(t) + · · · + Em(x(t))ẋm(t)) dt (A.26)

Das heißt, man erhält das gewohnte Integral (A.26), wenn man in (A.25) x durch x(t) und dxi

durch ẋi(t)dt ersetzt.

A.3.3 Konservative Felder, Potentialfelder

Definition A.19 (Streckenzug, Gebiet).
(i) Sind x,y ∈ Rm, so heißt die KurveDef.: Streckenzug,

Gebiet

S(x, y) : t 7→ x + t(y − x) (t ∈ [0, 1])

Streckenzug von x nach y.

(ii) Sei G ⊂ Rm. G ist zusammenhängend, falls zu x,y ∈ G ein Weg x : [a, b] → Rm

existiert, mit x(a) = x und x(b) = y und Spur von x(·) in G.

(iii) G ist ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhängend.
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Definition A.20 (Konservatives Feld).
Seien G ein Gebiet, F : G → Rm ein Vektorfeld. Das Feld F ist konservativ, falls für je zweiDef.: Konservatives

Feld Kurven Γ1 und Γ2 in G mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

∫

Γ1

(F (x),dx) =

∫

Γ2

(F (x),dx) (A.27)

Satz A.4
Mit obigen Voraussetzungen und einer beliebigen geschlossenen Kurve Γ in G gilt

F konservativ ⇔
∫

Γ

(F (x),dx) = 0

Beweis: Zerlege Γ in zwei beliebige Wege. Deren Wegintegrale unterscheiden sich nur durch das
Vorzeichen. �

Definition A.21 (Potentialfeld, Potential).
Unter obigen Voraussetzungen wird F Potentialfeld genannt, falls ein Skalarfeld q : G → RDef.: Potentialfeld,

Potential existiert, mit

∇q(x) = F (x)

q heißt dann Potential zu F .

Ist z ∈ G der Endpunkt einer Kurve Γy in G mit festem Anfangspunkt x0 und F konservativ,
so ist das Kurvenintegral

∫

Γy
(F (x),dx) eine Funktion, die nur von y abhängt.

Satz A.5
Ist m ∈ N, G ⊂ R

m ein offenes Gebiet und F : G → R
m ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt:Konservative Felder

und Potentiale

(i) F ist genau dann konservativ, falls F ein Potentialfeld ist.

(ii) Ist q ein Potential zu F , dann ist für eine Kurve Ky,z in G mit y als Anfangs- und z
als Endpunkt

∫ z

y

(F (x),dx) :=

∫

Ky,z

(F (x),dx) = q(z) − q(y) (A.28)

Beweis: Einen Beweis findet man im Buch Mathematik für Physiker und Mathematiker von Rainer
Wüst (S. 718ff). �
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A.4 Oberflächenintegrale

Definition A.22 (Oberfläche).
Seien Ω ⊂ R2, p, q ∈ Ω. Als Oberfläche bezeichnet man eine Teilmenge S ⊂ R3, die überDef.: Oberfläche

eine Parametrisierung

x : Ω → R
3, (p, q) 7→ (x(p, q), y(p, q), z(p, q)) (A.29)

festgelegt wird.

Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen, dass die Oberflächen sich nicht selbst
schneiden, also aus x(p, q) = x(p̃, q̃) stets p̃ = p und q̃ = q folgt.

Beispiel A.4 (Sphäre)
Eine Sphäre Sr mit Radius r kann parametrisiert werden durch

x(φ, θ) = (r sinφ sin θ, r cosφ sin θ, r cos θ) mit (θ, φ) ∈ [0, π] × [0, 2π)

Eine andere Möglichkeit, die obere Halbsphäre S+
r darzustellen, ist die Wahl des Graphen

der Funktion f(x, y) =
√

r2 − x2 − y2 als Parameterdarstellung:

x(x, y) = (x, y, f(x, y)) = (x, y,
√

r2 − x2 − y2) mit x2 + y2 < r2

Ein Weg η(t) = (p(t), q(t)) in Ω wird durch eine Parameterdarstellung x einer OberflächeTangentialebene

S über Ω auf einen Weg x(η(t)) abgebildet. Der Vektor

dx

dt
=
∂x

∂p

dp

dt
+
∂x

∂q

dq

dt

steht dann in jedem Punkt der Kurve tangential zur Oberfläche S. Dieser ist eine Linear-
kombination aus den Tangentialvektoren ∂x

∂p und ∂x
∂q , welche die Tangentialebene im ent-

sprechenden Punkt aufspannen.

Sind diese beiden (Basis-)Tangentialvektoren in einem bestimmten Punkt linear abhängig,Singuläre

Oberflächen so wird dieser Punkt singulär genannt4 Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen,
dass die betrachteten Oberflächen in keinem Punkt singulär sind.

A.4.1 Flächeninhalt

Sei S eine Oberfläche, die durch x(p, q) parametrisiert wird. Um den Flächeninhalt eines
infinitesimalen Flächenstücks zu erhalten, betrachten wir die infinitesimalen Weglängen der
beiden Wege η(p) := x(p, q = const) und ϑ(q) := x(p = const, q):

dη =

∥
∥
∥
∥

∂x

∂p

∥
∥
∥
∥
dp , dϑ =

∥
∥
∥
∥

∂x

∂q

∥
∥
∥
∥
dq

4Diese Bedingung ist äquivalent zur Existenz eines Normalenvektors N := Dpx×Dqx 6= 0.

T3: Elektrodynamik 136 Sebastian Gottwald (LMU)



A Mehrdimensionale Analysis

und berechnet den Flächeninhalt des infinitesimalen Parallelogramms:

dS = dη dϑ sinα =

∥
∥
∥
∥

∂x

∂p

∥
∥
∥
∥

∥
∥
∥
∥

∂x

∂q

∥
∥
∥
∥

sinα dp dq = ‖Dpx ×Dqx‖ dp dq

(α sei der Winkel zwischen ∂x
∂p und ∂x

∂q ). Den gesamten Flächeninhalt erhalten wir dann überFlächeninhalt einer

Oberfläche die Integration

AS =

∫

S

dS =

∫

Ω

‖Dpx ×Dqx‖ dp dq (A.30)

Im Spezialfall einer Parametrisierung x(x, y) = (x, y, u(x, y)) mit einem Skalarfeld u(x, y)
ergibt sich

AS =

∫

Ω

√

1 +

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

dx dy (A.31)

A.4.2 Flussintegral

Seien n der Normaleneinheitsvektor (‖n‖ = 1) der Oberfläche S und F ein Vektorfeld, dannFluss durch die

Fläche schreibt man

∫

S

F · dS :=

∫

S

F · n dS =

∫

Ω

F · (Dpx ×Dqx) dp dq (A.32)

für das sogenannte Flussintegral, welches den Fluss des Vektorfelds F durch die Fläche S
angibt5.

5Das Skalarprodukt F ·n liefert einen großen Beitrag, falls das Vektorfeld senkrecht, einen kleinen Beitrag,
falls es parallel zur Fläche steht.

T3: Elektrodynamik 137 Sebastian Gottwald (LMU)



A Mehrdimensionale Analysis

A.5 Integralsätze

A.5.1 Satz von Gauß

Satz A.6 (Satz von Gauß)
Seien F ein Vektorfeld, V ⊂ R3 und σ := ∂V . Dann giltSatz von Gauß

∫

V

div F d3x =

∮

∂V

F · dσ (A.33)

Das heißt, es ist gleichbedeutend, die Divergenz von F in einem Volumen V zu integrieren
oder den Fluss des Felds F durch den Rand des Volumens zu berechnen.

Beweis: Wir betrachten ein infinitesimales Volumenelement µ mit Volumen dx dy dz gemäß Abb.
A.1. Es seien S := ∂µ der Rand von µ, si die Flächenstücke mit S =

S6
i=1 si gemäß Abb. A.1, ni die

Normalen der entsprechenden Flächenstücke, Ask
=

R

sk
dS der Flächeninhalt der jeweiligen Stücke

und

x0 =

0

@

x
y
z

1

A , x1 =

0

@

x+ dx
y
z

1

A , x2 =

0

@

x
y + dy
z

1

A , x3 =

0

@

x
y

z + dz

1

A

�

Der Fluss eines Vektorfeldes F durch S ist damit gegeben durch

I

S
F · dS =

6X

i=1

Z

si

F (x) · ni dS =
3X

j=1

Fj(xj )Asj −
3X

k=1

Fk(x0)Ask

= F1(x+ dx, y, z) dy dz + F2(x, y + dy, z) dx dz + . . .− F1(x, y, z) dy dz − . . .

= F1(x, y, z) dy dz +
∂F1

∂x
dx dy dz + . . .− F1(x, y, z) dy dz − . . .

= ∂1F1 d
3x+ ∂2F2 d

3x+ ∂3F3 d
3x = divF d3x

Bemerkung A.8 (Interpretation der Divergenz)
Aus obigem Beweis kann man eine Interpretation der Divergenz als lokale Quellendichte ableiten:Divergenz als lokale

Quellendichte

div F = lim
∆V →0

1

∆V

I

∂(∆V )

F · dσ (A.34)

A.5.2 Satz von Stokes

Betrachtet man spezielle Vektorfelder, z.B. ein statisches Geschwindigkeitsfeld V einer Strömung,Zirkulation

so kann es nötig sein, in bestimmten Punkten Wirbel nachzuweisen. Das Kurvenintegral

∫

Γ

(V (x),dx)

entlang eines geschlossenen Weges Γ ergibt einen großen Wert, falls die Tangentialvektoren
ẋ (entlang des Weges x) meistens parallel zum Feld V stehen und einen kleinen Wert, wenn
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n1

dx

dy

dz

(x,y,z)

F(x )1

Abbildung A.1: Zum Satz von Gauß

sie öfters andere Richtungen einnehmen. Dieses Kurvenintegral – Zirkulation genannt – gibt
also eine erste qualitative Beschreibung der Strömungsverhältnisse an.

Wir benutzen für die Beschreibung der Zirkulation eine andere Formulierung, die aber – wie
wir in Satz A.7 sehen werden – zu nahezu demselben Ergebnis führt.

Definition A.23 (Rotation).
Sei Gebiet in R

m, S : G → R
m ein stetig differenzierbares Vektorfeld, x0 ∈ R

m, dann istDef.: Rotation (2)

die Rotation von S an der Stelle x0 definiert durch

RotS(x0) : Rm ×R
m → R, {u,v} 7→ (DS(x0)u,v) − (DS(x0)v,u) (A.35)

Satz A.7
Mit obigen Voraussetzungen und ∂Au,v(x0) := Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4 (vgl. Abb. A.2) wobeiRotation und

Zirkulation

Γ1 : x1(t) := x0 −
1

2
(u + v) + tu

Γ2 : x2(t) := x0 +
1

2
(u − v) + tv

Γ3 : x3(t) := x0 +
1

2
(u + v) − tu

Γ4 : x4(t) := x0 −
1

2
(u − v) − tv

(jeweils mit t ∈ [0, 1]) ist

∫

∂Au,v(x0)

(S(x),dx) = RotS(x0)(u,v) + o
(
(‖u‖ + ‖v‖)2

)
(A.36)
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!!

!"

!#

!$

x

v

u

0

Abbildung A.2: Zum Satz von Stokes

Beweis: Berechnen wir die Zirkulation entlang ∂Au,v:

Z

∂Au,v

(S(x),dx) =

„Z

Γ1

+

Z

Γ2

+

Z

Γ3

+

Z

Γ4

«

(S(x),dx) =

Z 1

0
(S(x1(t)), ẋ1(t)) dt+ . . .

Wählen wir den Bereich, den Abb. A.2 darstellt genügend klein, so können wir S(x1(t)) entwickeln
zu

S(x1(t)) = S(x0) +DS(x0)

„

−
1

2
(u + v) + tu

«

Damit können wir obiges Integral vereinfachen zu

Z 1

0

»„

S(x0) +DS(x0)

„

−
1

2
(u + v) + tu

«

,u

«

+

„

S(x0) +DS(x0)

„
1

2
(u− v) + tv

«

,v

«

+

„

S(x0) +DS(x0)

„
1

2
(u + v) − tu

«

,−u

«

+

„

S(x0) +DS(x0)

„

−
1

2
(u− v) − tv

«

,−v

«–

dt

=

Z 1

0
(DS(x0) (−(u + v) + 2tu) ,u) + (DS(x0) ((u− v) + 2tv) ,v) dt

= (DS(x0)(u− v),v) − (DS(x0)(u + v),u) + (DS(x0)u,u) + (DS(x0)v, v)

= (DS(x0)u,v) − (DS(x0)v,u) = Rot S(x0)(u,v)

Damit haben wir also gezeigt, dass für genügend kleine ‖u‖, ‖v‖ das Integral
R

∂Au,v
(S(x0),dx) und

die oben definierte Rotation dasselbe ausdrücken. �

Die Rotation kann also zur Beschreibung der Strömungsverhältnisse von Feldern dienen. Die
uns bekannte Rotation im Dreidimensionalen unterscheidet sich auf den ersten Blick grund-
legend von der hier Eingeführten. Dies liegt an einer etwas irreführenden Notation; genauer
daran, dass verschiedene Ausdrücke in diesem Zusammenhang als Rotation bezeichnet wer-
den.
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Satz A.8 (Rotation und Wirbeldichte)
Sei nun G ⊂ R3 ein Gebiet und S : G → R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, dann ist

RotS(x)(u,v) = (rotS(x),u × v) (A.37)

mit rotS(x) := (D2S3(x) −D3S2(x), D3S1(x) −D1S3(x), D1S2(x) −D2S1(x)).Rotation und

Wirbeldichte rotS(x) wird dabei wieder Rotation (Wirbeldichte) von S genannt.

Beweis: Wir berechnen (und schreiben DS für DS(x)):

Rot S(x)(u, v) = (DSu,v) − (u,DSv) =
“

(DS −DST )u,v
”

=

0

@

0

@

u2(D2S1 −D1S2) + u3(D3S1 −D1S3)
u1(D1S2 −D2S1) + u3(D3S2 −D2S3)
u1(D1S3 −D3S1) + u2(D2S3 −D3S2)

1

A ,v

1

A

= (rot S(x),u× v)

Satz A.9 (Satz von Stokes)
Seien F ein Vektorfeld, σ eine (offene oder geschlossene) Oberfläche, η eine Parametrisie-Satz von Stokes

rung der Kurve ∂σ. Dann gilt

∫

σ

rotF · dσ =

∮

∂σ

F · dη (A.38)

Das bedeutet, der Fluss der Rotation von F durch die Fläche σ ist gleich dem Kurvenintegral
von F entlang des Randes der Fläche σ.

Beweis: Sei x(p, q) eine Parametrisierung der Oberfläche σ. Nach den Sätzen A.7 und A.8 gilt:

I

∂Au,v(x0)
F (x0) · dx = rot F · (u× v)

, wobei ‖u‖ und ‖v‖ genügend klein zu wählen sind und damit Au,v(x0) ein kleines Flächenstück von
σ im Punkte x0 angbit. Setzen wir nun u = ∂px und v = ∂qx und ‖u‖ =: dp, ‖v‖ =: dq dann ist
n(x0) := (u× v)/(dp dq) der Normaleneinheitsvektor von σ in x0. Damit ist

I

∂A
F · dx = rot F · n dp dq = rot F · dη

�

Integration über q und p liefert das gewünschte Ergebnis.

Bemerkung A.9 (Interpretation der Rotation)
Die bereits angesprochene Interpretation der Rotation als (lokale) Wirbeldichte wird klarer, wennRotation als

Wirbeldichte man den Zusammenhang aus obigem Beweis betrachtet:

n · rot F = lim
∆σ→0

1

∆σ

I

∆σ

F · dη (A.39)
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Satz A.10 (Folgerungen aus dem Satz von Stokes)
(i) Da das Kurvenintegral entlang des Randes von σ nur von diesem Rand, aber nicht von

der Fläche an sich abhängt, ist auch der Fluss der Rotation durch die Oberfläche σ
unabhängig von dieser.

(ii) Ist σ geschlossen, so verschwindet der Rand (∂σ → 0) und damit das gesamte Kur-
venintegral. In diesem Fall verschwindet also der Fluss der Rotation von F durch σ
ebenfalls.

(iii) Ein Vektorfeld F ist genau dann konservativ, falls die Rotation von F für alle PunkteRotationsfreies Feld

verschwindet:

rotF ≡ 0 ⇔ ∃ ϕ mit F ≡ gradϕ (A.40)

Konservative Felder werden deshalb wirbelfrei genannt.

(iv) Es gilt außerdemQuellenfreies Feld

div F = 0 ⇔ ∃A mit F ≡ rotA (A.41)

Beweis (von (iii)):
Sei zunächst F := gradϕ, so ist

rot gradϕ = ∇× ∂jϕêj = ∂i∂jϕǫijk êk = −∂j∂iǫjik ≡ 0

Sei nun rot F ≡ 0 vorgegeben, dann folgt aus dem Satz von Stokes, dass das Wegintegral von F

entlang der geschlossenen Kurve ∂σ verschwindet. Damit ist nach Satz A.4 F konservativ und nach
Satz A.5 existiert eine Skalarfeld ϕ mit gradϕ ≡ F . �

Beispiel A.5 (Wirbelfreies Feld)
Für das Vektorfeld F (x) := x gilt

div F = ∂ixi = 3 , rotF = ∂ixjǫijk êk = δijǫijk êk = 0

F hat damit eine konstante Quellendichte und ist wirbelfrei.

Beispiel A.6 (Quellenfreies Feld)
Das Vektorfeld A(x) := (−y x 0)T hat die Eigenschaften

div A = ∂iAi = 0 , rotA = (0 0 2)T ,

ist also quellenfrei bei konstanter Wirbeldichte.
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A.5.3 Helmholtz-Theorem

Satz A.11 (Helmholtz-Theorem)
Jedes differenzierbare Vektorfeld F (x), welches für ‖x‖ → ∞ schneller als 1/‖x‖ verschwin-Helmholtz-Theorem

det, kann zerlegt werden in

F (x) = grad

(−1

4π

∫
div F (x′)

‖x − x′‖ d
3x′
)

+ rot

(
1

4π

∫
rotF (x′)

‖x − x′‖ d
3x′
)

(A.42)

Beweis: siehe Übung �
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A.6 Kontinuitätsgleichung

Seien ̺(x, t) ein Skalarfeld – bzw. hier speziell die Ladungsträgerdichte –, V ein geschlossenes
Volumen, q(t) :=

∫

V
̺(x, t)d3x die Gesamtladung in V . Aus den Maxwellgleichungen (2.1)

und (2.2)6 folgt die

Lokale Ladungserhaltung
Eine zeitliche veränderliche Gesamtladung q(t) (mit q̇ 6= 0) ist nur mit einem

Ladungsfluss durch die Oberfläche ∂V möglich

Definition A.24 (Stromdichte).
Sei v ein Geschwindigkeitsfeld einer Strömung, so definiert man die sog. Stromdichte alsDef.: Stromdichte

Ladung pro Fläche und Zeit:

j(x, t) := ̺(x, t) v(x, t) (A.43)

Die lokale Ladungserhaltung besagt also, dass die zeitliche Änderung ∂t̺ in einem Volu-
men dem Fluss von j durch den Rand (∂V =: σ) dieses Volumens gleich sein muss (mit
entgegengesetztem Vorzeichen) :

∫

V

∂t̺ d
3x

!
= −

∮

∂V

j · dσ = −
∫

V

div j d3x

Da diese Gleichung für beliebige Volumina V gilt, ist die sog. Kontinuitätsgleichung (lokaleKontinuitäts-

gleichung Ladungserhaltung in differentieller Form) erfüllt:

∂t̺+ div j = 0 (A.44)

Beispiel A.7 (Punktladung)
Sei ̺(x, t) = qδ(x − r(t)) die Ladungsverteilung einer Punktladung am Ort r(t) mit der
Geschwindigkeit ṙ(t). Die Stromdichte ist dann gegeben durch

ji(x, t) = ̺ ṙi = q ṙiδ(x − r(t))

Und damit ist

div j = ∂iji = ṙi∂i̺ = q ṙi ∂xi
δ(x − r(t)) = −q ṙi∂ri

δ(x − r(t)) = −ṙi∂ri
̺ = −∂t̺ ,

also die Kontinuitätsgleichung div j + ∂t̺ = 0 erfüllt.

6Man bildet die Zeitableitung von (2.1) und die Divergenz von (2.2) und setzt ∂tdivE ein.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.7 Krummlinige Koordinaten

Seien u, v, w beliebige Koordinaten (z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten) mit der Ortho-
normalbasis {êu, êv, êw}. Es sei außerdem ein Linienelement dl definiert, welches eine infini-Linienelement in

allg. Koordinaten tesimale Strecke im Raum angibt:

dl := f du êu + g dv êv + h dw êw (A.45)

Beispiele für u, v, w und f, g, h sind in folgender Tabelle zu finden:

u v w f g h

kartesische Koordinaten: x y z 1 1 1

Zylinderkoordinaten: ρ ϕ z 1 r 1

Kugelkoordinaten: r θ φ 1 r r sin θ

Satz A.12 (Darstellung der Differentialoperationen)
Die Differentialoperationen grad , rot , div ,△ werden in allgemeinen Koordinaten u, v, w denDarstellung der

Differential-

operatoren in allg.

Koordinaten

folgenden Gleichungen entsprechend dargestellt:

(i) gradχ =
1

f

∂χ

∂u
êu +

1

g

∂χ

∂v
êv +

1

h

∂χ

∂w
êw (A.46)

(ii) div A =
1

fgh
[∂u(ghAu) + ∂v(fhAv) + ∂w(fgAw)] (A.47)

(iii) rotA =
1

gh
[∂v(hAw) − ∂w(gAv)] êu + zykl. Perm. von

(
f g h
u v w

)

(A.48)

Beweis:

(i) Definiert man den Gradienten über das Differential

dχ = ∇χ · dl =
∂χ

∂u
du+

∂χ

∂v
dv +

∂χ

∂w
dw

�

so wird (i) sofort klar.

(ii) Wir berechnen den Strom eines Vektorfelds A durch die Oberfläche eines infinitesimalen Volu-
menelements (analog zum Beweis des Satzes von Gauß):

I

A · dσ = (Au g dv h dw)|u+du − (Au g dv h dw)|u + . . .

= ∂u(Augh) du dv dw + . . .

Gauß
= div A dV = div A fgh du dv dw

Also ist divA = 1
fgh

[∂u(Augh) + . . .].

(iii) Für die Rotation machen wir uns den Satz von Stokes zunutze, indem wir zunächst ein Kurven-
integral entlang des Randes eines infinitesimalen Flächenstücks (in der v−w-Ebene) auswerten:

I

A · dl = (Awh dw)|v+dv − (Awh dw)|v + (Avg dv)|w − (Avg dv)|w+dw

= (∂v(hAw) − ∂w(gAv)) dv dw

Stokes
= rot A · êu gh dv dw
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