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Teil I

Die Maxwell-Gleichungen



Kraft auf
Punktladung

GauBsches Gesetz

Kapitel 1

Grundgleichungen von
Elektrizitat und Magnetismus
vor Maxwell

1.1 Wirkung auf Probeladungen

Befindet sich eine Punktladung ¢ in einem elektrischen Feld E und Magnetfeld B, so erfahrt
sie die Kraft

F:q(E—i—%xB) (1.1)

1.2 Gleichungen zur Bestimmung der Felder

1.2.1 Gaufllsches Gesetz

Das GauBlsche Gesetz besagt: Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes, bzw. in
differentieller Form:

divE = 4mp (1.2)

oder in integraler Form: § E - do = 47Q (mit dem GauBschen Satz aus der differentiellen
Form ableitbar).

Beispiel 1.1 (Punktladung)

Mithilfe dem Gauflschen Gesetz kann man z.B. das elektrische Feld einer Punktladung
berechnen:

]{E-da:E(T) 47rr25/47erV:47TQ = B(r)==<=



Ampéresches
Gesetz

divB =10

Induktionsgesetz

1 Grundgleichungen von Elektrizitdt und Magnetismus vor Maxwell

1.2.2 Amperesches Gesetz

Nach Ampere erzeugen elektrische Strome magnetische Wirbelfelder:

47

rot B=—j (1.3)
c

bzw. in integraler Form: [rot B-do = § B-dl = * [ j.do =: 2Z.J. Dabei ist j die in Gl.
(A.43) definierte Stromdichte.

1.2.3 Das Magnetfeld ist quellenfrei

Das magnetische Feld besitzt keine Quellen, d.h. es gibt keine magnetischen Ladungen (bzw.
Monopole):

divB =0 (1.4)

1.2.4 Induktionsgesetz

Von Michael Faraday wurde das sog. Induktionsgesetz entdeckt, welches besagt, dass zeitlich
verdnderliche Magnetfelder elektrische Wirbel erzeugen:

ot E=-2" (1.5)

Die bekanntere Form ist die Integraldarstellung (1 [0,B-do = [rot E - do = §, E - dl):

100
%E-dl——zg (1.6)

mit dem magnetischen Fluss & := [ B -do.

T3: Elektrodynamik 3 Sebastian Gottwald (LMU)



Maxwellsche

Gleichungen

Maxwellscher

Verschiebungsstrom

Kapitel 2

Die Maxwellgleichungen im
Vakuum

James Clerk Maxwell fasste zwischen 1861 und 1864 die im vorigen Abschnitt vorgestellten
Gesetze zu einer einheitlichen Theorie zusammen und ergéinzte sie um den Mazwellschen
Verschiebungsstrom, welcher die Konsistenz mit der Kontinuitatsgleichung gewihrleistet.

Die Maxwellschen Gleichungen
divE = d4nmp (2.1)
rot B — l8,5E = 4—7Tj (2.2)
c c
rot B + %(%B =0 (2.3)
divB = 0 (2.4)

Bemerkung 2.1 (Grund fiir die Einfithrung des Verschiebungsstroms)
Bildet man die Divergenz des Ampereschen Gesetzes, erhdlt man die Gleichung

0 =divrot B &< divy

Damit gébe es keine Quelle des elektrischen Stromes, beziehungsweise laut Kontinuitdtsgleichung
—0ro = div j wére keine zeitlich verdnderliche Ladungstrégerdichte moglich. Maxwell modifizierte
das Amperesche Gesetz deshalb um einen Zusatzterm:

4
% j=rot B+ K
Somit ist —0yp = divj = ;=div K. Mit dem Gauflschen Satz 47¢ = div E ergibt sich dann

1
= ——8tE
&



Superpositionsprinzip

Invarianz unter

Raumspiegelungen

Elektro- und
Magnetostatik

2 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Bemerkungen 2.2

(i)

(ii)

(vi)

(vii)

Die Gleichungen (2.1) - (2.2) bilden ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung (fiir £ und B). Die ersten beiden Gleichungen sind inhomogen, die letzten
beiden homogen.

Da die Maxwellgleichungen linear in E, B, ¢ und j sind, gilt das Superpositionsprinzip: Falls
E, und B, Lésungen zu on und jn sind (n =1,2), so sind E1 + E2 und By + B2 Ldsungen
zu 01 + 02 und j1 + Jo.

Die Maxwell-Gleichungen sind konsistent mit der speziellen Relativitétstheorie.

Der Maxwellsche Verschiebungsstrom in den Maxwellgleichungen fiihrt zur Vorhersage von
elektromagnetischen Wellen mit der Geschwindigkeit c. Insbesondere kann damit Licht als
elektromagnetische Welle verstanden werden.

Die Maxwellgleichungen bilden eine vereinheitlichte Theorie fiir Elektrizitat, Magnetismus und
Optik.

Die Ladungstréigerdichte p ist eine Skalarfeld (kein Pseudoskalarfeld). Mit Gl. (2.1) folgt dann,
dass E ein Vektorfeld ist und aus (2.3), dass B ein Pseudovektorfeld darstellt. Aus (2.2) wird
ersichtlich, dass j ein Vektorfeld ist. Damit ist die Elektrodynamik invariant unter Raumspie-
gelungen.

Statischer Fall:
Fiir 0, E = 0,B = 0 entkoppeln die Maxwellgleichungen in die Gleichungen der Elektrostatik
(div E = 4mp, rot E = 0) und der Magnetostatik (div.B = 0, rot B = 47j/c).

T3: Elektrodynamik 5 Sebastian Gottwald (LMU)



Def.:
Elektrodynamische

Potentiale

Eichinvarianz der
Felder

Kapitel 3

Die elektrodynamischen
Potentiale

Laut der Maxwellgleichung (2.4) ist B quellenfrei. Es existiert also ein Vektorfeld A — ein
sog. Vektorpotential — mit rot A(x) = B(x). Setzen wir diesen Ausdruck fiir B in Gl. (2.3)
ein, so erhalten wir rot (E 4+ 19, A) = 0. Ein rotationsfreies Feld ist das Gradientenfeld eines
Skalarfelds. Damit konnen wir die Potentialfunktionen der Elektrodynamik definieren:

Definition 3.1 (Die Potentiale der Elektrodynamik).
Seien A ein Vektorfeld, o ein Skalarfeld und E, B Lisungen der Mazwellgleichungen. Obige
Uberlegungen zeigen, dass die Felder E und B durch die Gleichungen

B = rotA (3.1)
E = —gradp— 18,5A (3.2)
c

beschrieben werden kdonnen, sobald ¢ und A bekannt sind.

Bemerkung 3.1 (Eichtransformation)
Die oben definierten Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt. Die Felder A’, ¢, welche iiber die
Eichtransformation®

A" = A+Vy (3.3)

1
¢ = v 0 (3.4)

definiert sind, beschreiben durch die Gleichungen (3.1) und (3.2) dieselben Felder E und B wie A
und ¢. Die Funktion x dient als frei wiahlbarer Parameter.

Da durch diese Eichtransformation der Potentiale die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik
unverandert bleiben, ist sie eine Fichtheorie.

1 Als Eichtransformation bezeichnet man eine Transformation, in der eine frei wihlbare Funktion als
Parameter auftritt.



Wellengleichungen

der Potentiale

3 Die elektrodynamischen Potentiale

Satz 3.1 (Wellengleichungen fiir die elektrodynamischen Potentiale)
Die folgenden beiden Wellengleichungen fiir A und ¢ sind dquivalent zu den Mazwellglei-
chungen:

Op = 4mp (3.5)
0a - 175 (3.6)
c

mit dem d’Alembert-Operator O := 50} — A.

Beweis: Zunichst setzen wir B = rot A fiir das magnetische Feld und den Ausdruck fiir das Elektri-
sche Feld aus Gl. (3.2) in die zweite Maxwellgleichung ein:

4 1 1 1
ij = rot(rot A) +-—graddip+ —28,52A = DA+V(V~A+78t<p)
c —_—— c c

=V(V-A)—AA

Gleichung (3.6) ist erfiillt, wenn der Ausdruck V- A + %8,530 verschwindet. Dies kénnen wir durch
eine Eichung der elektrodynamischen Potentiale erreichen, da diese der oben vorgestellten Eichfreiheit
unterliegen?:

1 1 1 1
OQV-A’—',-E@W’:V~A+Ax+gﬁtw—c—28t2x:—l]x+(V-A-i—;(’)tgp)

Die Parameterfunktion y kann als Lésung dieser (inhomogenen) Wellengleichung gewéhlt werden, wo-
mit die gewiinschte Wellengleichung fiir A erfiillt wird.

Fiir Gl. (3.5) setzen wir zunéichst E = —grad ¢ — %@A in die erste Maxwellgleichung ein:
i 1
dro=divE = —Ap — —=9¢(V - A)
c

Wenn ¢ entsprechend der Lorenz-Eichung gewihlt wird, ist V- A = —%Btap und damit

Oy =4mo O

Bemerkung 3.2 (Rest-Eichfreiheit)

Erfiillen die Potentiale A und ¢ die Lorenz-Eichbedingung V - A + %8,5@ = 0, so sind diese aber
noch nicht eindeutig festgelegt, denn es gibt A’, ¢’ mit Oy = 0, welche die Bedingung ebenfalls
erfiillen.

2Diese spezielle Eichung zur Entwicklung der Wellengleichungen fiir die Potentiale wird als Lorenz-
Eichung bezeichnet (nach Ludvig Lorenz benannt, nicht Hendrik Antoon Lorentz).

T3: Elektrodynamik 7 Sebastian Gottwald (LMU)



Zeitliche Anderung
der Energie eines
Teilchens im Feld

Energiedichte der
Materie

Kapitel 4

Energie- und Impulserhaltung

4.1 Energie und Energiedichte der Materie
Vorweg wollen wir einen niitzlichen Ausdruck fiir die zeitliche Anderung der relativistischen
Energie £y := ymc? eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld gewinnen. Es ist
dp d ( ) mu
—=—(ymw)=...= —
di  dt JI= v
dgM - muv - v B dp

dt T IoaE b

Setzen wir nun fiir p nach dem zweiten Newtonschen Gesetz den Ausdruck (1.1) fiir die
Lorentzkraft ein, so ergibt sich

d€nr
dt

=quv-E (4.1)
Gibt es eine kontinuierliche Ladungsverteilung ¢ in einem Volumen V', so ist es sinnvoll

die Energiedichte Wiy := Ep/V der Materieteilchen einzufithren. Damit kénnen wir eine
Beziehung zur Stromdichte j herstellen:

4.2 Das Poynting-Theorem: Lokale Energieerhaltung

Multipliziert man die zweite Maxwellgleichung mit —FE, die dritte mit B und fasst sie in
einer Gleichung zusammen, so ergibt sich

1 1 4
“E-O,E+-B-3,B=—-——3j - E— (B rotE — E -rot B)
C C C

& %at(EQ + B?) = —4—”atWM —div (E x B) (4.3)
C C



Def.:
Poynting-Vektor

Die Energiedichte
des elektromagneti-
schen

Felds

Lokale
Energieerhaltung

4 Energie- und Impulserhaltung

Definition 4.1 (Poynting-Vektor).
Man bezeichnet den Vektor

&
S:=_—ExB (4.4)

als Poynting-Vektor.

Wir integrieren Gl. (4.3) iiber dem ganzen Raum R? und wenden gleichzeitig den Satz von
Gau$ fiir die Divergenz des Poynting-Vektors an. Damit erhalten wir

E’ 1 B?
6t/%dV:—6t/WM dV—?{S-da
i

Da die elektromagnetischen Felder E und B im Unendlichen verschwinden, verschwindet
das Flussintegral des Poynting-Vektors:

d E? + B?
- = = d = 4.
p </ Py V+ 5M> 0 (4.5)

Also ist fiir ein System aus dem elektromagnetischen Feld und der Teilchen darin der Term
innerhalb der Klammern eine Erhaltungsgrofie. £y, steht fiir die Gesamtenergie der Teilchen,
womit der andere Term die Energie des Feldes beschreiben muss. Die Grofie

W= 8%(132 + B?) (4.6)

gibt somit die Energiedichte des Felds an. Falls wir Gl. (4.3) nicht iiber den ganzen Raum,
sondern {iber ein endliches Volumen V integrieren, verschwindet das Flussintegral ¢ S - do
nicht, sondern gibt also die Anderung der Energie innerhalb des Volumens an und damit
den Energiefluss durch den Rand des Volumens. S erhélt damit die Bedeutung der Energie-
flussdichte des elektromagnetischen Felds. Diese Uberlegungen werden durch den Satz von
Poynting zusammengefasst:

Satz 4.1 (Der Satz von Poynting)
Die Gesamtenergie, die sich aus der Energie des elektromagnetischen Felds und der Energie
der Materie zusammensetzt, ist lokal erhalten:

|0:(Wr + W) = —div S (4.7)]

Eine Anderung der Gesamtenergiedichte in einem Volumen, fihrt also unweigerlich zu einem
Fluss der Grofie S durch den Rand des Volumens. S wird deshalb als Energiestromdichte
interpretiert!.

1 Dabei wird angenommen, dass keine Teilchen den Rand des betrachteten Volumens passieren. Wiire dies
doch der Fall, so miisste man einen Zusatzterm auf der rechten Seite der Gleichung einfiihren.

T3: Elektrodynamik 9 Sebastian Gottwald (LMU)



Impulserhaltung
(differentielle Form)

Impulsdichte und
Flachenstromdichte

des Impulses

Impulserhaltung
(integrale Form)

4 Energie- und Impulserhaltung

4.3 Lokale Impulserhaltung

In der Elektrodynamik bleibt der Gesamtimpuls von wechselwirkenden geladenen Teilchen
nur erhalten, wenn dem elektromagnetischen Feld ein eigener Impuls zugeordnet wird.

Sei gn(x,t) eine Impulsdichte, d.h. fv d®x gy (x,t) = py ist der Gesamtimpuls eines
Volumens V. Das zweite Newtonsche Axiom mit der Lorentzkraft p,, = ¢(E + v x B/c)
kann damit geschrieben werden als

1.
ogy = oF + I x B (4.8)

Benutzt man nun die Maxwellgleichungen um Ladungs- und Stromdichte zu eliminieren
(Ubung), so erhélt man folgende Gleichung (fiir die i-te Komponente):

‘ Oc(gri + gm,i) = 05T (4.9) ‘
wobel
1

als Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes interpretiert wird und der sog. Maxwellsche
Spannungstensor

1

™

1
T (EiEj + BiB;j — 50,(E* + B2)> (4.11)
als Fldachenstromdichte der Impulskomponente p; in j-Richtung, bzw. die Kraft pro Fliache
in i-Richtung auf ein Flidchenelement in j-Richtung. Diese Interpretation wird durch die
integrale Form der lokalen Impulserhaltung anschaulicher. Dafiir integrieren wir (4.9) iiber

einem Volumen V:
/ Ougr, + gmyi d°x :/ ;T d*x
v v
d
< E(pF,i +puyi) = T;do;
v

Es gilt also (mit T}. := (T;1 T2 Ti3)T)

d
d_(pF,i + M) = T, -do (4.12)
t av

Die zeitliche Anderung der Komponente p; := pri + pum,i des Gesamtimpulses innerhalb
eines Volumens ist also nur durch einen Fluss der Grofle T;. durch den Rand des Volumens
moglich. Ein einzelner Eintrag T;; gibt damit den Wert der Anderung von p; pro Fliche in
j-Richtung an?.

2Beispielsweise ist der Fluss Tb. - do durch eine infinitesimale Fliche mit Orientierung in é;-Richtung
gegeben durch T%. - é1do = To.

T3: Elektrodynamik 10 Sebastian Gottwald (LMU)



4 Energie- und Impulserhaltung

Bemerkung 4.1 (Impulsdichte des elektromagnetischen Felds)
Durch den Ausdruck gr := -+ (FE x B) wird dem elektromagnetischen Feld eine Impulsdichte

4me
zugeordnet. Diese ist proportional zum Energiestrom S

9=;5 (4.13)

Das heifit, die Impulsdichte ist dquivalent zum Energiestrom. Diese Beziehung ist konsistent mit
dem Zusammenhang zwischen Impuls und Energie eines relativistischen Punktteilchens:

1 , 1
Py = ymu = Zvyme = —Env
c c

T3: Elektrodynamik 11 Sebastian Gottwald (LMU)



Gebundene und

freie Ladungen

Kapitel 5

Die Maxwellgleichungen in
Materie

In Festkorpern sind die Maxwellgleichungen natiirlich ebenso giiltig, wie im Vakuum. Es ist
im Allgemeinen aber relativ kompliziert die Gleichungen beispielsweise auf 10%* Atomker-
ne und Elektronen anzuwenden, und dabei quantenmechanische Effekte miteinzubeziehen.
Diese Behandlung iibersteigt unseren derzeitigen Kenntnisstand der Festkorperphysik. Man
bedient sich an dieser Stelle deshalb einem makroskopischen Modell der Elektrodynamik,
wofiir die Maxwellgleichungen geringfiigig umgeschrieben werden miissen.

5.1 Ladungen und Stréme

Bringt man ein Dielektrikum in ein duBeres elektrisches Feld (z.B. zwischen zwei Kondensa-
torplatten), so kommt es zu einer Ladungsverschiebung der einzelnen Molekiile des Materials
(siche E2-Vorlesung). Dadurch treten an bestimmten Stellen (z.B. an den Stirnflichen) des
Dielektrikums Polarisationsladungen auf. Solche Ladungen innerhalb der Materie, die nur
indirekt beeinflussbar sind, bezeichnen wir als gebundene Ladungen mit der Ladungsdichte
Ob-

Diese Ladungen sind zu unterscheiden von den freien Ladungen, die in den Leitern frei
beweglich sind (Ladungsdichte gf). Fiir diese Ladungen muss die Kontinuitétsgleichung
Oroy +div gy = 0 erfiillt sein. Da wir dies fiir die gesamte Ladungsdichte o := o + 0, ebenso
fordern, sind die gebundenen Ladungen ebenso erhalten.

Satz 5.1
Fiir eine Ladungsdichte o, die die Kontinuitdtsgleichung erfillt, existieren zwei Vektorfelder
P und M mit
Oo+divij=0 & o=—divP, j=0P+crotM (5.1)
Beweis: Gelte zunichst die rechte Seite obiger Aquivalenz, dann ist

Oto + divg = —0idiv P 4+ divo P = 0.
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Def.: Polarisierungs-
und Magnetisie-

rungsdichte

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Sei nun die Kontinuitétsgleichung fiir j und p erfiillt und sei ein Vektorfeld P definiert durch
x
Py = —/ d, o(z',y,2,t), Py=P.=0.
0
Dann ist —div P = ¢ und die Kontinuitétsgleichung wird zu
div (j — 0:P) = 0.

Das heif3t, wir konnen mit einem weiteren Vektorfeld M schreiben:

j— 0P =crot M O

Bemerkung 5.1
Die durch Satz 5.1 definierten Felder P und M sind nicht eindeutig festgelegt. So sind ¢ und j
unbeeinflusst, falls sie aus den Feldern P’ und M’ hervorgehen, die durch die Eichtransformation

P':P—&—crotF7 M =M -0o,F
gegeben sind.

Wir wenden Satz 5.1 auf die gebundenen Ladungen, also auf die Ladungsdichte g, und und
die Stromdichte 75, an und erhalten die

Definition 5.1 (Polarisierungs- und Magnetisierungsdichte).
Durch die Gleichungen

o = —divP (5.2)
b = P+crotM (5.3)

werden die Polarisierungsdichte P und die Magnetisierungsdichte M definiert.

5.2 Maxwellgleichungen in Materie

Nun sind wir soweit die Maxwellgleichungen entsprechend umzuschreiben. Aus (2.1) folgt:

divE = 4n(os + o) = 4moy — 4ndiv P
& div (E+4nP) = 4npy

Analog erhélt man aus der zweiten Maxwellgleichung;:

1 4 4 4
ot B — —0,E = —j = —j; + —8,P + 47 rot M
C C C C

1 4
& 1ot (B —4nM) — ~0,(E + 47 P) = — 3,
& C

T3: Elektrodynamik 13 Sebastian Gottwald (LMU)



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Definition 5.2 (Verschiebungsdichte und H-Feld).

Def.: Verschie- Man definiert iber

bungsdichte,

H-Feld D = FE+4nP (54)
H = B-4tM (5.5)

die Verschiebungsdichte D und das H-Feld H.

Maxwellsche Mit dieser Definition kénnen wir obige Gleichungen zusammenfassen: | Die Maxwellschen Gleichungen in Mate
Gleichungen in
Materie
divD = d4mpy
1 4
rot H—~9,D = —j;
c c
1
rotE+-0;B = 0
c
divB = 0

Um mit diesen Gleichungen arbeiten zu konnen, bendtigt man zusétzliche entsprechende
Modelle, aus denen man durch Festlegung von P, M und j; Gleichungen! fiir D und H
und damit schliellich die Felder E und B ermitteln kann.

Bemerkung 5.2

Es ist wichtig, immer darauf zu achten, dass die Quellen von D und H nur die freien Ladungen
oy und Strome jy sind, wohingegen fiir E und B alle Ladungen und Stréme berticksichtigt werden
miissen.

5.3 Einfachste Modelle

Dielektrikum (i) Ideales Dielektrikum (linear, isotrop)
Die KG sind gegeben durch

P(x,t)=xE(x,t), M=0 (5.10)
mit der dielektrischen Suszeptibilitit x. Per Definition ist damit
D=(1+4rx)E=:¢cE, H=B (5.11)

mit der dielektrischen Konstante? ¢ = 1 + 4ry.

Magnetikum (ii) Ideales Magnetikum

1Man nennt diese Gleichungen dann konstituierende Gleichungen (KG).
2Im Vakuum ist folglich x = 0 und & = 1.

T3: Elektrodynamik 14 Sebastian Gottwald (LMU)



Leiter

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

(iii)

Die KG sind gegeben durch

M(x,t) = xmB(z,t), P=0 (5.12)
mit der magnetischen Suszeptibilitit X.,. Per Definition ist damit

D=E, puH:=(1—-4nx,) 'H=B (5.13)

mit der Permeabilitit p = (1 — 4mwx,,)~ L. Ist g > 1, so nennt man den Stoff parama-
gnetisch, ist 4 < 1 diamagnetisch.

Ohmscher Leiter
Die KG fiir die freie Stromdichte in einem Ohmschen Leiter lautet

jf(wvt) = IiE(.’I:,t) (5.14)

mit der Leitfihigkeit x.

Mit diesem Ausdruck kénnen wir wegen 0, Wy = 7 - E beispielsweise die Energieéinde-
rung beim Fluss eines Ohmschen Stroms berechnen:

ok = [#rawy=— [@ai; B=—x [ @0 B

Der Wert ist negativ, da das Feld Energie abgibt, aufgrund des elektrischen Wider-
stands des Leiters.

Im Spezialfall eines idealen Leiters (k — 0o) ist E = Lj; = 0. Damit wére nach (2.3)
0B = 0 und laut (2.1) o = 0.

Beispiel 5.1 (Leiter)
Wir betrachten einen Leiter der Lange L mit Radius r und Leitfdhigkeit x. Der Strom [
durch den Leiter ist dann gegeben durch

I=jiA=jpmr? =mr?kE

Mit dem Potential ¢(z) = — foz Edx = E z und der Spannung U := ¢(L) — ¢(0) = F L

ist

7T7’2

1
= —krU=: =U
L Iqj R ’

wobei R := -L> L der Ohmsche Widerstand des Leiters ist.

r2 K

T3: Elektrodynamik 15 Sebastian Gottwald (LMU)



Sprungbedingung
fiir die Verschie-

bungsdichte

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Beispiel 5.2 (Homogenes Dielektrikum)

Sei ein homogenes Dielektrikum zwischen zwei Kondensatorplatten mit der freien Ober-
flichenladung & := Q/A > 0 bzw. —{; gegeben. Da wir die freie Ladung kennen, kénnen
wir die Verschiebungsdichte D bestimmen:

DA:47T/d3ng =4nés A = D =A4n&y

Damit ist das elektrische Feld E = 1D = 4781 (homogen) und die Polarisierungsdichte

€

P =yE = Y28 = &1¢;s (homogen) bekannt. AuBerdem ist die gebundene Ladungs-

€

dichte im Inneren des Mediums g = —div P = 0. Auf der Oberfldche gilt jedoch:
—%P-dO'ZQb = —PAZ&,A

Und mit dem bereits berechneten Ausdruck fiir P konnen wir die Dichte der gebundenen
Ladung bestimmen:

9 (5.15)

Dabei fallt auf, dass die Vorzeichen von &y und &, verschieden sind; dass fiir ¢ — oo,
& = —&¢ wird — also das Dielektrikum vollsténdig abschirmt — und, dass fiir e = 1 die
Bedingungen eines Vakuums herrschen (&, = 0).

5.4 Randbedingungen an Grenzflichen

Die Maxwellgleichungen in Materie erlauben es, das Verhalten der Felder an den Grenz-
flichen zwischen verschiedenen Medien zu untersuchen.

(i) Verschiebungsdichte D
Wir integrieren Gl. (5.6) iiber ein kleines Volumen V' in Form eines Quaders, das ein
Stiick der Grenzfldche einschlieit, wobei zwei der Seitenflichen (mit Inhalt A) parallel
zur Grenzflache stehen und die restlichen eine verschwindende Breite besitzen sollen:

/ divD &®x= ¢ D-dA=(Di — Dy)A = 47Q;
14 oV

Dabei bezeichnet Dj- die Komponente der Verschiebungsdichte senkrecht zur Grenz-
fliche (und damit auch senkrecht zu A), wobei ¢ die Seite relativ zur Grenzfliche angibt.
Fithrt man die Fldchenladungsdichte £ := Q¢ /A ein, so ergibt sich fiir den Sprung der
senkrechten Komponente von D:

Di — Dy = 4n&; (5.16)

Der Fluss von D durch die restlichen Fldchen (mit der verschwindenden Dicke) ver-
schwindet, falls D insgesamt endlich bleibt. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt,
da nur endliche Ladungen vorhanden sein kénnen.
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Sprungbedingung
des H-Felds

Stetigkeit von El

Stetigkeit von B+

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

(i)

(iil)

H-Feld

Nun wollen wir ein Fldchenintegral iiber ein Rechteck R mit dem Rand I" ausfiihren,
wobei zwei der Seiten (mit der Linge [) parallel zur Grenzfliche verlaufen und die
anderen beiden eine verschwindende Lénge besitzen sollen. Durch die eingeschlossene
Linie auf der Grenzfliche fliefle ein Strom der Stérke I = ny - (n x I) mit der Linien-
stromdichte ny und dem Normalenvektor 7 der Grenzfliche. Integration von (5.7) iiber
die Flidche ergibt

/(rotH—lﬁtD)-daEZl—ﬂ-/jda
R C C

Da zwei der Seiten von R verschwinden sollen, verschwindet auch das Flussintegral von
D durch die Fliche, womit sich die Gleichung

47 . 47 .
j{H-dl:(Hl“—HQH) =T taxl) (g x ) -1
r C

C

ergibt. Womit wir eine Sprungbedingung des H-Felds erhalten:

4
H - H] =Zn, xn (5.17)

c

Elektrisches Feld
Genauso wollen wir nun Gl. (5.8) benutzen:

/<rotE+18tB)~d0'—jI{E-dl—O
c

Damit erhalten wir sofort die Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen
Felds

El—El=0 (5.18)

Magnetisches Feld )
Aus div B = 0 folgt mit denselben Uberlegungen, wie fiir die Verschiebungsdichte:

/didegx:jI{Bwlo'EO

Bl —Bl =0 (5.19)

Also

Bemerkung 5.3
Die Grenzflache wird bei dieser Beschreibung als scharf idealisiert. Das heiflt, die Ladungsdichte
of kann innerhalb dieses Modells durch £4(x) beschrieben werden.
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5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Wichtiger Spezialfall

Fir lineare Medien, wie wir sie in Abschnitt 5.3 behandelt haben, gilt speziell fiir {; = 0

Spezialfall: und ny = 0: .
§&r=0,mp=0
B T (5.20)
Lo o517 1o
—Bl °=" _B 5.21
H1 ! M2 2 ( )
El = El 5.22)
B} = Bj 23)

T3: Elektrodynamik 18 Sebastian Gottwald (LMU)
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Def.: Elektrostatik

Grundgleichungen
der Elektrostatik

Darstellung des
elektrostatischen
Felds

Kapitel 6

Allgemeine Formulierung

Definition 6.1 (Elektrostatik).
In der FElektrostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine elektrischen
Stréme. Die Grundgleichungen der Elektrostatik sind deshalb:

divE =4mp, rot E=0, rot B=divB =0 (6.1)

6.1 Elektrostatisches Feld

Satz 6.1 (Elektrostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Elektrostatik und dem Helmholtz-Theorem folgt B = 0 und
die Darstellung des elektrostatischen Felds:

x’ 31,/ x) xr—x
E(x) = —grad/ﬁ d%’:/d ola’) (6.2)

|l — ') | —a'

Beweis: Nach Satz A.11 konnen wir das elektrische Feld ausdriicken durch

1 div E(z') . 1 tE(x') .
E(x) = —grad (— div B(@') d‘sx') + rot (— rot B(@') d3:c/)
47 e — | 47 e — |

falls E fiir |&| — oo schneller verschwindet als 1/|x|. Mit den Grundgleichungen der Elektrostatik ist
der erste Ausdruck in Gleichung (6.2) sofort klar. Diesen kénnen wir aber weiter vereinfachen:

o) 5, / 3 R 1 a3z’ o(x') x—
—grad | ——— d°z2' = — [ d°z’ o(x')é;0; =
& /\m—m’| ol )Zz|:1:—:1:’\ |z — /|2 |z —a' O
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Coulombsches
Gesetz

Poisson-Gleichung

Darstellung des
elektrostatischen
Potentials

6 Allgemeine Formulierung

Bemerkungen 6.1
(i) Ist fiir ein konkretes elektrostatisches Problem die Ladungsverteilung bekannt, so kann mithilfe
von Gl. (6.2) das elektrostatische Feld berechnet werden.

(ii) Die Kraft auf eine punktformige Ladung innerhalb eines elektrostatischen Felds ist gegeben
durch F' = gE. Dabei geht man in der Elektrostatik immer davon aus, dass die Probeladung
beweglich ist, aber diese keinen Einfluss auf die Quelle des Felds E hat (da sonst Zeitabhéngig-
keiten auftreten wiirden).

(iii) Im Falle einer Punktladung kann man die Ladungsverteilung o(x) schreiben als

o(z) = Qé(x)
Damit ergibt sich fiir das elektrische Feld das Coulombsche Gesetz:
Q x
Ex)= ——
|| ||

(iv) Der letzte Term in Gl. (6.2) kann auch als Summation (bzw. Integration) iiber die elektrischen
Felder von Punktladungen dg = d*zo(z) aufgefasst werden, die durch das Coulombsche Gesetz
gegeben sind.

6.2 Elektrostatisches Potential

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld (wegen rot E = 0) das Gradientenfeld eines
Skalarfelds :

E = —gradyp

Eingesetzt in die erste Grundgleichung der Elektrostatik ergibt sich die sogenannte Poisson-
Gleichung"

— Np =4mp (6.3)
Satz 6.2 (Elektrostatisches Potential)

Als Lésung der Poisson-Gleichung und unmittelbare Folge von Gl. (6.2) erhdlt man das
elektrostatische Potential durch:

ox') s,
= [ —=— d’z 6.4
o= [ 22 (6.4)
Beweis: Wegen (siche Ubung) —Aﬁ = 47né(x — ') ist p(x) aus (6.4) Losung der Poisson-
Gleichung. O

Bemerkung 6.2
@ ist nur bis auf eine Integrationskonstante eindeutig festgelegt. Meistens wéhlt man ¢ so, dass
lim ¢ =0.

|| —o0

IDiese geht fiir o = 0 in die Laplace-Gleichung Ap = 0 iiber.
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6 Allgemeine Formulierung

Beispiel 6.1 (Eindimensionale Ladungsverteilung)
Sei eine eindimensionale Ladungsverteilung der Linge 2a entlang der z-Achse mit La-
dungsdichte

A(z) _{ g/(2a) fir |z < a

0 sonst

gegeben (z.B. ein verschwindend diinner Stab). Wir wollen das elektrische Feld in der
Mitte des Stabs entlang der Geraden durch 2 = 0 bestimmen (d.h. uns interessieren nur
die Punkte = (0,y,0) mit y € [0,00)). Dazu benétigen wir zuerst einen Ausdruck fiir
die Ladungsdichte p:

o(x) = Ad(y) 6(2) Ola — |x])

mit der Indikatorfunktion ©(x) := 1,~¢. Das Potential ©(0,y,0) erhalten wir dann leicht
aus Gl. (6.4):

@A
0,9,0) = | ————1d
©(0,y,0) /_a —

Um dieses Integral zu losen, setzen wir v := x + /22 + y2 und erhalten

d a 2 2
oy (o4 VT :Mn(w)
u 0 y

u(a)

©(0,9,0) = 2>\/

u(0)

Damit kénnen wir nun das elektrische Feld E = —grad ¢ entlang der oben betrachteten
Geraden bestimmen:
2)a

Aufgrund der Zylindersymmetrie des Problems kénnen wir den Definitionsbereich von E
auf die Flache durch den Punkt z = 0 und senkrecht zur Ladungsverteilung ausweiten:

. q ..
E(x=0,p) =é,———, fir p:=+/y?+22
P\ p* + a?

E(07 y7 O) = _gradS" = _éU 61}%0(07 y7 0) =

Grenzfille:

(i) a < p: Das elektrische Feld nimmt die Form E(p) = 5 an (Feld einer Punktladung).

(ii) a > p: Esergibt sich die Form? eines unendlich langen geladenen Drahts®: E(p) = %.

2Diese Gleichung erhilt man sehr einfach, indem man die erste Maxwellgleichung iiber einen Zylinder der
Hohe [ integriert, dessen Symmetrieachse mit dem Draht zusammenfillt: 2rpl E = 47l A, also E = 2\/p.

3 Diese Gleichung gilt auch entlang der z-Achse, wobei E auch fiir  — oo konstant bleibt. Dieses
Verhalten widerspricht den Bedingungen, die das Helmholtz-Theorem an ein elektrisches Feld stellt, was
aber kein Problem darstellen sollte, da die Idealisierung eines unendlich langen Drahtes in Wirklichkeit
niemals auftritt. Sie dient letztlich nur dazu, den Fall a > p einfach zu behandeln.
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6 Allgemeine Formulierung

6.3 Leiter in der Elektrostatik

Wir wollen einige grundlegende Eigenschaften von Leitern in der Elektrostatik zusammen-
tragen:

Kein Feld in Leitern e Innerhalb eines idealen Leiters gibt es kein elektrisches Feld. In ohmschen Leitern
gibt es nur dann ein elektrisches Feld, wenn ein Strom fliefit (7 = <FE), was in der
Elektrostatik nie der Fall ist.

Die Ladung sitzt an e Aus div E = 4mp folgt, dass innerhalb von Leitern in der Elektrostatik auch ¢ = 0 ist.
der Oberfliche Das heifit, eine eventuell vorhandene Ladung muss sich an der Oberfliche aufhalten.

e Seien a und b zwei beliebige Punkte innerhalb eines Leiters. Wegen

b
w(b)—w(a)=—/ E.dl=0

ist das Potential innerhalb eines Leiters konstant.

e Aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Felds beim Uber-
gang zwischen zwei Medien muss die Feldkomponente parallel zur Oberfliche aulerhalb
des Leiters verschwinden. Das Feld steht also immer senkrecht zur Oberfléche.
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Gesamtenergie einer
diskreten

Ladungsverteilung

Potentielle Energie
einer
kontinuierlichen

Ladungsverteilung

Kapitel 7

Feldenergie

7.1 Diskrete Punktladungen

Wir wollen zunéchst die Energie berechnen, die nétig ist um n raumfeste Punktladungen in
eine bestimmte Konfiguration (Lage zueinander im Raum) zu bewegen:

Die erste Ladung lisst sich ohne Krafteinwirkung an eine beliebige Stelle im freien Raum
bewegen (£; = 0). Die Ladung g2 wird hingegen bereits ein Feld (das Feld der ersten Punkt-
ladung E; im Abstand |x; — @2 =: r12) spiiren:

w2 g2 q1
52:—/ g2 Ev - dl = g2 o1 (x2) =
00 r12

Die dritte Ladung muss gegen die beiden Felder der vorhandenen Ladungen bewegt werden:

&y = q192 + q143 + 4243
12 13 23

Die gesamte Arbeit &, die verrichtet werden muss, um n Punktladungen zu positionieren
ist damit gegeben durch

n

Sn:zn:Z%:% 3 % (7.1)

i=11<j<i Y ig=1#5 "

7.2 Kontinuierliche Ladungsverteilung

In direkter Analogie zum diskreten Fall, konnen wir im kontinuierlichen Fall schreiben:

£ %/% P Po' = % /g(m)so(w) d*x (7.2)
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Selbstwechsel-

wirkung

Feld- entspricht
potentieller Energie

7 Feldenergie

Bemerkung 7.1 (Punktladungen in der Elektrodynamik)
Bei ' = x ist gibt es im kontinuierlichen Fall keine Singularitét fiir £, da {iber ein Volumen
integriert wird, welches fiir » — 0 schneller als 1/r verschwindet.

Fiir Punktladungen (o(x) = >, ¢id(x — x;)) ergibt sich innerhalb dieser Beschreibung folgender
Ausdruck fiir die Feldenergie

1 n qlq 1 n q2
g:_ —]:gn+_ =
2 Z 2;”2‘

o
ij=1 "

Die Reihe, die hier zusétzlich zu &, auftritt wird unendlich grof}, da r;; = 0 fiir alle 7. Man nennt den
eigentlich nicht definierten Ausdruck g7 /rii Selbstwechselwirkung und interpretiert sie als Energie,
die zum Aufbau einer Punktladung notwendig ist. Der Begriff einer Punktladung ist also jenseits
der klassischen Elektrodynamik, weshalb wir im Folgenden die Selbstenergie von Punktladungen
konsequent ignorieren.

Satz 7.1 (Feld- und potentielle Energie)
Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist die potentielle Energie £ des Systems gleich
der im Feld vorhandenen FEnergie:

!/
1 /g<m>g<w|> B e = /WFdsngi / \B? &z (7.3)
s

2 |z —a’

Beweis:

l/wdaxcﬁxl = l/g(w)cp(w) Az = %/divE(w) o(x) dx

2 |e — /| 2
1
= g/(div(Ecp)—E-gradcp) iz
1 1 .
= — E.-do+— | |E?d®
8#7{w o.+87r/‘ | *
Dacp(w)oc%fﬁrr::|w|—>ooistEr&oor%undsomit

1
fng~do'o<7—>0
r

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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Def.:

Legendre-Polynome

Erzeugende

Gleichung

Kapitel 8

Multipolentwicklung

Befindet man sich sehr weit von einer Ladungsverteilung o(x) entfernt, so kénnen wir sie

nidherungsweise durch das Coulombpotential ¢(x) = % beschreiben. Diese sehr grobe Néhe-

rung kann mit mit durch die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials verfeinern.

Dazu benétigen wir die Legendre- Polynome:

Definition 8.1 (Legendre-Polynom).
Polynome der Form

1 d

_ 2 l

Fi(x)
heifien Legendre-Polynome. Die ersten drei Polynome ergeben sich zu
Lo o
Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(z)= 5(3:10 -1)

Satz 8.1 (Orthogonalitit und Erzeugende)
Die Legendre-Polynome erfiillen die Orthogonalitdtsbedingung

1
2
/_1 Pi(z)Py(x)dx = ST o (8.2)

Sie werden erzeugt durch die Gleichung
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Entwicklung des
Potentials in

Legendre-Polynome

Monopol-Term

8 Multipolentwicklung

8.1 Allgemeine Entwicklung des Potentials

Zuerst wollen wir den Abstand |x — 2’| in Abhéngigkeit von r := || und ' := |&'| schreiben:
12 /
e —a'| = Vr2+12 =2z a' = \/r2 + 12 — 2r1' cos 0 _7’\/1+T—2 — 25 coso
r r

mit dem Winkel ¢ zwischen  und z’. Damit ergibt sich fiir das elektrostatische Potential
einer Ladungsverteilung o(2’):

N d3z! 1 =
o) V2 4 7”2 —2rr' cos @ T / Z < > H{cos6)

1=0
Z ] /dgzzr’ o(z")r" Py(cos §")

Mit der Definition
fi:= /d?’x’ o(x")r"" Py(cos 0') (8.4)

erhalten wir schlie3lich

p(x rl+1 Z i@ (85)

¢; nennt man 2'-Pol-Term.

8.2 Spezialfille

Wir wollen die ersten drei Entwicklungen genauer untersuchen:

Monopol (I = 0)

Wird nur bis zum ersten Glied der Reihe entwickelt, so erhélt man

o) ~ pola) =+ [ d'ofa) = (5.

Wie erwartet ist die grobste Ndherung durch das Coulombpotential der Gesamtladung
Q:= [o(x d3:v' gegeben.
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Dipol-Term

Quadrupol-Term

8 Multipolentwicklung

Dipol (1=1)
Der zweite Term der Entwicklung ergibt:
_ 1 / 6./ / d3 /
pr= 5 [ 1 cos o(x')d’x

’

Mit 7/ cos @' = S =n z’ und dem Dipolmoment p = [ x'o(z") d®z’ ergibt sich

1
p1=—=mn-p (8.7)

r2
Ist die Ladung so verteilt, dass zwei gleiche Pole exisiteren und damit @ = 0 ist, dann ist
@1 der fithrende Term in der Multipolentwicklung von .

Beispiel 8.1
Besteht ein Dipol aus zwei Punktladungen +¢ (bei @1) und —q (bei x3), so ist dessen
Dipolmoment gegeben durch

p= /:B/Q(ilt/)dg "= /w’q(é(:n’ —x1) — 0(x' — x2))d*2’ = qd

mitd:le—xg.

Quadrupol (I = 2)
Berechnen wir den dritten Term der allgemeinen Multipolentwicklung:

1 /21 2 n/ AW EIY
p2=5 [ 5(3cos 0" —1o(x')d’x

12

Mit 72 cos? ¢ = (n - x')? = ﬁzx;ﬁsz und 72 = A2r"? = A;7;0;;7'* kénnen wir schreiben

1
P2 = 5Nl /(3$§I} =16y )o(a) d’a’ =i oz hun; Qi (8.8)

Den symmetrischen und spurfreien Tensor @);; nennt man Quadrupolmoment.

Bemerkung 8.1 (Abhingigkeit vom Koordinatenursprung)

Die (Multipol-)Momente sind im Allgemeinen abh#ngig vom Koordinatensystem, bzw. von der
Wahl dessen Ursprungs. Es ist zweckméflig den Ursprung geméf einer moglichen Symmetrie der
Ladungsverteilung zu wihlen. Das kleinste, nichtverwschwindende Multipolmoment ist aber immer
unabhéngig von der Wahl des Ursprungs.
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8.3 Elektrisches Feld und Wechselwirkung von Dipolen

Elektrisches Feld

Mit dem Potential eines Dipols ¢(z) = % konnen wir das elektrische Feld berechnen:

B = % =y (-, 2 2) - X &)

Tpd r3

Wechselwirkungsenergie zweier Dipole

Wir kénnen die potentielle Energie einer Ladungsverteilung o(x) in einem dueren Feld, das
durch das Potential ¢(x) beschrieben wird, darstellen durch

€= / o(@)p(x) d*

Fiir den Fall, dass sich ¢ innerhalb der Gréflenordnung der gegebenen Ladungsverteilung o
nur langsam verdndert, konnen wir entwickeln

£~ / o(@)((0) + V(0) - ) d*z = Qp(0) — p - E(0)

Uns interessiert nun die potentielle Energie eines Dipols p; im Feld eines zweiten ps (wobei
der Abstand r zwischen den Dipolen verglichen mit der Ausdehnung d der Dipole grof} sei):

Py — 3(f - o) (R -
ro=—p1-Ey = br Py = 8(A - pa)(@ 1) &n (8.10)

r3
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Kapitel 9

Randwertprobleme

9.1 Randbedingungen und Eindeutigikeit

Fiir die meisten elektrostatischen Probleme ist es zu kompliziert, das elektrische Feld mithilfe
des Gauflschen Satzes zu ermitteln. Dann bedient man sich dem elektrostatischen Potential,
denn dieses ist meist einfacher bestimmbar:

p(x) = / |£(_x2,| &’z (9.1)

Ist aber beispielsweise die Ladungsverteilung ¢ umgeben von einem Randbebiet, oder herr-
schen dhnliche komplizierte Raumstrukturen vor, so ist das durch diesen Ausdruck gegegeben
Potential eventuell keine allgemeine, sondern nur eine spezielle Losung der Poisson-Gleichung

A = —4mp (9.2)

Mit einer allgemeinen Losung wird man unter Beriicksichtigung bestimmter Randbedingun-
gen Probleme innerhalb einem bestimmten Raumgebiet V', das moglicherweise von einem
Medium (z.B. von einem Leiter) abgegrenzt wird und eventuell selbst Kérper beinhaltet, be-
arbeiten konnen. Die nétigen Randbedingungen werden dabei Aussagen iiber das Potential
am Rand 0V des Volumens und iiber vorhandene Ladungsverteilungen im Innern beinhalten.
Man unterscheidet die

(i) Dirichlet-Randbedingung: ¢ ist auf dem Rand OV festgelegt.

A.10
(ii) Neumann-Randbedingung: Die Richtungsableitung D, ¢ ( = ) n - Vi in Richtung des

Normaleneinheitsvektors 7 von 0V ist auf dem Rand 0V vorgegeben.

Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung ist gegeben durch die Summe aus einer speziel-
len (inhomogen) und einer homogenen Losung ¢, (Losung der Laplace-Gleichung Ay = 0):

o) = [ EL 4 @) (9.3
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9 Randwertprobleme

Satz 9.1 (Eindeutigkeitssatz)

Eindeutigkeit der Die allgemeine Lisung (x) der Poisson-Gleichung ist fiir die Dirichlet-Bedingung eindeu-
Lésung tig, wohingegen die Neumann-Bedingung das Potential nur bis auf eine additive Konstante
festlegt.

Beweis: Nehmen wir an, es gebe zwei verschiedene Losungen ¢1, @2 der Poisson-Gleichung, welche
eine Dirichlet-Bedingung [bzw. Neumann-Bedingung] erfiillen. Sei 9 := ¢1 — 2, dann ist

Ay = —drp+4mp =0  und Yy =0 [bzw. (1o- V)]s, = 0]

Wegen der ersten Greenschen Identitét fv (YN + (Vp)2)dPx = fav YV - do ist

/V(Vw)QdSm = ]{’Z’W’ ~fudo =0

Also muss Vi verschwinden, womit 1 in V' konstant ist. Da ¢ aber auf dem Rand verschwindet, ist
insgesamt 1) = 0, womit p1 = @2 [bzw. p1 = @2 + const.]. O

Bemerkungen 9.1
(i) Befindet sich eine begrenzte Ladungsverteilung ¢ im freien Raum (0V — oo) und ist wie
iiblich lim;|_,oc ¢ = 0, dann folgt aus Gl (9.3) fiir die homogene Lésung lim g|—o @ = 0.
Da aber Agp, = 0, und eine Losung der Laplacegleichung keine lokalen Extrema haben kann
(siehe néchster Abschnitt), ist ¢ () = 0. Somit ist ¢(x) gegeben durch

Q(CU/) 3 ./
r)= | ——d'zx
o) = [ 22
Dies ist konsistent mit unseren bisherigen Uberlegungen zum elektrostatischen Potential von
Ladungen im Raum.

Faradayscher Kifig (ii) Betrachten wir ein ladungsfreies Volumen V', das von einem Leiter umgeben wird, so gilt fiir
das Potential:

Ap=0 inV , ¢=const auf OV

Damit ist wiederum ¢ = 0 im Volumen, da keine lokalen Extrema existieren diirfen, und
dadurch E = —gradp = 0 (in V). Eine solche Anordnung wird auch Faradayscher Kifig
genannt.

9.2 Eigenschaften der Losungen der Laplace-Gleichung

Die Werte ¢(x) (i) Sei eine Lisung der Laplace-Gleichung. Man kann den Wert des Potentials am Punkt
sind Mittelwerte x iber eine Mittelwertbildung der Werte auf dem Rand einer Kugel K mit Radius R
um x erhalten:
@= b v (9.4
r) = — g .
v 47TR2 K(z) v
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Beweis: Zunéchst wollen wir nur das Potential am Ursprung einer Punktladung ¢ am Ort
(0,0, z) betrachten. Es ist

1

1 q é 2 o
—— @ pdo = 2 R*sin6 df
47 R2 f 47 R? VR2sin?0 + (z — Rcos )2

k! 7{ ———————du
2 R? + 22 — 2Rzu)

™

1
- _gﬁ\/R2+z2—2choseo

= B+ -G-R)=1

Das Ergebnis stimmt also mit dem bekannten Ausdruck fiir das Potential einer Punktladung
tiberein. Wegen des Superpositionsprinzips, gilt die Vorschrift aber fiir jede beliebige Ladungs-
verteilung.

Diese Eigenschaft der Potentiale, die der Laplace-Gleichung geniigen, wird zur numeri-
schen Losung von Randwertproblemen ausgenutzt, indem ausgehend von den bekann-
ten Randwerten die einzelnen Werte des Potentials im Volumen iiber eine Iteration
bestimmt werden.

(ii) Fine Lésung ¢ der Laplace-Gleichung hat keine lokalen Extrema.
Dies folgt unmittelbar aus (i), da definitionsgeméfl der Mittelwert der Punkte um das
Extremum niemals dessen Wert erreichen wird. Es ist auflerdem Plausibel, dass ein
Potential, fiir das A = 0 ist, kein lokales Extremum existieren kann, da fiir Extrema
LA. 920 >0 (<0) Vi=1,2,3 ist.
Es kann also nur am Rand 0V Extrema geben und innerhalb des Volumens wird fiir
eine Probeladung keine stabile Lage moglich sein.

9.3 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die Laplace-Gleichung eines Potentials mit Randbedingungen kann mithilfe eines Separa-
tionsansatzes gelost werden. Wir werden sehen, dass wir mit dieser Methode einen ganzen
Satz von (unendlich vielen) Losungen erhalten, die moglicherweise eine der Randbedinungen
nicht erfiillen. Aufgrund der Linearitét der Laplace-Gleichung ist die Summe aller Losungen
ebenfalls eine Losung, die — mit entsprechenden Koeffizienten versehen — die geforderten
Bedingungen erfiillen kann.

Wir wollen uns hier auf achsensymmetrische Potentiale beschréinken und benutzen Kugel-
koordinaten: @(r, v, p) = &(r, ). Die Laplace-Gleichung lautet dann

1
2 —_— 1 =
O (r° 0,P) + Sinﬁf)ﬁ(smﬁ&g@) 0 (9.5)

Der Separationsansatz @(r,¥) = R(r) ©(19) liefert

L d 7“2@ +71 < sinﬁﬁ =0
R(r) dr dr O(9) sinv di v )
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Eine konstante Summe aus Funktionen, die jeweils nur von einer aber von verschiedenen
Variablen abhéngen ist nur moglich, wenn die einzelnen Summanden bereits Konstanten
sind. In diesem Fall heben diese sich sogar gegenseitig auf. Es ergeben sich die gewthnlichen
Differentialgleichungen

1 d [ ,dR
R(T)%(ﬂ%) = I(l+1) (9.6)

1 d (. ,dO©
e(ﬁ)siw%(mﬁ@) = —I(l+1) (9.7)

mit einem beliebigen Parameter [ € R.

e An der Struktur der Radialgleichung erkennt man, dass diese sich einfacher 16sen lésst, wenn

wir zusétzlich den Ansatz R(r) = @ machen, denn damit wird Gl. (9.6) zu
d*u u(r)
— = —=Il(l+1
dr? r? (+1)

Losungen dieser Gleichung lassen sich raten: ui(r) = '™ und u2(r) = r~' Also ist die
allgemeine Losung fiir R(r) der Form

R(r) = Ar' + ri (9:8)

e Schreiben wir die Differentialgleichung (9.7) fiir die J-Abhéngigkeit der Losung in der Form

d (. dO© . _
px] <sm19%> + 1l + 1)sinvO(I) =0,

so fillt die Ahnlichkeit zur legendreschen Differentialgleichung' auf. Setzen wir also z = cos 6:

. d 2. dO o
smﬁa ((1 —x )E) +I(l+1)sinvO® =0,

womit wir fiir ganzzahlige | = 0,1,2,... die Legendre-Polynome? als Losungen erhalten:

O() = P(cos ) (9.9)

Wir erhalten also unendlich viele Losungen von Gl. (9.5), die sich nur durch den Parameter
[ unterscheiden. Die allgemeinste Losung der Laplace-Gleichung fiir azimutale Symmetrie
ist somit gegeben durch

D(r,9) = Z (A”«l + lel) Pi(cos V) (9.10)
=0

1Damit ist die Gleichung %((1 —22)f'(x)) + 11 + 1)f(z) = 0 gemeint, mit den Legendre-Polynomen
Pj(x) als Losungen.

2Es gibt eine zweite Klasse von Losungen, die sog. Legendre-Funktionen zweiter Art. Da diese aber fiir
¥ = 0, 7 divergieren, sind sie physikalisch nicht relevant.
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Beispiel 9.1 (Potential innerhalb einer Kugel)

Uns interessiert das Potential im Innern einer Hohlkugel, wobei wir (Dirichlet-Bedingung)
das Potential auf der Kugelschale als bekannt voraussetzen (®(R, ) = $¢(¥)). In diesem
Fall muss B; verschwinden, da das Potential sonst am Ursprung divergiert:

D(r, ) = Z Ayl P (cos )
1=0
Die Dirichlet-Bedingung fithrt zur Gleichung
ZAlRlPl(cosﬁ) = Py (9) (9.11)
1=0
Um nach den Koeffizienten A; aufzuldsen, multiplizieren wir diese Gleichung mit P, (cos ¢)

und integrieren iiber y := cos®¥ von y = —1 bis y = 1:

2 e !
QZ——HAlR Omi = /_1 @0 (9) Py, (cos ¥) d(cos )

Fiir eine bekannte Funktion @y sind nun die Koeffizienten A4; und dadurch ¢(r, ) be-
stimmt:

1
A= % L 60(9) P con ) d(cos 1) (9.12)

Beispiel 9.2 (Metallkugel in durerem E-Feld)

Wir betrachten eine leitende Kugel mit Radius R innerhalb eines dufleren homogenen
elektrischen Felds E und interessieren uns fiir das resultierende Potential, dass durch die
Wechselwirkung der Kugel mit dem Feld entsteht. Dazu soll die Dirichlet-Randbedingung

&(R,¥) = ¢o = const. (9.13)
&(r> R,0) —Ey z(r,9) = —Egrcos? (9.14)

Q

erfiillt werden. Diese Bedingungen fiihren zu den Gleichungen

- B
Z<AZRZ+RHZ_1>PI(COSI9) = ¢oPy(cos?) (9.15)
=0
ZAlrlPl(cosﬁ) = —FEyrPi(cos?) (9.16)
=0

Wir vergleichen die Koeffizienten der Legendre-Polynome:
aus (9.15): By = (¢o — Ag)R, Bjiso = —AR*H!
aus (9.16): AQ = 0, Al = —EQ, Al,l>1 =0.

Mit den bekannten A; konnen wir die B; bestimmen: By = ¢oR, B1 = EoR?, B>1 =0.
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Das gesuchte Potential hat also die Form
R3
P(r,0) = — — Ey <r - r_2> cos v (9.17)

Bemerkungen 9.2
(i) Das elektrische Feld ldsst sich nun leicht bestimmen:

E = —gradd=—-¢€,0.9— ég% Oy P
3 3
= {R—fo + Eocos?d (1 + @)] e, — Ey <1 — R—S) sinYéy
r r r
(ii) Die Gesamtladung der Kugel erhalten wir nun aus

1TQ = %E ~do = 271'/ dIR’E,(R) = 4tR¢y = Q= ¢oR
0
Induzierter Dipol (iii) Besonders interessant ist der Fall @ = 0, wofiir das Potential die Form
3
&(r,9) = —FEor cos? + EOR—2 cos ¥
r

annimmt. Dies ist die Uberlagerung des Potentials —Foz des homogenen Felds ohne Kugel
mit dem Potential eines induzierten Dipols mit Dipolmoment p = EqR3é.:

p

D(r,9) = —FEoz+ n

2 (9.18)
Die induzierte Oberflichenladungsdichte ergibt sich aus

drodV = Anédo = E(R)-do = E,(R)do = £(0) = %EO cos

9.4 Formale Losung der Poisson-Gleichung

Wir haben zwar mit Gl. (9.3) bereits die allgemeine Losung der Poissongleichung fiir Rand-
wertprobleme angegeben, wollen diese Losung aber mithilfe der Greenschen Funktion fiir
den Laplace-Operator nochmals entwickeln.

Definition 9.1 (Greensche Funktion).
Sei U ein Differentialoperator und ¢(x) die Losung der Gleichung

Ud(x) = I(x) (9.19)

Def.: Greensche

Funktion
UG(x) = 6(x) (9.20)
Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist dann gegeben durch die
Faltung
ds(x) =Gx* 1= /G(:B —x)I(x') d*a’ (9.21)
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Bemerkung 9.3 (Greensche Funktion als Inverse)
Formal kann man G als (Rechts-)Inverse des Differentialoperators U mit UG = 1 interpretieren.
Denn damit ist es moglich die inhomogene Differentialgleichung U¢ = I nach ¢ aufzultsen:

Up=UGI=UGI) = ¢=0GI

Satz 9.2 (Greensche Funktion des Laplace-Operators)
Die Greensche Funktion des Laplace-Operators, das heifst eine Losung der Gleichung

AG(z) = —And(z) (9.22)

ist die gegeben durch

G(x) = — + F(x) (9.23)

||

mit einer Funktion F(x,x"), welche die Laplace-Gleichung AF (x) = 0 list.

Beweis: Sieche Ubung O

Die Poissongleichung A¢ = —4mwp wird also gelost durch

@) = 1 [ 6o - amote el = [ AL 00t 1 ()

|z —

mit einer Losung ¢, der Laplace-Gleichung.

9.5 Spiegelladungen

Nehmen wir an, es befinde sich eine Punktladung bei den Koordinaten (0,0, a) := xq iiber
einer (unendlich weit ausgedehnten) geerdeten Metallplatte in der xy-Ebene. Wir suchen
das Potential im oberen Halbraum (z > 0).

Dazu miissen wir also die Poisson-Gleichung
AV = —4mgd(x — x) (9.24)

l6sen, mit den Randbedingungen: (i) V(x,y,z = 0) =0, (ii)) V — 0 fiir || — .

Wenden wir uns zunichst aber einem anderen Problem zu: Wir denken uns zwei Punktladun-
gen im Abstand 2¢ mit Ladung +¢ und —q und benutzen fiir deren Position die Ortsvektoren
xo und —xg. Das resultierende Potential ergibt sich zu

q q q q
o) — _ _ - 9.25
o(x) |:1:—£B0| |£B+£B0| \/$2+y2+(2_a)2 \/x2+y2+(z+a)2 ( )
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Man erkennt schon das verbliiffende Resultat:

Im Halbraum z > 0 ist ¢ aus GI. (9.25) eine Lisung der Poissongleichung
A¢ = —4mqd(x — x¢) mit den Randbedingungen (i) und (ii). Da diese Lisung
eindeutig (Eindeutigkeitssatz) ist, haben wir damit gleichzeitig das Problem mit
der Metallplatte gelost: ¢|,~, = V.

Bemerkungen 9.4 (Oberflichenladung)
Die Oberflichenladung der Metallplatte ergibt sich zu

E (2=0) 10V —qa
5(23731):47:_4_3_ = 9n(z2 2 21\3/2
™ m Iz |,_, (22 4+ y2 + a?)
e Fiir ¢ > 0 ist £ < 0 mit einem Betragsmaximum [{|mae = 5725 bei z =y = 0.

e Fiir p:= /x? + y? — oo verhilt sich £ wie p%.
e Die gesamte induzierte Ladung auf der Platte ist

Qiz/‘fda':..‘:—q

Beispiel 9.3 (Kontinuierliche Ladungsverteilung, Greensche Funktion)
Sei nun eine kontinuierliche Ladungsverteilung o(x) vor einer geerdeten Metallplatte an-
gebracht. Es ist also die Poisson-Gleichung

Ao(x) = —4mo(x) (9.26)

iiber der Platte (z.B. oberer Halbraum z > 0) zu losen. Die Greensche Funktion G des
Laplace-Operators 16st die Gleichung

AG(x) = —47d(x)

Laut (9.23) kennen G bis auf eine Funktion F', welche die Laplace-Gleichung erfiillt. Aller-
dings wissen wir, dass das Potential V einer Punktladung am Ort . vor einer Metallplatte
(in der zy-Ebene) die Gleichung AV = —4mqdé(x — @) erfiillt:

V@ =e(Gar mma)

wobei z_ den Ort der Spiegelladung von ¢ angebe: z_ = x; — 2(z4 - n)n (mit dem
Normaleneinheitsvektor 7i der Ebene). Die Greensche Funktion hat damit die Form
1 1
Gz, zy) = — — 9.27
@ %) = e e as ¥ 2@ AR (8-27)

der zweite Terme 16st die Laplace-Gleichung im oberen Halbraum. Uber

o) = / Gz, x)olwy) d*x

erhélt man schliefllich das gesuchte Potential.
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Kapitel 10

Allgemeine Formulierung

Definition 10.1 (Magnetostatik).
In der Magnetostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine Ladungen. Die
Grundgleichungen der Magnetostatik sind deshalb:

4
rotB=-"j, divB=0, rotE=divE =0 (10.1)
C

10.1 Magnetostatisches Feld

Satz 10.1 (Magnetostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Magnetostatik und dem Helmholtz- Theorem folgt E = 0 und
die Darstellung des magnetostatischen Felds:

B(x) = %rot /7;(_”’2,' & = l/j—(“’/) (@ @) o (10.2)

¢ |lx — /|3

Beweis: Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus dem Helmholtztheorem und den Grundgleichungen
der Magnetostatik. Fiir die zweite Gleichung berechnen wir:

1 k(@) s L je(@) 25—
B'Z—E-va’/—dm’z——e-v e L 3!
LT TR |z — o' c ik |z — /|2 |z — | |

Bemerkung 10.1 (Spezialfall: Strom durch einen diinnen Draht)
Die Erfahrung zeigt, dass der Strom I durch einen diinnen Draht konstant ist. Dies ldsst sich wie
folgt zeigen:

I(w+dw)—[(w):/j~da:/divjdV:0

Dabei wurde benutzt, dass laut der Kontinuitdtsgleichung in der Magnetostatik 0 = 0,0 + divj =
div g gilt.
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Magnetfeld eines Somit kénnen wir in (10.2) die Ersetzung j(x) dV — Idl durchfiihren:

stromdurchflosse-

nen o I dl x (ZU — ll?l)

Drahts B(z) = ¢ / o — a/[3 (10.3)

Diese Beziehung ist als Biot-Savart-Gesetz bekannt.

Beispiel 10.1 (Gerader stromdurchflossener Draht)

Wir betrachten die Stromdichte j(x) = I§(x)d(y) €., also einen geraden stromduchflos-
senen Draht entlang der z-Achse. und wollen das durch den Stromfluss entstehende Ma-
gnetfeld B mit zwei verschiedenen Methoden berechnen:

(i) Symmetrien und Mazwellgleichung
In Zylinderkoordinaten hat das B-Feld nur eine Komponente, die p-Richtung, denn
zum einen ist B quellenfrei, womit keine Radialkomponente existieren kann und
zum anderen ist B ein Pseudovektor, weshalb sich dessen Vorzeichen bei Raumspie-
gelungen nicht dndert, somit also bei Umkehrung der Stromrichtung eine eventuelle
z-Komponente des B-Felds unverédndert bliebe. Damit ergibt sich

At 4 of
M= j~da:fB-dl:B¢27rp = B="e¢,
c c pe

(ii) Biot-Savart-Gesetz
Genauso konnen wir direkt das Biot-Savart-Gesetz anwenden:

B - {/dlx(m—w’)_{ dz' é, x (x —2'é.)
¢ e —x']> ¢ \/mg

r( Y 2 = or
- x _— =—é,

(7Y / dz'
— x _—m
3 2 2 2
“\ o L NV A0l ol IV

10.2 Magnetostatisches Vektorpotential

Wie wir bereits wissen, kann B, da quellenfrei, durch ein Vektorpotential A mittels B = rot A
dargestellt werden. Oftmals ldsst sich dieses Potential leichter bestimmen als das Magnetfeld
(z.B. bei Randwertproblemen). Um eine Gleichung fiir A zu erhalten, schreiben wir die erste
Grundgleichung der Magnetostatik um:

4—7Tj =rot B =rot (rot A) = grad (divA) — AA
c
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Da A beziiglich der Eichtransformation A’

A + grad x frei geeicht werden kann, ist es

immer moglich div A = 0 zu erhalten®. Wir erhalten also eine Poisson-Gleichung fiir A:

AA = _4_”]-
&

Sie wird gelost durch

A(x) = %/7|£(_£B2/| 32

(10.4)

(10.5)

I Mit einem 7, dass die Gleichung Ay = —div A erfiillt.
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Mochte man das Magnetfeld bzw. das H-Feld innerhalb eines Raumgebiets bestimmen,
das von einem idealen Magnetikum ausgefiillt ist, dann muss man dort Gl. (5.8) und (5.9)
mithilfe von B = pH 16sen. Ist zusétzlich j; = 0, so vereinfacht sich (5.8)

4
rot H = —j; =0
&

Damit gibt es ein Skalarfeld ¢y, mit

H = —grad oy (11.1)
Um ¢ im Raumgebiet zu bestimmen, miissen wir dort die Gleichung

0 = div B = pdiv H = —pdivgrad ¢ar = —puloar (11.2)

losen.

Bemerkung 11.1 (Randbedingungen)
An den Grenzflichen miissen die Stetigkeitsbedingungen aus (5.17) und (5.19) eingehalten werden:

Bt =By, H| = H)
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Entwicklung des
Vektorpotentials in
Legendre-Polynome

Kapitel 12

Multipolentwicklung

12.1 Vektorpotential und Magnetfeld eines Dipols

Genauso wie in der Elektrostatik kann man auch das Vektorpotential

. wl 31./
A(w):1/9|( )d

¢ T — x|

mittels

1 1 1 (r')l ,
=- E — ] Py(cost’)
m—cc| \/1+ —2Z cos ¢’ =0 "

in Legendrepolynome entwickeln. Wir wollen im Folgenden speziell die ersten beiden Sum-
manden dieser Entwicklung betrachten:

A(x) = Ezrl/ 2V Py (cos0') da

= — [jx)d* + —/ V! cos @ d3x’ + .

1 . .
= = j(x') d®z’ + cr_3 /a:ﬁcg(cc’) Bz’ + ... (12.1)

Um diese Integrale auszuwerten bzw. umzuschreiben betrachten wir zunéchst die Stromdich-
te g, multipliziert mit zwei Funktionen f und g. j sei rdumlich begrenzt, d.h. macht man

r nur geniigend grofl, so kann man eine Kugel mit Radius » um die Stromdichteverteilung
legen, sodass durch den Rand dieser Kugel kein Strom flie3t. Damit ist

/ div (fgj)(') d*’ = jé fgj - do =0
\% ov

WEeil in der Magnetostatik immer div j = 0 gilt, ergibt sich

= [ (i Va0t (12.9)
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Magnetisches

Dipolmoment

Fiihrender
Entwicklungsterm
des
Vektorpotentials

12 Multipolentwicklung

Jetzt konnen wir (12.1) auswerten:

e Um eine Losung fiir den ersten Summanden mit (12.2) zu erhalten, setzen wir f =1
und g =

o:/jia;x;d3 ’:/jkd%’
\4 \4

e Wenn wir f =x], und g = 2, in (12.2) einsetzen, ergibt sich
0= / (), Jk + T jm) A2’
%

Setzen wir die Ergebnisse ein:

Tk . T . .
Ai(@) ~ - / g d'a' = =55 [ (@i — 2hgi) &’
T . Tk .
= =553 [ Gadkm = Oudim) 71 jm d°a’ = == /fiknfzmn &) m 2’
1
Alx) = —gF@x / z' x j(z')d’s’ (12:3)
cr

Definition 12.1 (Def.: Magnetisches Dipolmoment).
Das magnetische Dipolmoment wird durch

m= %/w' x j(x') d>2’ (12.4)
c

definiert.

Der fithrende Term in der Multipolentwicklung fiir das magnetostatische Vektorpotential ist
damit gegeben durch

m X xT mXn
Ale) = 75~ = 15 (12.5)

Bemerkungen 12.1
(i) Man beachte die Ahnlichkeit von (12.5) zum Dipolterm des elektrostatischen Felds: ¢ = .

(ii) Da es keine magnetischen Monopole gibt, ist das Verschwinden des Entwicklungsterms mit
[ = 0 von vorneherein zu erwarten.

(iii) Aus (12.5) kénnen wir nun das Magnetfeld eines magnetischen Dipols berechnen:

np np
Bi = EijkajAk = EijkEklpajmlﬁ = (&;léjp — 5ip5jl)ml ajﬁ
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12 Multipolentwicklung

Dabei ist
Ny 5jp7'3 — 3xpxr djp — 3npn;
di—5 = 6 = 3
r T T

Insgesamt erhalten wir

3(n-m)n—m

B(z) = 3

r#0 (12.6)
(iv) Die physikalische Realisierung von magnetischen Dipolen sind zum einen Kreisstrome, wobei
hier noch weitere Terme in der Multipolentwicklung auftreten (keine reinen Dipole) und zum

anderen homogen magnetisierte Kugeln (reine Dipole). Fiir letztere verschwinden alle weiteren
Terme der Entwicklung.

12.2 Spezielle Konfigurationen

12.2.1 Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife

Das Dipolmoment einer ebenen stromdurchflossenen Leiterschleife ergibt sich zu

1 I I
m:%/wxj(w)d%:% Badel:EU (12.7)

Wobei o = [, do = %faaw x dl.

12.2.2 Gyromagnetisches Verhiltnis

Allgemein gilt

m= - [ X vo(x) d*x

falls v die Geschwindigkeit der Ladungstriiger ist, die durch die Verteilung o(x) beschrieben
werden. Wird der Strom durch die Rotation eines starren Korpers verursacht, so kann man
annehmen, dass fiir die Ladungstrigerdichte o und die Massendichte g, gilt

o _om
Q M
mit der Gesamtladung @) und Gesamtmasse M. Es ist damit

1 Q

= — X d3
m Vi T XV0,dx

Fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten |v| < ¢ ist

_Q
m = g2McL (12.8)
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12 Multipolentwicklung

mit dem Drehimpuls L des Korpers. Im klassischen Fall ist ¢ = 1 und z.B. fiir Elektronen
ist g = 2. g wird gyromagnetisches Verhdltnis genannt.

12.2.3 Potentielle Energie einer Stromdichteverteilung im dufleren
Magnetfeld

Nehmen wir an, eine lokalisierte Stromverteilung j befindet sich in einem dufleren Magnetfeld
B, dann ist die Gesamtkraft auf diese Verteilung gegeben durch

1
Fz—/dgxgva
c

Das Magnetfeld soll sich dabei im Gebiet der nichtverschwindenden Stromdichte wenig
dndern, sodass es der Nidherung

geniigt (Ursprung wird in die Mitte der Stromdichte gelegt). Das ergibt
1 .
Fr=t / 0 gm G [Bi(0) + (00 B)(0) 2]

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass [ d®z j(z) = 0 und jrz, = 2enkp (2 X j)p, womit

1 X
Fin = 5= ctimenky (0,B)(0) / B (@ % §)y = (GpOram — SnSmp) (O B1)(0) 71y

Wegen div B = 0 verschwindet der zweite Summand:

Fon = (0 B0)(0) my = (9 (m - B))(0) (12.9)
Wegen F' = —grad V mit der potentiellen Energie V' ist

V=-m-B (12.10)

12.3 Idealer Punktdipol

Wir wollen zunéchst die einzelnen Komponenten des Magnetfelds einer lokalisierten Strom-
dichteverteilung j tiber ein kugelformiges Volumen K integrieren, welches die Stromdichte-
verteilung enthélt:

/Bid?’:z: = /EijkajAkd3$:/ EijkAkdO'j
K K OK

= la-k/d?’x’jk(w/)/ ;da

¢ ok |z — 2|

R? n;
= —ey | Pl ju(x’ ! sinddid 12.11
e [ i) [ s dodg (12.11)
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12 Multipolentwicklung

Wir bedienen uns nun ein weiteres Mal der Entwicklung von 1/|z—a'| in Legendre-Polynomen.
Auflerdem benutzen wir das allgemeine Additionstheorem der kompleren Kugelflichenfunk-
tionen:

l
47
Pleos) = 5= D Vi (', ¢)Vim (9, 9) (12.12)

m=—1

= costcos? + sindsind’ cos(p — ¢’) ist dabei der Zwischenwinkel von (9, ) und
' (¥, ¢'). Somit

o 1 1

1 dr
o] DD g Y)Y (9, ) (12.13)
=0 m=—1

Zusétzlich kénnen wir n in Kugelkoordinaten darstellen durch
n = cos psinvé; + sin ¥ sinvéy + cosvés
Wie man leicht nachpriift, sind die einzelnen Komponenten n; darstellbar als Linearkombi-

nationen der Kugelflichenfunktionen Y15 (¥, ¢) mit & = —1,0,1. Damit kénnen wir (12.11)
weiter vereinfachen:

3 R? 3 > dr 7
/- i % / !
/KBid x Tfijk/d 2’ jr(x') ;:0 m§:£z—2l+1—Rl+l Y, (9 )/ak Yim (9, p) n; d2

R? . 'o4m o .
- _eijk/d%'jk(m’) > ——2Y1m(19’,¢)/ Vi (0, ) nj dS2
c m——1 3 R Ok
1
= —aijk/d?’x’jk(m’) r’/ P (cos ) n; df2
C Or
1
- —5ijk/d3x’jk(:n’)r’/ n-n'n;dQ?
C OK
1
= —Eijk/dS.’L'/jk(iltl) r’nﬁg/ ngn; ds2
C OK

Das innere Integral kann man mithilfe der Darstellung von n; als Linearkombination der Ku-
gelflichenfunktionen Y14 (¢, ) (k = —1,0,1) und deren Orthonormalitéit berechnet werden

zu
4
/ Ty N df? = _5jk
oK 3
Volumenintegral Also ist
tiber ein Magnetfeld 4 8
. . . Amegs . s
einer lokaliserten / Bd3r = é; — ijk /d3wljk($/)$3 = m (12'14)
Stromdichtevertei- K 3 ¢ 3
lung
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12 Multipolentwicklung

Nach (12.6) ist das Magnetfeld eines Dipols gegeben durch
my
Bi = T—3(3nmk — 6ik)

Die Ausdehnung des Dipols soll nun verschwinden, d.h. wir betrachten einen idealen Punkt-
dipol. Wir wollen iiberpriifen, ob obiger Ausdruck fiir das Volumenintegral des Magnetfelds
auch fiir diese idealisierte Konfiguration giiltig ist. Da das Dipolfeld am Ursprung singulédr
wird, miissen wir iiber ein Volumen auflerhalb einer kleinen Kugel um den Ursprung inte-
grieren:

R
R [ 4
/Bi d>r = / drrzm—; /dQ (Bning — dix) = myIn — (4?7T6i;C - 47T5ik) =0
r €

€

Dieses Ergebnis héngt nicht von der Wahl von e ab, weshalb gilt

lim [ Bid®z =0 (12.15)

e—0

Dies steht im Widerspruch zu (12.14). Das Problem lésst durch eine Erweiterung des Dipol-
felds 16sen:

3n(n-m)—m 8
—+_

B:
r3 3

m(x) (12.16)

Bemerkung 12.2 (Wechselwirkungsenergie zweier Dipole)
Mit dieser Korrektur kénnen wir wegen (12.10) die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole angeben:

Vie = Vas = —m, - B — S m)(n ':,}2) — M %”un1 -m2) 8(x) (12.17)
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Relativitdtsprinzip

Ausbreitungs-
geschwindigkeit von
Wechselwirkungen

Relativistische
Mechanik

Kapitel 13

Das Relativitatsprinzip

13.1 Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkun-
gen

Bezugsysteme, in denen freie Teilchen eine konstante Geschwindigkeit besitzen, heiflen In-
ertialsysteme. Das Relativitdtsprinzip besagt:

In allen Inertialsystemen herrschen die gleichen Naturgesetze.

Das bedeutet, alle Beobachter, die sich mit konstanter Geschwindigkeit gegeneinander be-
wegen, sind vollig gleichberechtigt.

In der klassischen Mechanik werden Wechselwirkungen zwischen Kérpern durch Potentiale
beschrieben, die von den Ortskoordinaten der beteiligten Korper abhéngen. Die resultie-
rende Wechselwirkung geschieht innerhalb dieser Beschreibung instantan. In Wirklichkeit
gibt es aber eine minimale Zeitdifferenz zwischen der Anderung des Zustands des einen
Korpers und der Wirkung auf den anderen Korper. Bezieht man deren rdumlichen Abstand
mit ein, so kann man eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkungen
bestimmen. Aus dem Relativitdtsprinzip folgt, dass diese Ausbreitungsgeschwindigkeit in
allen Inertialsystemen gleich grofl sein muss. Auflerdem stellt sich heraus, dass sie gleich der
Lichtgeschwindigkeit

c=2.998-10°n/s

in Vakuum ist.

Die Verbindung des Relativitatsprinzips und der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Wechselwirkungen wird Einsteinsches Relativitdtsprinzip genannt, um es vom Ga-
lileischen Relativitétsprinzip (unendlich grofie Ausbreitungsgeschwindigkeit) zu unterschei-
den. Die aus diesem Prinzip resultierende Mechanik, heif3t relativistische Mechanik. Eine
wichtige Neuerung in dieser Theorie, stellt die Relativitdt der Zeit dar. In der klassischen
Mechanik sind die Ortskoordinaten relative Grolen wahrend die Zeitkoordinate absolut ist.
In der relativistischen Mechanik sind Ort und Zeit in diesem Sinne dquivalent, d.h. die
Angabe einer bestimmten Zeit macht — genauso, wie bei fiir Ortskoordinaten — erst dann
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13 Das Relativitatsprinzip

Sinn, wenn sie auf ein bestimmtes Bezugsystem bezogen wird. Dies folgt aus dem (Einstein-
schen) Relativitétsprinzip: In einem Inertialsystem, das sich relativ zu einem Beobachter
gleichférmig bewegt, werde ein Signal (mit der Geschwindigkeit ¢) ausgesandt. Nach den
iiblichen Regeln der Addition von Geschwindigkeiten wiirde der Beobachter im ruhenden
System eine von ¢ abweichende Signalgeschwindigkeit beobachten. Das Relativitétsprinzip
kann also nur eingehalten werden, falls Zeit nicht absolut ist, sondern immer auf ein be-
stimmtes Inertialsystem bezogen wird.

13.2 Abstiande

Betrachten wir zwei Ereignisse A und B in einem Inertialsystem /. Diese werden charak-
terisiert durch die rdumlichen Koordinaten x1,y1, 21 und s, y2, 22 und den verschiedenen
Zeiten t1 und to. Sind die Ereignisse das Aussenden und Empfangen eines Signals mit Licht-
geschwindigkeit, so ist der Abstand zwischen den Ereignissen gleich ¢(t2 — t1). Wir erhalten
in diesem Fall also

(2 —21)’ + (Y2 —11)* + (22— 21)> = P(ta — t1)> =0

Beschreiben wir dieselben Ereignisse in einem anderen Inertialsystem! I'. Die Koordinaten
der Ereignisse seien «f, v/, 21, t] und x4, y5, 25, t5. Auch in I’ gilt die Gleichung

(= 24)? + (g5 —91)* + (25 — 21)" = (ty —11)* =0
Definition 13.1 (Abstand).

Seien x1,y1, 21, t1 und x3, Y2, 22, t2 die Koordinaten zweter beliebiger Ereignisse, so wird die

Grofle
sty =t —t1)? — (22 —21)® — (Y2 —91)® — (22 — 21)? (13.1)

als Abstand dieser Ereignisse (innerhalb einer fiktiven flachen vierdimensionalen Raumzeit
mit Koordinatenachsen ct,xy, 2, x3) bezeichnet. Sind die Ereignisse infinitesimal nahe bei-
einander, so ist der Abstand ds gegeben durch

ds? := c2dt? — da?® — dy* — d2* (13.2)

Damit wird i.A. eine Metrik definiert, die sog. Minkowski-Metrik.

Invarianz der Abstinde

Wie wir oben bereits gesehen haben, ist ds = 0 unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem
(Konsequenz der konstanten Lichtgeschwindigkeit). Wir wollen untersuchen, ob es im all-
gemeinen Fall (ds # 0) eine &hnliche Invarianz unter Koordinatentransformation in andere
Inertialsysteme gibt.

1Dass verschiedene Inertialsysteme im Allgemeinen relativ zueinander in gleichférmiger Bewegung sind,
wird im Folgenden nicht mehr explizit erwihnt.

T3: Elektrodynamik 51 Sebastian Gottwald (LMU)



Invarianz der
Abstdnde

13 Das Relativitatsprinzip

Allgemein muss gelten
ds* = ads’

mit einer Konstanten a, denn ds? und ds’? sind von der gleichen GroéBenordnung. Diese
Konstante kann nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit zwischen I und I’ abhéingen
und nicht von den Koordinaten der Inertialsysteme, da deren Koordinatenurspriinge belie-
big gewihlt werden kénnen (Homogenitéit der Raumzeit) und die Richtung der Relativge-
schwindigkeit ebenso keinen Einfluss auf die Absténde haben darf (Isotropie des Raums).
Seien nun drei verschiedene Inertialsysteme I, I, I5 gegeben. v; und vy seien die Geschwin-
digkeiten von I7 und I, relativ zu I, v1s sei die Relativgeschwindigkeit zwischen I7 und Is.
Dann gilt

ds® = a(vy)ds? , ds® = a(vy)ds3 , dst = a(viz)ds3

Und daraus erhalten wir die Relation

CL(’UlQ) = (133)

Der Betrag vqs ist eine Funktion von vy, vo und des Winkels zwischen v; und wvs. Die rechte
Seite von Gl. (13.3) ist aber unabhinging von diesem Winkel. Damit kann die Gleichung
nur stimmen, wenn a auch unabhéngig von den Relativgeschwindigkeiten ist, also fiir alle
Inertialsysteme denselben Wert annimmt. Aus Gl. (13.3) folgt dann, dass a = 1 sein muss:

Satz 13.1 (Gleiche Abstinde)
Der Abstand zweier Ereignisse ist unabhdngig vom Inertialsystem.:

ds* =ds”?  bzw. s°=s" (13.4)

Bemerkung 13.1

Der Abstand zweier Ereignisse kann raumartig (s> < 0), zeitartig (s> > 0) oder lichtartig (s*> = 0)
sein, je nachdem, wie sich ¢? dt? und dz? 4+ dy? + dz* zueinander verhalten. Zwei Ereignisse, deren
Abstand raumartig ist, kénnen sich demnach nicht beeinflussen (in der klassischen Physik nur
bei gleichzeitigen Ereignissen moglich), da die maximale Geschwindigkeit der Wirkung des einen
Ereignisses nicht ausreicht um die rdumliche Distanz vor dem Eintreten des anderen Ereignisses zu
iiberwinden.

Diese Eigenschaft der Ereignisse ist nach Satz 13.1 unabhingig vom Bezugsystem.

13.3 Eigenzeit

Betrachten wir ein Inertialsystem 7, in dem mehrere Uhren beliebige Bewegungen ausfiithren.
Wir kénnen damit jeder Uhr ein eigenes Bezugsystem zuordnen, in dem die jeweilige Uhr
die FEigenzeit des Systems angibt. Fiir einzelne Zeitpunkte konnen die Bezugsysteme als
Inertialsysteme aufgefasst werden. Wiahrend der Zeit dt, die eine in I ruhende Uhr misst,

T3: Elektrodynamik 52 Sebastian Gottwald (LMU)



Eigenzeit

In bewegten
Systemen vergeht
die Zeit langsamer

13 Das Relativitatsprinzip

bewegt sich eine spezielle Uhr um +/dx? + dy? + dz? withrend sie selbst die Zeit dt’ misst
und im eigenen Bezugsystem ruht: dz’ = dy’ = dz’ = 0. Da es sich um dieselben Ereignisse
handelt, unterscheiden sich die Abstinde ds und ds’ nicht:

Adt? — da® — dy? — dz* = Adit?

Dabei gibt (dz? + dy? + dz?)/dt? = v? die Relativgeschwindigkeit zwischen der bewegten
Uhr und I an. Die infinitesimale Eigenzeit dr des bewegten Systems ist somit gegeben durch

,UQ
dr =\[1 - = dt (13.5)

Fiir eine Zeitspanne ¢ — ¢; im ruhenden System, erhélt man die Zeitdifferenz t§, — ¢} im
bewegten System dann mittels Integration

, , to 02
to —t] = dt \/1— — 13.6
2 1 /tl c2? ( )

Als direkte Folge aus obigen Ausdriicken ergibt sich, dass die Eigenzeit eines bewegten
Objekts immer geringer ist als die Zeit im ruhenden System. D.h. in bewegten Systemen
vergeht die Zeit langsamer.

Bemerkung 13.2 (Scheinbares Paradoxon)

Mit der Erklirung fiir das sogenannte Zwillingsparadoxon kann man sich die Konsistenz obiger Uber-
legungen klar machen: Bewegt man eine Uhr relativ zu einer anderen, wobei beide am Startpunkt
dieselbe Zeit zeigen sollen, und fiihrt die bewegte Uhr wieder zuriick zu diesem Ausgangspunkt,
so wird auf dieser Uhr weniger Zeit vergangen sein, als auf der ruhenden Uhr. Nun kénnte man
meinen, es sei paradox, dass am Ende eine Zeit tatsdchlich langsamer als die andere vergangen ist,
da man diese Situation genauso gut aus der Sicht der bewegten Uhr betrachten konne, fiir die dann
die andere Uhr bewegt wiirde und somit auf dieser die Zeit langsamer zu vergehen habe. Doch diese
Uberlegung ist in diesem speziellen Fall nicht korrekt, da aufgrund der Riickkehr der bewegten Uhr
diese nicht mehr innerhalb eines Inertialsystems ruht und somit das Relativitdtsprinzip nicht gilt.

Bemerkung 13.3
Die Eigenzeit eins Objekts ist gegeben durch

B 4 1 [B
At :/ —\/Cth2 —dx? —dy? — dz? = —/ ds
A ¢ cJa

Dabei wird entlang dessen Weltlinie? integriert. Fiir die Eigenzeit eines ruhenden Kérpers integriert
man somit {iber eine Gerade parallel zur Zeitachse. Die Eigenzeit eines Korpers, der eine Bewegung
entlang einer geschlossenen Kurve ausfiihrt, resultiert also aus der Integration iiber eine gekriimmte
Weltlinie, welche die Weltlinie des ruhenden Korpers in den Punkten A und B schneidet. Da nun
die Eigenzeit des ruhenden Korpers ldnger ist als die des bewegten, nimmt das Integral

/AB ds (13.7)

fiir gerade Weltlinien den maximalen Wert an. Dies ist eine Eigenschaft, die mit dem pseudo-
euklidischen Charakter der vierdimensionalen Raumzeit verkniipft ist.

2Entsprechend den dreidimensionalen Trajektorien spricht man in der vierdimensionalen Raumzeit von
Weltlinien.
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13.4 Die Lorentz-Transformation

Wir suchen nun eine Transformation von einem Inertialsystem I in eine anderes Inertial-
system I’, d.h. wir suchen einen Ausdruck, der es erlaubt aus den bekannten Koordinaten
x,1, z,t die Koordinaten ’/,%’, 2/, t' zu berechnen.

Da der Abstand ds unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem den gleichen Wert behélt, wird
diese Invarianz als Bedingung dienen, die von der gesuchten Transformation erfiillt werden
muss. Die einzigen abstandserhaltenden Transformationen sind einfache Translationen und
Rotationen. Da wir nicht nur die Urspriinge unserer Koordinatenachsen verschieben, sondern

vor allem in bewegte Systeme transformieren méchten, benstigen wir Rotationen®.

In der vierdimensionalen Raumzeit gibt es sechs Freiheitsgrade fiir Rotationen (in der zy-,
yz-, za-, ta-, ty- und tz-Ebene). Betrachten wir den einfachsten Fall einer Relativbewe-
gung von I’ entlang der z- bzw. z’-Achse, so bleiben die anderen riumlichen Koordinaten
unbeeinflusst:

y=vy , z=2 (13.8)

Damit bleibt nur eine Rotation? in der tz-Ebene um den Winkel o als mogliche Transfor-
mation:

x =1a'cosha + ct’sinha, ¢t = 2'sinha + ct’ cosha (13.9)

Mit dieser Transformation ist die Bedingung c?dt? — 22 = ds? = ds"? = c2dt? — 2'? erfiillt.
Betrachten wir nur die Transformation des Ursprungs von I’, d.h. 2’ = 0, so erhalten wir

r
r=ct'sinha, ct=ct'cosha & tanha:—t
c

Dabei ist x/t =: v gerade die Relativgeschwindigkeit zwischen den Inertialsystemen. Durch
ein wenig Umformen ergibt sich

1
sinh o = vi/c , cosha =

v2 v2

Durch Einsetzen in Gl. (13.9) erhalten wir schlieflich die Lorentz- Transformation

'+t t+ a'v/c?
"oz =2, tzi/

e e

Bemerkungen 13.4
(i) Die inverse Lorentz-Transformation erhilt man durch einfaches Ersetzen von v durch —v, da
man die Situation genauso aus dem Inertialsytem I’ betrachten kann, wobei sich I relativ zu

I’ mit —v bewegt.

(13.10)

3 Aufgrund der vier Dimensionen, in denen wir uns hier befinden, sind diese Rotationen mehr als gew6hn-
liche Drehungen im Raum, sondern beziechen mittels der Zeitkoordinate auch Relativbewegungen mit ein.

4Diese Rotationen unterscheidet sich von den iiblichen dreidimensionalen durch den Einsatz von Hyper-
belfunktionen anstelle von trigonometrischen. Dieser Unterschied ist eine weitere Konsequenz der pseudo-
euklidischen Geometrie der Raumzeit.
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13 Das Relativitatsprinzip

(ii) Fiir ¢ — oo geht die Lorentz-Transformation in die klassische Galilei- Transformation iiber:
z=a +vt', y=9', z2=2,t="t (13.11)

(iii) In der Lorentz-Transformation duBert sich auch die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Wechselwirkungen, denn fiir v > ¢ werden die transformierten Koordinaten imaginér.
Ebenso kann v niemals die Lichtgeschwindigkeit erreichen, da sonst der Nenner verschwindet.

(iv) Anders als die Galilei-Transformation ist die Lorentz-Transformation nicht kommutativ. Dies
lasst sich leicht einsehen, da Rotationen prinzipiell nicht kommutativ sind, vorausgesetzt sie
werden nicht um dieselbe Achse ausgefiihrt.

13.5 Eigenlinge

Die Lange eines Objekts [y in dessen Ruhesystem wird FEigenlinge genannt. Sei ein Ob-
jekt relativ zu einem bewegten Inertialsystem I’ in Ruhe und misst man dessen Lénge
(Ausdehnung entlang der Bewegungsrichtung) in I’, so wird diese nicht seiner Eigenlinge
entsprechen.

I’ bewege sich nun entlang der z- bzw. z’-Achse. Die Endpunkte des Objekts seien in sei-
nem Ruhesystem I gegeben durch z; und zg2, in I’ durch 2} und zf,. Nach der Lorentz-
Transformation gilt

!l + ot zh + ot! Az’
Ar =19 — 31 = —2 S =

Sei [ die Linge des Objekts in I’, dann ist wegen Iy = Ax:

’1}2
=lo\[1-— (13.12)

Somit ist die Lénge eines Objekts in einem relativ dazu bewegten System immer kleiner als
seine Eigenldnge. Diese Tatsache bezeichnet man auch als Lorentz-Kontraktion.

13.6 Transformation von Geschwindigkeiten

Bewege sich wieder I’ relativ zu I mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung. Wir suchen nun
einen Ausdruck, um die Geschwindigkeit v eines Teilchens in I mit der Geschwindigkeit v’
des selben Teilchens in I’ zu verkniipfen. Es ist

da’ + vt dt' + Sda’

dp = XV —ay, dr=de, dp = 2
v2 v2
2 2
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Transformation von ~ Damit erhalten wir
Geschwindigkeiten

dr v 4w dy

X

sza_il_i_c%v/’ Vy:dt_

x
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Def.:

Orts-Vierervektor

Def.: Vierervektor

Kapitel 14

Vierervektoren und Tensoren

14.1 Vierervektoren

Definition 14.1 (Orts-Vierervektor).
FEinem Ereignis in der vierdimensionalen Raumzeit mit den Koordinaten ct,x,y,z konnen
wir einen sog. Orts-Vierervektor zuordnen:

ot = (20, 2t 22, 2%) = (ct, z,y, 2) (14.1)

Definition 14.2 (Vierervektor).

Allgemein nennt man jedes Element A* = (A, AL, A% A3) der vierdimensionalen Raumzeit
einen Vierervektor, wenn seine Komponenten unter einem Wechsel des Bezugsystems wie
der Orts-Vierervektor transformieren:

AO:,Y(AIO_’_EA/I)’ Alzv(A’l—i—EA’o), A2 = A A3 = AP (14.2)
C C

1
mit v = (1 — v2/cz) *. Das Quadrat der Linge eines Vierervektors ist — analog zur Ldnge

des Orts-Vierervektors — gegeben durch

JAJ? = (A%)% — (A1)? — (4%)* — (4°)? (14.3)

Analog zu den Bezeichungen fiir Absténde nennt man einen Vierervektor A* mit ||A]| < 0
raumartig, ||Al| > 0 zeitartig und | A|| = 0 Nullvektor.

o7
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.1.1 Ko- und kontravariante Vektoren
Die Vierervektoren! A* sind Elemente des vierdimensionalen Vektorraums V. Sie werden als
kontravariante Vektoren bezeichnet. Die Elemente des zu V' dualen Raums V* (Menge aller

linearen Abbildungen von V' nach R) heien kovariante Vektoren und werden mit einem
tiefgestellten Index bezeichnet: B,,. So wird iiber

B, A" = ByA® + By A' 4+ By A? + B3 A® (14.4)

ein inneres Produkt (ein Pseudo-Skalarprodukt) definiert, also eine Abbildung von V' — R.

Weisen wir dem kovarianten Vektor A, die lineare Abbildung zu, die als Wert das Quadrat
der Lénge eines Vierervektors A” liefert, so konnen wir wegen

A AP = AgAY + A AN + A A% + A AP

in der hier betrachteten vierdimensionalen Raumzeit (mit Minkowski-Metrik) die Identitédten

Ag= A", Ap=—A', Ay=—A2 Ay=—A3 (14.5)

festlegen, denn damit entspricht A, A* dem Ausdruck aus Gl. (14.3).

14.1.2 Vierergeschwindigkeit

Man definiert die Vierergeschwindigkeit durch

dz¥
Vo= 14.6
u s (14.6)

mit ds = \/cdt? — da? — dy? — dz2 = cdty/1 — 10’—22 Damit ergibt sich

v/c

- 1

Bemerkung 14.1
o Es ist u,u” = da,da"/ds® = 1. Damit ist die Vierergeschwindigkeit der Tangenteneinheits-
vektor an die Weltlinie.

ul/

=~(1,v/c) (14.7)

dut
dds *

e Genauso kann man die Viererbeschleunigung einfiihren: w" =

IMan benutzt meist griechische Indizes, wenn die Werte 0, 1,2, 3 eingesetzt werden und lateinische, falls
man sich auf den Raum-Anteil beschrankt.
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14.2 Tensoren hoheren Ranges

Auch fir Tensoren hoheren Ranges fiihrt man die Begriffe ko- und kontravariant zur Be-
zeichnung von A,, und A”* ein. Nun gibt es aber auch die Moglichkeit gemischter Indizes
A,”. Innerhalb des Minkowski-Raums gilt dieselbe Regel, wie fiir ko- und kontravariante
Vektoren: Das Heben oder Senken eines Ortsindex verdndert das Vorzeichen, wihrend der

Zeitindex dieses nicht beeinflusst.

Bemerkung 14.2 (Symmetrische und antisymmetrische Tensoren)

Ein Tensor heifit symmetrisch, wenn er invariant unter Vertauschung der Indizes ist: A" = A",
antisymmeltrisch, wenn A"” = — A"" ist. Symmetrische Vierertensoren zweiten Ranges besitzen zehn
unabhéngige Eintrdge. Da die Diagonalelemente eines antisymmetrischen Tensors verschwinden
miissen, besitzen diese Vierertensoren nur sechs unabhéngige Eintrige.

Da fiir symmetrische Tensoren A,” = A", schreiben wir A},.

14.2.1 Metrischer Tensor des Minkowski-Raums

Durch Senken des einen oder Heben des anderen Index im (vierdimensionalen) Kronecker-
Delta d}; erhilt man den kovarianten (bzw. kontravarianten) Metriktensor 1, (bzw. n")
des Minkowski-Raums:

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 o0 -1 o (14.8)
0 0 0 -1

Das innere Produkt x,y* kann damit als Wirkung des Metriktensors 7,,, aufgefasst werden:
N’y = z,y" (14.9)
Die Lénge eines Vierervektors ¥ wird dann verallgemeinert zu
Nuuatac” = x,z” (14.10)

Diese Beziehung zeigt die Verbindung des metrischen Tensors 7, zur Metrik des Minkow-
skiraums, also zur Vorschrift der Léngenbestimmung. 7, ist damit nur ein Spezialfall eines
metrischen Tensor g¢,,, der i.A. zur Lingenmessung beziiglich der jeweiligen Metrik des
Raums eingesetzt wird.

Bemerkung 14.3 (Heben und Senken von Indizes)

Von der Eigenschaft des Senkens von Indizes 7n,,2" = x, des metrischen Tensors 7., wird gerne
gebrauch gemacht. Der metrische Tensor transportiert einen Vierervektor damit sozusagen in den
Dualraum (bzw. fithrt einen Basenwechsel durch). Genauso gilt n*"z, = z*
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.2.2 Lorentz-Gruppe

Eine Lorentz-Transformation — wie der Boost in x-Richtung aus (13.10) — kann in einen
Tensor geschrieben werden:

vy —ve 00
v 0 ¥ 0 0
AF = 0 0 1 0 (14.11)
0 0 0 1
Definition 14.3 (Lorentz-Tensoren).
Tensoren, die tiber
Tl tin () = ABL L A TV () (14.12)

in andere Inertialsysteme transformiert werden kénnen, werden Lorentz-Tensoren genannt?.

Beispiel 14.1 (Lorentz-Skalare und -Vektoren)
Lorentz-Skalare sind invariant unter Lorentz-Transformationen (kovariant). Die Transfor-
mation von Lorentz- Vektoren (Vierervektoren) erfolgt hingegen durch

't = At ¥ (14.13)

Definition 14.4 (Lorentzgruppe).

Als Lorentz-Gruppe bezeichnet man die Menge aller linearen Automorphismen (bijektive
lineare Abbildungen, die den Raum auf sich selbst abbilden) des Minkowskiraums, die das
innere Produkt (Pseudoskalarprodukt) erhalten. Dies sind die bereits eingefiihrten Lorentz-
Transformationen.

Aus der Bedingung der Abstandserhaltung, konnen wir eine Tensorbeziehung fiir die Ele-
mente A*, der Lorentzgruppe ableiten:

VAN 72 A AV 'yL A
x,T —AUA,YI)\ZE =x\T

Es ergibt sich damit zunéchst
A AV A
AN =63 (14.14)
Weil allgemein A, = nm/lo‘ﬁnw gilt, finden wir
5’)}/\ _ nuanAﬁAaﬁAVV _ nkﬁAaﬁnauAu’y _ 77)\6 (AT)ﬁa nau/lu»y _ (nATnA)X’Y
SchlieBlich ergibt sich als definierende Gleichung der Elemente der Lorentzgruppe:

ATnA=q (14.15)

2Steht auf der rechten Seite der Faktor det A, so definiert die Transformation einen Pseudotensor.
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14.2.3 Levi-Civita-Symbol

Das Das Levi-Civita-Symbol "2 (auch total antisymmetrischer Tensor) in vier Dimensionen

Levi-Civita-Symbol st ein (Pseudo-)Tensor vierten Rangs. Es hat die Eigenschaft unter Vertauschung beliebiger
Indizes das Vorzeichen zu wechseln. Daraus resultiert, dass alle Eintréige mit zwei gleichen
Indizes verschwinden. Legt man £°!23 = 1 fest, so besteht das Levi-Civita-Symbol nur aus
den Eintragen 0, +1, —1. Jeder Eintrag der aus einer ungeraden Permutation von Indizes des
Elements 9123 entsteht, hat damit den Wert —1.

Definition 14.5 (Duale Vektoren und Tensoren).
Duale Tensoren Sei AV ein antisymmetrischer Tensor, dann wird

1
A = EEWQAAW (14.16)

der zu A% duale (Pseudo-)Tensor genannt. Ebenso ist e A} zum Vierervektor A* dual.

Beispiel 14.2 (Kreuzprodukt)
Das (dreidimensionale) Kreuzprodukt a x b = ¢ kann als dualer Vektor zum antisymme-
trischen Tensor cg, := agb, — a,bg aufgefasst werden:

1
Co — 56a570ﬁ7 (1417)

14.3 Differentiation und Integration

14.3.1 Partielle Ableitung

Partielle Ableitung ~ Das totale Differential d¢ = 9¢ qx' eines Skalarfelds kann als inneres Produkt des Vierer-

ozt
als kovariante Gradienten (%(’“)tqﬁ, V¢) mit dem infinitesimalen Vierervektor dz# verstanden werden, womit
Komponente % = 0, als kovariante Vektorkomponente aufgefasst wird. Damit kann beispielsweise die

(Vierer-)Divergenz 9; A* in iiblicher Weise notiert werden.

Satz 14.1 (Transformationsverhalten von 9,,)
Oy transformiert wie ein kovarianter Vierervektor:

a, = A0, (14.18)

. . o . s R, . .
Beweis: Es ist 9), = %89. Wir benétigen also die Riicktransformation von z’# in z¢:

o APV 0/l — A CAF Y — §9pY — 20
't =AY & AfaP=APA Y =507 =

ox?
/ p—
O = ox'w

9, = 1,20, 0
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.3.2 Fliachenelemente

Im Dreidimensionalen ist der Flidcheninhalt eines infinitesimalen Parallelogramms, das von
dr und dr’ aufgespannt wird, gegeben durch |dr x dr’|. Die Projektion dieses Flichenstiicks
auf eine Koordinatenebene z,75 hat damit den Inhalt® du.dzjy — daldrg =: dfap. Zur
Charakterisierung eines solchen Fliachenstiicks benutzt man aber den Flidchennormalenvektor

1
dffy = d:Z?adI/B Eafy = EEQﬁWdfﬂfﬁ (1419)

df., ist damit der zu df,z duale Tensor. Ubertriigt man dies auf die vierdimensionale Raum-
zeit, so kann man den zu df* = dz*dz’" — da'*dz¥ dualen Tensor df**? bilden:

1
df*aﬁ — §Eaﬁll«l/df‘uy (1420)

Nach einer kurzen Rechnung, stellt man fest, dass df**df};, = 0 (Orthogonalitit) gilt. df *af
stellt also eine passende Verallgemeinerung des Flidchennormalenvektors df; dar.

14.3.3 Hyperflichenelemente

In drei Dimensionen gibt das Spatprodukt dreier Vektoren a, b, ¢ das Volumen V' des Par-
allelepipeds an, das von diesen Vektoren aufgespannt wird: V = a - (b x ¢). Das Spat-
produkt lasst sich iiber die Determinante der Matrix aus den Komponenten der Vektoren
a, b, c berechnen. Damit konnen wir analog den Inhalt des Hyperflichenelements im vier-
dimensionalen Raum, das durch dz#*,dz'*,dz"" aufgespannt wird, ausdriicken durch den
antisymmetrischen Tensor dritten Rangs

dx?  dz'*  da'*
dS"e =det | dz’ do’” da™ (14.21)

dz? dz'? dx'"°

Wieder ist es sinnvoller den zu dS*”¢ dualen Tensor bzw. Vierervektor dS** zur Charakte-
risierung des infinitesimalen Hyperflichenelements zu benutzen:

1
dst = _an%ls,,gA (14.22)

Dabei dient der Faktor —1/6 dazu, die einfache Beziehung dS,,n = €.u0x dS* zu erhalten
(wWegen £\ €70 = —60#). Mit diesem Ausdruck erhalten wir sofort:

ds'™* =ds®, ds’% =ds', dS'" =—ds?

3 Allgemeiner erhilt man den Inhalt der Projektion dieses Flichenstiicks auf eine Oberfliche, die mit den
Parametern 9 und ¢ parametrisiert wurde, aus der Projektion von dr x dr’ auf den Normaleneinheitsvektor
%aﬁm x Opx der Oberfliche (mit Normierungsfaktor N).
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14 Vierervektoren und Tensoren

Beispiel 14.3
Wihlt man die Koordinatenachsen so, dass dz’ = (0,dr,0,0), dz’* = (0,0,dy,0) und
dz"* = (0,0,0,dz), so ist

S0 = 8123 — dx dy dz

14.3.4 Volumenelement

Vierdimensionales Das infinitesimale Volumenelement der vierdimensionalen Raumzeit ist gegeben durch

Volumenelement

d2 = cdtdxdydz (14.23)

14.3.5 Integralsitze

Verallgemeinerung

und Ergénzung der (i) Das Volumenintegral der Viererdivergenz entspricht dem Fluss des Vierervektors A"
dreidimensionalen durch die Hyperfliche dS*:
Integralsitze

jl{A“ s, = /G#A“ ag (14.24)

(ii) Auch zwischen der Integration tiber eine (zweidim.) Fliche und die von ihr eingeschlos-
sene Hyperflache gibt es einen Zusammenhang:

/ A dfr, = / (dS,, 0, A" — dS,, 9, A") (14.25)

(iii) Ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen vierdimensionalen Kurve kann in ein
Flussintegral der von ihr eingeschlossenen Flédche transformiert werden:

7{ Ay da = / 8, A dfm (14.26)
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Wirkung

Kapitel 15

Relativistische Mechanik

15.1 Lagrangefunktion eines relativistischen Teilchens

Ein klassisches freies Teilchen lésst sich durch seine Lagrangefunktion Ly, = # > beschreiben.

Um die entsprechende relativistische Lagrangefunktion zu erhalten, die fiir ¢ — oo in Ly
iitbergeht, gehen wir von der Wirkung

tp
S:/ Ldt
t

a

aus. Die einzige Bedingung, die S erfiillen muss, ist die Invarianz unter Lorentztransforma-
tionen!, da aufgrund des Relativititsprinzips die physikalische Wirkung unabhinging vom
Inertialsystem ist. Da die Wirkung eines Teilchens die Bewegung entlang dessen Trajektorie
erfassen sollte, muss die Integration entlang einer Weltlinie iiber eine skalare Grofle erster
Ordnung erfolgen. Die einzige Moglichkeit auch die Kovarianz zu erfiillen bietet der Abstand

ds:
B
Soc/ ds
A

Wie aus Bemerkung 13.3 hervorgeht, ist [ ds entlang einer geraden Weltlinie (ruhendes
Teilchen) maximal, wihrend fiir gekriimmte Kurven beliebig kleine Werte angenommen wer-
den konnen. Da wir aulerdem entsprechend dem Hamiltonschen Variationsprinzip minimale
Wirkungen suchen, setzen wir fiir die Proportionalititskonstante —« ein.

B 2
S = —a/ ds = —ac/ - —dt (15.1)
A C

IDie Eigenschaft einer GréSe oder Gleichung, invariant unter Lorentztransformationen zu sein, wird
Kovarianz genannt.
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15 Relativistische Mechanik

Um « zu bestimmen, sehen wir uns den klassischen Grenzfall an, fiir den L in Ly, iibergehen
2

sollte. Wegen V1 —22 ~ 1 — 32?2 fir 2 < 1ist L &~ —ac + %= fiir v/c < 1. Da aber

eine additive Konstante in L keine physikalischen Auswirkungen hat, erhalten wir « aus

av? L mo?

5 = 5, womit o = mec. Letztendlich ist

L:—mc%/l—f (15.2)
c? '

15.2 Energie und Impuls

Berechnen wir den Impuls eines freien relativistischen Teilchens:

oL me® v I MTe

Pa = 5= —F— = —F7—
g, 1_w2c v 2
c? c?

Also

p=—"% (15.3)

Aus der Lagrangefunktion und dem Impuls erhélt man die Gesamtenergie:

2 2
muv v
E=pv—L=—n0—+mc - =
2 02

v

c2
Die relativistische Gesamtenergie ist also gegeben durch
2

£E= —— (15.4)

-7
Auffallend ist die verbleibende Energie bei v = 0, die sog. Ruheenergie

& = mc? (15.5)

Bemerkung 15.1 (Keine Massenerhaltung)

Die Ruheenergie eines Festkorpers £ = mc? beinhaltet die Gesamtenergie der Teilchen, aus denen
er besteht. Da diese i.A. nicht ruhen, besitzen sie eine Energie & > m;c?. Deshalb ist Eo # Z@ mic?
und damit m # >, m;.
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15 Relativistische Mechanik

Satz 15.1 (Relativistische Energie-Impuls-Beziehung)

Fir den relativistischen Impuls und die relativistische Ene

£2 = 2p? 4 m2c

Beweis: Durch einfaches Quadrieren von (15.3) und (15.4) und Vergleichen.

Definition 15.1 (Viererimpuls).
Den vierdimensionalen Impuls definiert man tiber

oS
Pu = _@a = pH:(E/Cvp):mFY(Cv’U)
Fiir p* konnen wir ebenso schreiben

" dzt dzt
=my— = m—
p Tar o

Bemerkung 15.2

Die zweite Beziehung in (15.7) erhélt man aus den Identitéten

05 _ [0l [doL, oL_,
or ~ J o T ) awer" " o
oS dL  OL. OL. d (OL .
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rgie gilt die Beziehung

(15.6)

(15.7)

(15.8)

)dt:L—pv:—S

Sebastian Gottwald (LMU)



Wechselwirkungs-

term

Wirkung im elektro-
magnetischen
Feld

Kapitel 16

Relativitat und Elektrodynamik

Im Folgenden wollen wir die Grundgleichungen der Elektrodynamik aus allgemeineren Uber-
legungen ableiten. Ausgangspunkt ist die Wechselwirkung von Ladungen mit dem Feld.

16.1 Bewegungsgleichung einer Ladung im Feld

16.1.1 Viererpotential und Wirkung

Wir kénnen annehmen, dass das Wirkungsintegral eines geladenen Teilchens in einem elek-
trischen Feld zum Einen aus der Wirkung eines freien Teilchens und zum Anderen aus der
Wechselwirkung des Teilchens mit dem Feld besteht. Experimente zeigen, dass die Ladung
q die einzige Eigenschaft eines Teilchens ist, iiber die es mit dem Feld in Wechselwirkung
tritt. Die Eigenschaften des Felds kann durch einen zeit- und ortsabhéngigen Vierervektor
AF . das Viererpotential, beschrieben werden. Die Wechselwirkung von Feld und Teilchen
tritt im Wirkungsfunktional durch den einfachen Term

_g/Aﬂdx,t (16.1)

c

in Erscheinung. Ist a der Anfangs- und b der Endpunkt der Weltlinie eines Teilchens im
elektromagnetischen Feld, so ist die entsprechende Wirkung also gegeben durch

b
_ _ _4 p
S—/a ( meds cA“ dx ) (16.2)

Bemerkung 16.1 (Zeit- und Ortskomponenten des Viererpotentials)
Die Menge der Ortskomponenten A', A%, A% werden im Vektorpotential A zusammengefasst, wihrend
A° = ¢ als Skalarpotential bezeichnet wird:

A" = (4, A4)
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16.1.2 Lagrangefunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Mit dem Vektor- und Skalarpotential konnen wir nun die Wirkung als Integral iiber die Zeit
darstellen:

2
S-/(—mc%/l—%—i—%A-v—qqﬁ) dt

Also ist

L=-myf1- 2 1
= —mc 1_§+EA'v_q¢ (16.3)

16.1.3 Hamiltonfunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Aus der Lagrangefunktion erhélt man die Hamiltonfunktion mittels H = v - g—ﬁ — L mit dem

verallgemeinerten Impuls

L
p._Ob_ MY 4, 0 (16.4)
ov w2 C c

Damit ergibt sich
mu? q 9 v2 g me?
H= ———=+-Avi+m\|l- 5 - A v+qp=——=+q0
1_»2 ¢ c ¢ 1- 22
C

Die Hamiltonfunktion sollte aber nicht von v, sondern von P abhingen. Dafiir konnen wir
wegen p = P—2A und £ = 'H —q ¢ die relativistische Energie-Impuls-Beziehung verwenden:

(H—q¢p)? =P —q/cA)?+m?!

SchlieBllich erhalten wir

H = 2,4 2( 7 4\°
=/m2ct+c P_EA +q¢ (16.5)

16.1.4 Bewegungsgleichung und das elektromagnetische Feld

Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern

d (0L oL d
T <%> T 9w @l (p—i— %A) - %grad (A-v)+qggrad¢ =0 (16.6)
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Diese Gleichung lasst sich weiter vereinfachen:
e Wegen V(a-b) = (axV)b+(b-V)a+ax (Vxb)+b(V xa) (siche erstes Ubungsblatt):
grad(A-v) = (v-V)A+v xrot A

o Wegen A = A(x) ist

d q,\_ .. 4 oA 4
s(pria)—p+loa+ioa -p+i@atw v)a)

Wir finden schliefSlich die Bewegungsgleichung

d
P _ —qgrad ¢ — q O A + 9y xrot A (16.7)
dt c c

Die rechte Seite der Gleichung gibt also die Kraft an, mit der das elektromagnetische Feld
auf das Teilchen wirkt. Sie besteht aus zwei Teilen: ein geschwindigkeitsunabhingiger Teil
und ein Teil, der von der Geschwindigkeit abhéingt und immer senkrecht zu dieser steht.

Definition 16.1 (Elektrisches und magnetisches Feld).
Wir definieren an dieser Stelle das elektrische Feld

1
und das magnetische Feld
B:=rot A (16.9)

Sie bilden zusammen das elektromagnetische Feld.

Damit ergibt sich die bekannte Lorentzkraft:

P=q (E + % X B) (16.10)

16.1.5 Elektromagnetischer Feldstéirketensor

Um die Bewegungsgleichung in vierdimensionaler Schreibweise zu erhalten leiten wir diese
nochmals seperat aus dem Hamiltonschen Wirkungsprinzip her!:

0S5 = 6/ [—mcds - gAudac“ =0
c

I'Dazu benutzen wir die sog. Variationsableitung §f(-) := 9-(- + ne) (n: Variationsfunktion).

T3: Elektrodynamik 69 Sebastian Gottwald (LMU)



Def.:

Feldstarketensor

16 Relativitat und Elektrodynamik

05

/ [—mcé«/d:c#d:r“ - %5A#da:“ - %A#d(&c“)}

B dry, d(6z") ¢ v 4 u
_ / [—mcids ~20,4,00" dat — L, (5:0)

/ (—mc Uy — %Au) d(dzt) — / %6UAM51'V dat

mit w, := dz,/ds. Nun kénnen wir partiell integrieren:

oS (—mcu# — %A#) oxt + / (mcdu# oxt + %dA# oxt — %&,A# dxt 517”)

d
/ (mc S gs szt + g8,,14” [da” dat — d:v“é:v”])
ds c
Wegen dx¥ = uvds und mit einer Vertauschung von Summationsindizes erhalten wir
d
58 = / [mcﬂ +29,4,u" — gauA,,u”] Satds = 0
ds c c
Die Bewegungsgleichung lautet damit

du q ,
mcd—: =-u (0,4, —0,A,)

Definition 16.2 (Feldstirketensor).
Die Eigenschaften des elektromagnetischen Felds lassen sich im elektromagnetischen Feldstdrke-
tensor

Fr = grAY — §¥ AP (16.11)

zusammenfassen.

Damit gilt fiir die Bewegungsgleichung

dut
cdis - %F‘“’uu (16.12)

Bemerkungen 16.2
(i) Wegen F* = 8°A" — 9'A° = ;A" + 9ip = —E* und F" = —(9; A7 — 9;A") = —¢;5 B* kann
der Feldstérketensor geschrieben werden als
0 -E' —-E* —-E3
E' 0 -B* B?
E* B* 0 -B
E3 -B* B! 0

FM o= (16.13)

(ii) Die Matrixdarstellung des zu F*” dualen Tensors F**" = 1c#“?*F,\ kann gewonnen werden,
indem man in den Eintragen die Ersetzungen E — B und B — —FE durchfiihrt.
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16.2 Ladungserhaltung und Eichinvarianz

Definition 16.3 (Viererstromdichte).
Auch die Strom- und Ladungsdichte des dreidimensionalen Raums kann in einen Vierervek-
tor geschrieben werden:

dzt

3" = o = (c0,J) (16.14)

Satz 16.1
Die Viererstromdichte ist ein Lorentzvektor (Vierervektor).
Beweis: Wegen dq = odV gilt

dxt
b By — — K
dqdxt = odx dV—gdt dV dt = j* df2 0

Da df2 ein Skalar und dz* ein Lorentzvektor ist, muss j* ebenfalls ein Lorentzvektor sein.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir bereits festgestellt, dass die Elektrodynamik
eine Eichtheorie ist, d.h. die Grundgleichungen sind invariant unter Eichtransformationen
der Potentiale A* — A*—0"x. Wir werden gleich sehen, dass diese Eigenschaft zur Ladungs-
bzw. Stromerhaltung fithrt, also zur Kontinuitdtsgleichung. Der Wechselwirkungsterm der
Wirkung aus Gl. (16.1) lidsst sich mit der Viererstromdichte j# schreiben als

Smg = =2 [yt =2 [a,pammav = - [ 4,500

C

Unter Eichtransformation erhilt man
Smf[Au - HX] = Smf + /(auX)j# df2 = Smf + 7§Q X J* dSu - /Xauj# ds2,

was man mit dem verallgemeinerten Satz von Gaufl aus Gl. (14.24) sieht. Unter Variation
verschwindet das Integral iiber den Rand des vierdimensionalen Volumens. Die Forderung
nach Eichinvarianz verlangt also das verschwinden des letzten Terms, was gleichbedeutend
ist mit der Kontinuitdtsgleichung

8" =0 (16.15)

Satz 16.2 (Kovarianz der Kontinuititsgleichung)
Die Kontinuititsgleichung 0,5* = 0 ist invariant unter Lorentz- Transformationen:

05" = ot = (16.16)

Beweis: Es gilt

By = A By A jO = 5459,j° = Byj” =0 .
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16.3 Die Maxwell-Gleichungen

Wir wollen im Folgenden die Maxwell-Gleichungen (2.1) — (2.4) nicht nur in vierdimensio-
nale Notation umschreiben, sondern diese aus den in diesem Kapitel gewonnenen Zusam-
menhéngen herleiten.

16.3.1 Die homogenen Feldgleichungen
Aus der Definition des Feldstirketensors F'*¥ folgt sofort die Gleichung
0pFpuy + 0 Fou +0,F,, =0 (16.17)

Da diese Summanden durch gerade Permutationen ihrer Indizes auseinander hervorgehen
konnen wir die Gleichung umschreiben zu

MNP, F,y =0

Dabei wird deutlich, dass es sich hierbei um vier unabhingige Gleichungen handelt. Die
linke Seite entspricht bis auf einen konstanten Faktor gerade einer Ableitung des dua-
len Feldstirketensor F** | womit wir schlieBlich eine sehr kompakte Form der homogenen
Mazwell-Gleichungen gefunden haben:

D F* M =0 (16.18)

Bemerkung 16.3
Dass diese Gleichung tatsichlich dquivalent zu den beiden homogenen Maxwell-Gleichungen (2.3)
und (2.4) ist, sieht man durch Einsetzen verschiedener Werte fiir A. A = 0 fiihrt zu

—0B' —9,B® —9;:B°= —divB =0

und A =1 zu

%atBl + OB — 95E* = (%@B + rot E) =0
1

16.3.2 Die inhomogenen Feldgleichungen

Die bisher gefundenen homogenen Feldgleichungen beschreiben die elektromagnetischen Fel-
der noch nicht vollsténdig, wie man schon daran erkennt, dass sie im Gegensatz zum ma-
gnetischen Feld keine Zeitableitungen des elektrischen Felds enthalten.

Bisher haben wir nur das Wirkungsfunktional der vorhandenen Teilchen S, und der Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen und dem Feld S,,; benotigt, da beim Aufstellen der Be-
wegungsgleichung das Feld als bereits bekannt angenommen wurde. Es existiert aber auch
eine Wirkung des Felds ohne anwesende Teilchen, die wir mit Sy bezeichnen wollen.

S’:Sf—i—Sm—l—S’mf:Sf—ch/ds—zg//l“dx“ (16.19)
c
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Die Summenzeichen sollen darauf hinweisen, dass wir nun von beliebigen Ladungen ausgehen
(die als Summe von Elementarladungen beschrieben werden kénnen). Um Sy zu bestimmen,
stellen wir folgende Uberlegungen an:

e Das elektromagnetische Feld kann superponiert werden, was durch zahlreiche Experi-
mente belegt wird. Die Feldgleichungen miissen deshalb linear in F*¥ sein. Bei der Auf-
stellung von Gleichungen mittels Variation wird die zu bestimmende Grofle, beziiglich
deren Auftreten unter dem Integral im Wirkungsfunktional, um einen Grad verringert.
Wir benétigen hier also einen Integranden, der quadratisch in F'*¥ ist.

e Bei der Variation, die zu den noch fehlenen Feldgleichungen fithren soll, miissen die
Potentiale A* die Rolle von Koordinaten einnehmen, da diese die einzigen verédnderba-
ren Parameter sind, wenn nur die Eigenschaften der Felder ohne Teilchen interessieren.
Die Lagrangefunktion darf i.A. nur von den Koordinaten — also den Potentialen — und
deren ersten Zeitableitungen abhéngen. Damit diirfen keine Ableitungen von F*¥ in
der Wirkung Sy auftreten.

e Die Wirkung muss als kovariante Grofle ein Skalar sein, womit auch der Integrand des
Wirkungsfunktionals nur ein Skalar sein kann.

Die einzige Méglichkeit fiir Sy um diese Bedingungen zu erfiillen ist gegeben durch
Sy = ﬁ/FWFW aq

mit einer Konstanten 3, die von den gewéhlten Einheiten des Felds abhéngt. Im Gauflschen
Einheitensystem wird 8 zu —1/(167¢) (das negative Vorzeichen wird benétigt, um bei der
Variation ein Minimum zu finden). Wir erhalten also

1
Sy=——— | F, F"df 16.20
f 167TC/ I3 ( )

Die benoétigte Wirkung lautet folglich
S:—ch/ds—L/FVFWdQ—i/A G102 (16.21)
167c . c? H

Wie bereits angemerkt, erhalten wir eine weitere Feldgleichung, wenn wir in diesem Wir-
kungsfunktional die Potentiale variieren, wihrend die Teilchenbewegung als bekannt ange-
nommen wird. Deshalb verschwindet der erste Summand in (16.21):

1 1
= — | |=—=—(F"F,, + F,,6F") + —j"5A, | d2
5S /_16m( 0F,, + Flé )+621 ) 4
L pwsp,, + Vs, ao

| 8¢ w T .

e

(1 1 1
— _ __ kv _ _ Ruv R
/_ S 0u(0A)) = TP 0,(04,) + (5,4”)} a0

1 1
__ RRmV R
B 0y (64,) + = (5,4“)} 1e;
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Mit partieller Integration im ersten Summand ergibt sich

_/ (Laupw + %j“) A, d2 =0
C

4re

womit wir die inhomogenen Mazwell-Gleichungen entwickelt haben:

o, Fm — AT i (16.22)
C

16.3.3 Die Kovarianz der Maxwellgleichungen

Da die Maxwell-Gleichungen die Form von Lorentz-Tensorgleichungen (Tensorgleichungen
mit Lorentz-Tensoren) annehmen, sind diese invariant unter Lorentz-Transformationen. Dies
kann man leicht iiberpriifen:

. 0 =0 F" M = AJNGN,0,F*F = K, 05F = 05F* =0
4 4
° (%F”w — _?Wj/,u = AMQ&YF[W — _%Auﬁjn
w AW Gy ar wr dm
& AZNGFT = — 50 e 0P = -

Die Feldgleichungen der Elektrodynamik haben also in allen Inertialsystemen die gleiche
Form (Folge des Relativitétsprinzips).

16.4 Lorentz-Transformation der Feldstarken

Aus dem Transformationsverhalten des Feldstiarketensors unter einer bestimmten Lorentz-
Transformation konnen wir explizite Gleichungen fiir die transformierten elektrischen und
magnetischen Felder angeben. Dafiir schreiben wir zunéchst

F/‘ul/ = nl,wF/‘uw = nywA#XAWQFAQ = A#XAUQFA'Q = A'U}\FEAUQ = A#)\F);J(’I]ATT])QU

Nun kénnen wir mittels Matrixmultiplikation und da wegen (14.11)

v 8 0 0

Tvwe | 8 v 00
(77/177)1/_ O 010
0 0 0 1

gilt, den transformierten Feldstirketensor berechnen. Das Ergebnis (fiir die unabhéngigen
Eintrige) lautet

0 E' ~E? » 76333 ~E? —275322
0
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Somit erhalten wir die Transformationen
E"'=FE', E”?=~(E?-3B?%, E®=~(E*+3B? (16.24)
B" = B', B?=~(B*+pE’), B” =~(B"—-jE?) (16.25)
Mit B := (/3,0,0) ergibt sich die kompakte Form

E|/| = EH’ Ej_ =v(E+pBxB), (16.26)

‘I‘ = B”, Bi = ’7(B — ﬁ X E)J_ (16.27)

Bemerkung 16.4 (Inverse Transformation)
Da die Inertialsysteme gleichberechtigt sind, erhalten wir die inverse Transformation, indem wir 3
durch —f ersetzen.

Beispiel 16.1 (Das Feld einer gleichférmig bewegten Punktladung)
Wir betrachten das Feld der (in S) bewegten Ladung zunéchst aus deren Ruhesystem S’,
das zum Zeitpunkt ¢ = 0 = ¢/ mit S zusammenfillt. In S’ gilt

E=2Ly wd B = 0,
r3

falls wir die Ladung in den Ursprung von S’ setzen. Um die Felder mittels Koordinaten aus
S ausdriicken zu kénnen, benttigen wir die Lorentz-Transformation der S’-Koordinaten.
Um die Gleichungen moglichst einfach zu halten wollen wir das Feld im Punkt P mit den
Koordinaten (0, a,0) in S berechnen. Dafiir erhalten wir die Lorentz-Transformationen

't = —yvt, z? =2? = a, P =23=0

Nun koénnen wir die oben gewonnenen Transformationsgleichungen anwenden:

/1

Lo oot vt
E = F=q¢z= (120242 + a2)3/2
2 _ 2 _ qya
E° = 2E7= (120242 + a2)3/2
qx/3
E3 = ’7El3 = 7—/3 = 0
T
B' = B"'=0
B2 _ 7(3/2 _ ﬁEl3) =0

qvBa

3 2 __ 2 _
B = ApBE” =pE = (R a2l

Wir konnen diese Gleichungen in eine kompaktere Form bringen indem wir weitere Va-
riablen einfithren: Abstand von P und Punktladung r := |r(t)| = \/v?t2 + a?), Winkel ¢
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zwischen 2’-Achse und r = (—wvt, a,0). Damit ist siny) = a/d, womit wir den Nenner aus
obigen Transformationen schreiben kénnen als

’}/2—10,2

a® + 42022 = a2 + 2 (1% — a?) = 421 <1 _ <
2 r

) — (1 - B sin® o)

Wir finden schlieflich

qr

E = 727”3(1 — 62 sjn2 1/))3/2 (1628)

Bemerkungen 16.5
(i) Das gefundene elektrische Feld einer bewegten Punktladung ist zwar radial, aber nicht iso-
trop.

(ii) Es ist

|E| = 77-% ﬁir"/}:%%ﬂ
712'7% fiir v =0, 7

In der y-z-Ebene ist dieses Feld also gréfler als das einer ruhenden Punktladung, wéihrend
es entlang der Bewegungsrichtung kleiner ist.

Fiir das magnetische Feld konnen wir schreiben

B=jE%,—BxE (;f ¢ Xgr) (16.29)
r
16.5 Invarianten
Aus dem Feldstirketensor F*¥ konnen wir niitzliche kovariante? GroBen gewinnen:
F,,F" =2(B* - E?) (Skalar) (16.30)
F**FE, =—4E-B (Pseudoskalar) (16.31)

2Pseudoskalare sind nur kovariant unter eigentlichen Lorentz-Transformationen: Transformationen mit
det A = +1.
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Wellengleichungen
der Elektrodynamik

Kapitel 17

Ebene Wellen

17.1 Die Wellengleichung

Die Maxwellgleichungen in Materie (5.6) - (5.9) lauten fiir lineare Medien,
D=c¢E, B=uH, (17.1)

wenn keine freien Ladungen und Strome vorhanden sind:

dvE = 0 (17.2)
rotB-Y0E = 0 (17.3)
C
1
rotE4+-0;B = 0 (17.4)
C
divB = 0 (17.5)

Durch Bildung der Rotation der zweiten und dritten Gleichung kénnen die elektromagneti-
schen Wellengleichungen abgeleitet werden:

(gaf - A) E 0 (17.6)

(gaf - A) B

0 (17.7)

Losungen dieser Gleichungen sind Wellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

: (17.8)

wobei n := /u€ als Brechungsindex bezeichnet wird.
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17.2 Monochromatische ebene Wellen

Die Felder
E(x,t) = Ege'*®=9)  B(x,t) = Bye'k@—wt (17.9)

sind Losungen der obigen Wellengleichungen. Sie werden ebene Wellen genannt, da die
Bereiche konstanter Phase Ebenen bilden. Mithilfe der Wellen- und Maxwell-Gleichungen
erhalten wir einige Eigenschaften dieser Wellen:

e Die Parameter w und k := |k| der Ebenen Wellen sind nicht unabhéngig voneinander,
sondern durch die sog. Dispersionsrelation miteinander verkniipft. Sie ergibt sich aus
den Wellengleichungen:

—? k2= c_v

ol k*=0, = = (17.10)
e Aus div E = div B = 0 folgt

k-Ey=k-B,=0. (17.11)

Die Feldamplituden stehen also beide senkrecht zu k. Solche Wellen nennt man trans-
versal.

e Aus der dritten Maxwell-Gleichung folgt ik x Eq = i By, also sind auch das magne-
tische und elektrische Feld nicht unabhéngig voneinander:

By =nk x Ey, und By =nEy (17.12)

Insgesamt finden wir damit, dass Ey, By und k ein rechtshéndiges Orthogonalsystem
bilden.

17.3 Energiedichte und Intensitéit

Oben haben wir die ebenen Wellen in komplexer Schreibweise notiert. Wenn wir physikali-
sche Groflen, wie die Intensitdt der Welle bestimmen wollen, miissen wir die physikalische
Realisierung dieser Losungen verwenden, d.h. nur Real- oder nur Imaginérteil. Sei Ey und
By reell, dann sind durch

E(z,t) = Eycos(k -x —wt), B(x,t) = Bgycos(k -z — wt)

ebene Wellen definiert. Die Energiedichte des elektromagnetischen Felds im Medium ist
gegeben durch

_

W 8w

(E-D+H-B)= x (5E2 + 132> (17.13)
8T 1
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Hier erhalten wir wegen n?/u = € die zeit- und ortsabhingige Energiedichte

W= %ES cos?(k - & — wt)
0

Der Poynting-Vektor (Energiestromdichte) ist gegeben durch

C C ~ C A~

Definition 17.1 (Intensitét).
Die Intensitit einer elektromagnetischen Welle wird definiert als zeitliches Mittel der Linge
des Poynting-Vektors:

I:=|(8)] =v (W)= v£|EO|2 (17.15)

17.4 Polarisation

17.4.1 Basis der Linearen Polarisation

Sei {é1,é,é3 = k} ein Orthonormalsystem. Allgemein lisst sich die Welle aus (17.9) mit
FE1, E> € C schreiben als

E(xz,t) = (B1é) + Eyéy) ekt (17.16)

Die Polarisation der Welle wird dann durch Wahl der komplexen Koeffizienten E; und F»
festgelegt:

(i) Lineare Polarisation: F; = Epe®, Fy =0
R(E) = é1Epcos(k - x —wt +9)
(ii) Zirkulare Poloarisation: FE; = Ey, Fy = iFy

R(E) = Epé; cos(k - x — wt) — Epéasin(k - x — wt)

17.4.2 Basis der zirkularen Polarisation

Wihlt man eine andere Basis {éi = \%(él + iég)} und schreibt

E(z,t) = (B é, + E_é_)e'tka—wt) (17.17)

mit By = \%(El FiFE>), so erhélt man
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(i) Lineare Polarisation: bei E_/F; = +1
(ii) Zirkulare Polarisation: bei EF_ =0 oder F; = 0.

(iii) Elliptische Polarisation: bei E_/E, = rei®.
Dabei ergibt sich ein Halbachsenverhéltnis von ‘ﬁ .

17.5 Allgemeine ebene Welle

Satz 17.1

Allgemeine ebene Allgemein ist jeden Funktion u(x,t), die aus zwei Funktionen f und g mittels

Welle
u(z,t) = f(z — vt) + g(x + vt) (17.18)

gebildet wird, eine Lisung der Wellengleichung.

Beweis: Eine monochromatische Losung der eindimensionalen Wellengleichung ist gegeben durch
Aeik(zfut) +B€7ik(z+ﬂt)

Aufgrund der Linearitit der Wellengleichung ist

dk

u(a, t) = / ARt 4 B(r)em R ] 2=

ebenfalls eine Lésung. Dieser Ausdruck kann aber als Fouriertransformation zweier Funktionen aufge-

fasst werden:

u(z,t) = f(x — vt) + gz + vt) O
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Kapitel 18

Elektromagnetische Wellen an
Grenzflichen

18.1 Reflexion und Brechung

Trifft eine elektromagnetische Welle auf eine Grenzfliche (diese sei in der z-y-Ebene) zweier
Medien mit Brechungsindizes n. und ns, so kommt es zu Reflexion und Brechung. Dafiir
betrachten wir die drei Wellen!

Ee _ EeO ei(kc-mfwet)
Et _ EtO ei(kfmfwtt)
Er _ ErO ei(kT»w—w,‘t)

An der Grenzflache ist die Parallelkomponente des elektrischen Felds stetig. Setzen wir den
Ursprung in die Grenzfliche und sei durch z¢ = (x, y, 0) ein beliebiger Punkt der Grenzfliche
gegeben, so muss gelten

E! + Eﬂ _ Ei\ N ELI0 cilkewa—wet) | Eﬂo pilkr@a—wrt) _ Ello pilke-@—wit)
Diese Relation ist fiir alle Zeiten nur dann erfiillbar, falls

We = Wy = Wy 1= W (18.1)
Wegen w/k = ¢/n ergibt sich damit

w w

ke = k,,« = —Ne¢ , kt = —ny (182)
c C

Auflerdem muss gelten

ke g = kr g = kt i el (18.3)

1Die Indizes stehen fiir einfallend (e), gebrochen/transmittiert (t) und reflektiert (r).
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Die z- und y- Komponenten von k., k, und k; sind somit identisch, d.h. die Wellenvektoren
befinden sich in einer Ebene (z.B. in der z-z-Ebene). Ist a der Einfallswinkel, gemessen zum
Lot der Grenzfliche, so konnen wir diesen Zusammenhang auch schreiben als

ke sin e = k- sin o, = ky sin o,

Wegen k. = k, ergibt sich das Reflexionsgesetz

‘ Qe = Qp (18.4) ‘

und wegen k. /k; = n./n; erhalten wir das Brechungsgesetz

Ne sSin e = Ny SIN O (18.5)
| |

18.2 Die Fresnelschen Formeln

Mithilfe der Stetigkeits- und Sprungbedingungen des elektromagnetischen Felds an Grenz-
flichen konnen wir Gleichungen ableiten, welche die Feldstédrken von reflektierter und ge-
brochener Welle mit der einfallenden in Beziehung setzen, die Fresnelschen Formeln.

Dazu unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E | Einfallsebene (hier: a-z-Ebene).

Fall 2 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E || Einfallsebene.

Wir wollen uns hier mit der genaueren Behandlung auf Fall I beschrinken. Wenden wir die
in Abschnitt 5.4 hergeleiteten Stetigkeits- und Sprungbedingungen auf die ebenen Wellen
aus Fall 1 an:

e Die Komponente des elektrischen Felds parallel zur Grenzfiiche (hier: a-y-Ebene) ist
stetig. Mit Ey = Epé, gilt dann

Eeo + Ero = Ero (18.6)

e Die Komponente des Magnetfelds parallel zur Grenzfliche geniigt der Sprungbedin-
gung B) /u = BY /po.
Da Ey, By und k ein Orthogonalsystem bilden, liegt By in Fall 1 ganz in der Ein-

fallsebene. Die Komponente parallel zur Grenzfliche ist dann durch die Projektion
Bl = By cos a mit dem Einfallswinkel a gegeben. Wegen By = nEj ergibt sich

1 1 1
—neFegcosa — —neE,gcosa = —nyEyg cos oy (18.7)
e He t
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Fresnelsche Formeln Daraus? erhalten wir die Fresnelschen Formeln:
(Fall 1)

Ey 2N COS (¢
= 18.8
FE.o ( )

. e 2 _ 2 qin2
Ne COSQ+ =4/ Ny — ngsin” a

<y — Me 2 2 2
ETO B Ne COS ¥ 1t nt ne ST « 18 9
Eo (18.9)
e

ncosa + ey /n? —nZsin® o
Mt

Fresnelsche Formeln  Fiir Fall 2 geben wir nur das Ergebnis an:
Fall 2)

Eyo _ 2nent cos o (18.10)

Feo .
Pe 2 nna 2 2 2
i Ny COSQ + Ney /NG — NZSIN~

Pe 2 nen 2 2ain2
Eo W COSQ— Ney /Ny — N sin” a

= (18.11)

FEeo .
Pe 2 nna 2 2 2
i Ny COSQ + Ney /NG — NZSIN~

Bemerkungen 18.1

Senkrechter Einfall (i) Fiir den speziellen Fall senkrechten Einfalls und unter der Annahme pe &~ p: (im optischen
Bereich oft erfiillt) vereinfachen sich die Formeln zu

EtO _ 2ne E'rO _ Ne — Nt (18 12)

Eeo ne+ne = Eeo Ne + Nt
Phasensprung (ii) Bei Reflexion am dichteren Medium (n: > n.) ist

ETO
0 18.13
EeO < ( )

Das bedeutet, es gibt einen Phasensprung von E um 7 bei Reflexion am optisch dichteren
Medium.

iii) Fiir sehr flachen Einfall « — Z und n; > n. gilt
2
Ero

e0

—1 (18.14)

EtO_)07 ’

18.3 Anwendungen der Fresnelschen Formeln

18.3.1 Intensititen

Die an der Grenzfliche ankommende Intensitdt wird durch groflere Einfallswinkel abge-
schwiicht gemif

I(a) = S%EEOQ cos « (18.15)

2Die anderen beiden Randbedingungen fiihren auf keine neuen Beziehungen.
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Def.:
Transmissions- und

Reflexionsgrad

Brewsterwinkel

Totalreflexion

18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Definition 18.1 (Transmissions- und Reflexionsgrad).
Der Transmissionsgrad ist definiert durch den Quotient

I, e/ngcosay ((Ey 2
T=—=———7— 18.16
I,  ee/necosa \Eo/) ' ( )
analog der Reflexionsgrad
Ir ETO ?
R:=—= 18.17
Ie <E60> ( )

Ist E senkrecht zur Einfallsebene polarisiert (Fall 1), so ergbit sich beispielsweise

4i—:nﬁnt COS (v COS (vt

T =

(ne cos a+ Z—fnt cos at)?

R+T =1

R (ne Cosa—’:—:nt cos ozt)2
" (necos a+’:—:nt cos ag)?

18.3.2 Brewsterwinkel

Sei pu/ue = 1. Fiir die Polarisationsrichtung des elektrischen Felds parallel zur Einfallsebene
(Fall 2) ist Eg = 0, falls

T4 COS (0 = N COS (vt

Da immer n, sin @ = n; sin o gilt, erhalten wir fiir den Winkel unter dem es keine parallel
zur Einfallsebene polarisierte Reflexion gibt, den sog. Brewsterwinkel:

ap = arctan — (18.18)

Ne

18.4 Totalreflexion

Betrachten wir den Fall n, > n;, dann gilt nach dem Brechungsgesetz

sin oy Ne
—_—=—>1
sin «v ny

Fallt die elektromagnetisch Welle nun unter einem Winkel g mit sin ag = % ein, so wére

bei Brechung sin oy > 1, was niemals erfiillt ist. Das bedeutet, fiir o > o wird die gesamte
Welle reflektiert.

Im Falle von Totalreflexion ist nun

2 2.2 -2
cosay = /1= Zeginq=4f1- 2% _; /Y 4_.ic
t 2 ) ) :
ny sin” « sin” a
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Evaneszente Welle  und wegen k; - @ = ki(zsin oy + z cosay) gilt fiir die transmittierte Welle

E, x eike o gikizecosoy _ —kiCz (18.19)

Die transmittierte Welle fillt bei Totalreflexion also exponentiell ab.
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Ladungsverteilung

in leitenden Medien

Kapitel 19

Elektromagnetische Wellen in
leitenden Medien

In ohmschen Leitern gilt die konstituierende Gleichung (KG) j; = xE. Die Maxwellglei-
chungen in Materie (hier D ersetzt durch eE und H durch B/p) nehmen damit die Form
an

47

4
rotB—%atE = —F/mE (19.2)
c c
1
rotE4+-0;B = 0 (19.3)
c
divB = 0 (19.4)

19.1 Ladungsverteilung in leitenden Medien

Mit der KG fiir ohmsche Leiter erhalten wir aus der Kontinuitétsgleichung eine Differential-
gleichung fiir oy

4
Oy = —divjy = —rdivE = — ? of
—~—
=:1/7
mit der Losung
or(t, ) = e 70 (0,) (19.5)

Nach einer Zeit ¢t > 7 verschwindet damit eine vorher vorhandene Ladungsverteilung.

87



19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

19.2 Wellengleichung und Dispersionsrelation

Mit oy =0, (19.1), 9,(19.2), rot (19.3) und (19.4) erhalten wir die beiden Wellengleichungen

Wellengleichungen
in leitenden Medien 4
(gaf - A) E = —C—ZW O,E, (19.6)
4
(gaf - A) B = —C—ZW o,B, (19.7)

fiir deren Losung wir wieder monochromatische ebene Wellen ansetzen kénnen:
E(z,t) = Ege'®:=4t)  B(z,t) = Bye'(F==+1) (19.8)

Eingesetzt in die Wellengleichungen ergibt sich die Beziehung

2

PE o 7o AT 2 _ o
—av +k = ghriw sk —g(w +z47rmu)

Dispersionsrelation ~ Mit 7 = &/(4wk) und v = ¢/n koénnen wir die Dispersionsrelation in leitenden Medien
aufschreiben

_ 1
b=y Jwr il = k+ig (19.9)
v T

1

Aufgelost nach k und ¢ erhalten wir

§}=%< 1+#{f}1>% (19.10)

Exponentiell Fiir die Wellenlosungen ergibt sich eine exponentiell abfallende Amplitude:

abfallende

Amplituden E = Eoe_qzei(kz_Wt), B = Boe_qzei(kz_wt) (19.11)
(Skineffekt)

Bemerkungen 19.1
(i) Als Eindringtiefe d bezeichnet man die Weglénge z, nach der nur noch 1/e der urspriinglichen

Amplitude vorhanden ist: d = %.

(ii) Die GroBenordnung von wr legt den Real- und Imaginérteil von k fest:

e wr>1: k=2, qz%, d =~ 2uT

(Dies entspricht also einem schlechten Leiter. Im Extremfall von 7 — oo erhalten wir
einen Nichtleiter mit ¢ = 0.

o wrkl: krgri /=

v 27
Diese Eigenschaft haben gute Leiter. Fiir 7 — 0 ergibt sich ein idealer Leiter mit d — 0

und E = 0 im Leiter (totale Abschirmung).

1Kann man leicht iiberpriifen, indem man das Betragsquadrat \15\2 = k2 + ¢2 berechnet.
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19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

(iii) Wie man aus den Maxwellgleichungen ableiten kann, bilden die Vektoren E, B, k weiterhin
ein Orthogonalsystem. Aus (19.3) folgt k x E = 2B und daraus

Bo = <kEo (19.12)
w
Fiir k kénnen wir |l;:|em mit o = arctan { schreiben. Damit ist klar, dass E und B nicht mehr
in Phase sind:
Boe ' = k| EBoe @t (19.13)
w
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Elektronen des
Mediums als
schwingende Dipole

Verbindung zum
makroskopischen
Modell

Kapitel 20

Dispersion

20.1 Klassisches Oszillatormodell

Mit einem Oszillatormodell fiir lineare Medien kénnen wir eine Theorie fiir £ entwickeln.
Dabei betrachtet man die gebundenen Elektronen als Oszillatoren, die vom elektromagneti-
schen Feld zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden, geméf} der Bewegungsgleichung

m(z + vz + wiz) = eE(t)

mit E(t) = Ege™! am Ort des entsprechenden Elektrons. Mit dem Ansatz x(t) = xge !
erhalten wir fiir die Auslenkung xq die Beziehung

e/m
0 = s B
w§ — w? —iyw
Einem schwingenden Elektron kann ein (zeitlich verdnderliches) elektrisches Dipolmoment
zugeordnet werden:

e?/m

p(t) = ex(t) = — E(t)

S 5
Wi — w* — 1w

Die Elektronen der Molekiile des Mediums sind i.A. unterschiedlich stark gebunden. Von
den Z Elektronen eines Molekiils gebe es deshalb f; Elektronen mit der Resonanzfrequenz
w; und Dampfung ;. Diesen Elektronen wird somit des Dipolmoment

e?/m
pi(t) = — E(t) (20.1)

S
wi —w? —inw

zugeordnet. Mit der Molekiildichte N ist die Polarisierungsdichte P gegeben durch

P Z;‘“i - N; fioi(t) = XE(2),
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20 Dispersion

Drude-Formel womit der Zusammenhang zur Suszeptibilitit und damit zu € = 1 + 47 hergestellt ist:
47 Ne? fi
clw)=1+ - 20.2
® e g )

Bemerkungen 20.1
(i) Die quantenmechanische Behandlung der Wechselwirkung von Materie mit elektromagneti-
schen Wellen liefert dieselbe Formel (bei geeigneter Definition von f;, w; und ;).

(ii) Die Wellengleichung in linearen Medien

(izaf - A) E-= (E(;")af - A) E=0
v c
wird durch ebene Wellen E(x,t) = Ege'k==wt) geldst, mit k = “2V/e(w). Dag(w) € C, kénnen

wir wieder k = k + iq mit k,q € R setzen:
E=E, e 97 ei(k:szt)

Hier definiert man dann den Absorptionskoeffizient iiber die verlorene Intensitit gemif3

2q = 2% R ( E(w))
Brechungsindex AuBlerdem kann man den Brechungsindex n iiber v = ¢/n definieren, womit man
¢ ckw) ~
)= 05 = = SR(k(w)) = R ( E(w)) (20.3)
erhalt.

(iii) Fiir e(w) ~ 1 ldsst sich \/e(w) in
2 —
mzl—&—%-Ne Z ; fi ' 14 27 Ne? Zfl w? +z*ylw

2 2) 2
m Wi Wt —aw w —w +71w

entwickeln.

e Im Allgemeinen ist 7; < w;, womit der Realteil von 1/ auflerhalb des Bereichs um die
Resonanzfrequenzen w; gegeniiber dem Imaginéarteil dominiert. Hier gilt die Abschétzung

271’N€2 fl
~1
n(w) + Z o2

m 7 —w?
!

o Fiir w < wy ist n(w) > 1. Im Bereich, in dem O,n(w) > 0 spricht man von normaler
Dispersion.

e Fiir w &~ w; tritt Resonanzabsorption auf, da der Imaginérteil von y/e(w) grofl wird. In
diesem Bereich ist d,n(w) < 0, hier spricht man von anomaler Dispersion.
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Medium mit freien
Elektronen

Interne Stromdichte

20 Dispersion

20.2 Niederfrequenzlimes

Gibt es innerhalb eines Mediums freie Elektronen, d.h. gibt es ein [ mit w; = 0 (dies soll hier
fiir [ = 0 gelten), dann koénnen wir fiir die Dielektrizitéitszahl schreiben®

47 Ne? 4 Ne?
Wy =1+ 2N S o
Wi mw—imw mw(vyy — iw)
Schickt man nun elektromagnetische Wellen mit sehr kleiner Frequenz (w — 0) durch das
betrachtete Medium, so bleiben die ersten beiden Summanden von e(w) endlich und werden
niherungsweise reell, wohingegen der letzte Summand (ins Imaginiire) divergiert.

Setzen wir nun

W) = ep(w) + i 75

: Ne?fo
, mit klw) = ——————
w m(yo — iw)

und betrachten die Maxwellgleichung (in Materie mit y = 1) rot B — @&E = 47” Jr mit
dem zeitabhiingigen Feld E = Ege ™!

we(w) ,  4m

» 4
ot B 42w g werlw) g Am
C C C

Jjr & rotB+i Jjr+ k(w)E)

2
Das heifit, wir kénnen fiir niedere Frequenzen w die Maxwellgleichung mit ¢ = &, (w) ver-

wenden, wenn wir zusétzlich eine interne Stromdichte freier Ladungen j; einfithren und zu
Jr =: J3s,e hinzuzihlen:

Jf =Jre T KW)E =jre+3ra (20.4)
Dies entspricht der bereits frither eingefithrten KG fiir Ohmsche Leiter.

Bemerkung 20.2
Fiir w — 0 setzen wir auflerdem

fw—0) =, (0) + 2O _ _y z‘4::—”

mit €,k € R.

Die Wellengleichung in linearen Medien hat ebene Wellen als Losung mit k= 2 \/e(w). Fiir geringe
Frequenzen ergibt sich

~ 4 4 1
PR SR VL PSP L, S o PR
C w C g v T

mit 7 = ¢/(47k) und v = ¢/+/e. Dies entspricht der Dispersionsrelation in leitenden Medien (19.9).

1Die Zahl fo der Elektronen mit wp = 0 pro Molekiil verschwindet fiir Isolatoren und nimmt einen Wert
ungleich null fiir Metalle an.
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Dispersion fiir
groBe Frequenzen

20 Dispersion

20.3 Hochfrequenzlimes

Fiir grofle Frequenzen w > w; VI ist

4N Ze?
, mit wz = e (wp: Plasmafrequenz)

~1-—
() i

2
_p
w2
Damit ergibt sich fiir die Dispersionsrelation

~ w w” — w
k2 — — p
c? @) c

Bemerkung 20.3 (Giiltigkeit des Hochfrequenzlimes)

e In Dielektrika gelten die Gleichungen nur fiir w > w;.

(20.5)

(20.6)

e In Plasmen aus frei beweglichen Leitern (w; = v = 0 VI) gelten obige Gleichungen fiir alle

Frequenzen w.

w2
e In Metallen® ist fiir w > v0: K(w) = — % also

2

e(w) =¢er(w) — 2

2Fiir Metalle ist wp im Bereich von 1016 s~1 (UV-Bereich).
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Allgemeines
Wellenpaket

Allgemeines eindim.
Wellenpaket

Kapitel 21

Wellenpakete in dispersiven
Medien

Die Dispersionsrelation k(w) = M—V;(M) kann auch als

w(k) = (21.1)

aufgefasst werden. Die Amplitude der ebenen Wellen kann im Allgemeinen auch von k bzw.
w abhéngen:

E(x,t) = Eo(k)e'F @<k

Wegen der Linearitéit der Wellengleichung sind Superpositionen von ebenen Wellen ebenfalls
Losungen:

1
(27)?

E(x,t) = / Bk Ey(k) e!Fe—w k) (21.2)

21.1 Eindimensionales Wellenpaket

Im Folgenden wollen wir fiir einen Spezialfall des allgemeinen Wellenpakets

u(z,t) = 1 / dk (k) ettke—wk)t) (21.3)

27 J_ o

explizit die Integration ausfithren, um die Form des Pakets bei vorgegebener Verteilung (k)
zu finden. Wir wihlen eine Gaufische Verteilung?

(k) = Ae~oh=ko)® (21.4)

1Lassen wir die Verteilung immer schmaler werden, bis sie eine Dirac-Distribution annihert, so erhalten
wir wieder eine ebene Welle mit k = kq.
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21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Im Falle grofler o wird nur ein kleiner Bereich um k¢ zum Wellenpaket beitragen. Deshalb

interessiert hier auch fiir w(k) nur ein solcher Bereich:

dw 1 dPw
k) = k — k—k - — k—ko)?
w(k) w(ko) + k|, ( 0) + 3 Ak, ( 0)

=Ko —R0

= wo+v(k— ko) + Bk — ko)?
Das ergibt
u(z,t) ~ ﬁ > dk efoc(kfko)z eilkoz—wot) ,i(k—ko)(z—wvt) efw(kfko)%
’ 27 J_ o

Mit Substitution k' := k — ko und quadratischer Ergéinzung kann man die Integration leicht

Wellenpaket fiir ausfiithren. Die Losung lautet

eine GauBsche
. - A T X o (mfut)z
Verteilung (k) ua,t) = oy [ 7 cilkor—wot) o~ a(aiimey (21.5)
Fiir die Intensitat gilt
2 a(z—vt)?
|A| 6_42("‘2“32*2) (216)

I o |u(z,t)|]? = —————
fu(z 2 4/ a? + (22

Man erhélt fiir die Intensitét also wieder ein Gauflsches Wellenpaket. Dieses hat das Zen-
. Die

Gruppen- und

Phasen- trum bei x = vt und bewegt sich deshalb mit der Gruppengeschwindigkeit v = Z—z} i
0

geschwindigkeit Phasengeschwindigkeit v, = w/k unterscheidet sich i. A. von dieser?.

Beispiel 21.1 (Plasma)
In Plasmen gilt die Dispersionsrelation w = , /w2 + k?c?, womit sich fiir die Phasen- und

Gruppengeschwindigkeit ergibt:

wg + c2k2

\Jwa + c2k?
'Up = T >c
k
v = \/jk <c

Verznderliche Die Breite von |u(z,t)|? ist nach (21.6) nicht zeitlich konstant. Sie ist gegeben durch

Breite
2 242
d(t) =\ ol + 5ot (21.7)
«

2Nur fiir n(k) = n = const. ist ‘;—f =c/n = vp.
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21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Das heifit, |u(z,t)|* wird breiter und flacher (Amplitude oc d~1) — zwar fiir kleine ¢ noch lang-
Bedingung fiir die sam, fiir groflere Zeiten wird die Abhéngigkeit aber linear. Diese Zeitabhéngigkeit existiert

. . . . 2 . .
Zeitabhingigkeit nur fiir 3 # 0, also fiir £%| % 0, was immer dann der Fall ist, wenn
ko

dn
— #£0
dk#’

also in dispersiven Medien.
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Felder in der Wand

Lésung innerhalb

des Hohlraums

DGL fiir die
Koeffizienten

Kapitel 22

Wellenleiter

Stellen wir uns einen zylindrischen Hohlraum (Achse in z-Richtung) mit beliebigem Quer-
schnitt vor, dessen Wand aus einem idealen Leiter bestehe. Das heift, innerhalb der Wand
verschwinde das elektrische Feld!. Wegen der dritten Maxwellgleichung (2.3) ist B dann
zeitlich konstant und da zur Zeit ¢ = 0 kein Magnetfeld vorhanden sein soll, gilt in der
Wand des Hohlraums

E=0, B=0 (22.1)

Innerhalb des Hohlraums miissen wir dann die freien Maxwellgleichungen

divE = 0 (22.2)
1

rotB—-0,E = 0 (22.3)
C
1

rot E4+-9,B = 0 (22.4)
C
divB = 0 (22.5)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen El = 0 und B, = 0. Wir suchen dabei
speziell Wellenlosungen der Wellengleichung CJE = 0 bzw. OB = 0 mit Ausbreitung in
z-Richtung:

E(x,t) = Eo(z,y)e"™*", B(x,t) = By(,y)e" "1,

Damit erhalten wir ein zeitunabhéngiges Problem fiir die Koeffizienten der Felder

2 2
02+ 02+ 55 — K| Bo(w,y) =0, |02+ 02+ 5 — k| Bo(w,y) = 0 (22.6)

1Das heifit, wir nehmen an, dass w — 0, bzw. w < 70, denn dann wird x reell und e(w — 0) = & + 2'4”7”
hat einen groflen Imaginérteil, womit fast die ganze elektromagnetische Welle sofort absorbiert wird.
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Zusatzliche
Gleichungen

Verbleibende
Problemstellung

Keine TEM-Wellen
in hohlen

Wellenleitern

22 Wellenleiter

Dies scheinen zunéchst sechs unabhéingige Differentialgleichungen fiir die Komponenten von
Ey, =: (E;,E,, E.) und By =: (B, By, B.) zu sein. Mithilfe der Maxwellgleichungen und
unserem Ansatz fiir monochromatische Wellen in z-Richtung sehen wir aber, dass nicht alle
Koeffizienten-Komponenten unabhéngig voneinander sind. Aus (22.3) und (22.4) folgt

i“B, = 0,E.—ikE,, i“B, = ikE,—8,E.

—iYE, 8,B. —ikB,,  —i%E, = ikB,—9,B.

Dies sind vier weitere Gleichungen fiir die sechs Koeflizienten. Aufgelost nach E, und E,
bzw. B, und B, erhalten wir

1 w

Be = Gpa—im (OB 0E)
1 w

B, = mam (ko,B. - “0.B.)

(analog fir By und By). Das heift, E.(z,y) und B, (z,y) legen die Losung fest.
Letztendlich sind die beiden Gleichungen

2 2
a§+8§+“(j—2—kﬂ E.(2,y) =0, [85+8§+‘§—2—k2 Buwy)=0  (227)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zu losen.

Bemerkung 22.1 (Spezialfille)
e TE-Welle (transversal-elektrische Welle): E. =0, B, # 0
e TM-Welle (transversal-magnetische Welle): B. =0, E; # 0
e TEM-Welle (transversal-elektromagnetische Welle): E, = B, =0

Satz 22.1
TEM-Wellen sind in hohlen Wellenleitern unmdglich.

Beweis: Wegen E. = 0 und der ersten Maxwellgleichung (22.2) ist

(02 Es + 8y Ey)e’ =9 =0 = §,E, + 8y Ey = div Eg(z,y) = 0
Wegen B, = 0 gilt wegen der dritten Maxwellgleichung

(rot E), = 0:Ey — 0yEz =0
Auflerdem gilt wegen E, =0

0=—-0:Ey(z,y) =0yE. —0.Ey, 0=0.FE;(x,y) =0:Ez — O E. O

Das sind gerade die Komponenten von rot Ey. Es existiert damit ein Skalarfeld ¢(z,y) mit Eo(z,y) =
—grad ¢(z,y). Dieses muss wegen div Eg = 0 die Laplace-Gleichung Ap = 0 erfiillen. Losungen der
Laplace-Gleichung haben keine lokalen Extrema. Am Rand muss ¢ aber konstant sein, da die Wand

des Hohlraums ein idealer Leiter sein soll. ¢ ist deshalb iiberall konstant und somit Ey = 0, was fiir
die geforderten Wellenlésungen nicht erlaubt ist.
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22 Wellenleiter

Bemerkung 22.2

Um dennoch TEM-Wellen leiten zu kénnen, benutzt man Koaxialkabel.

Beispiel 22.1 (Rechteckwellenleiter, TE-Welle)
Bsp.: Rechteck- Sei der Querschnitt eines Wellenleiters rechteckig (Querschnitt: [0, a] x [0,b] mit a > b).
wellenleiter Fiir eine TE-Welle lautet die zu 16sende Gleichung

02402 w—2—k2B =0
z+ y+ 02 Z(Iay)_

Die Randbedingung B+ = 0 fiir z = 0, a lautet
B.(0,y) =0, Bi(a,y)=0

Die Parallelkomponente des elektrischen Felds ist wegen F, = 0 gleich der y-Komponente
E, = 0 und wegen (siche oben zusditzliche Gleichungen) —2E, = ikB, — 0, B, gilt

0:B. =0

Diese Randbedingungen und obige DGL werden durch

B, (x,y) = Bp cos (@) cos (%) mit m,n € Ny auler m=n =0
a

erfiillt. Eingesetzt ergibt sich de Dispersionsrelation

2 2

. m n
Ak? = w? — W2 mit Wy = e\ —& + —
a? b2

mn?

Ist w < wWmn, so ist k£ imagindr und die Welle kann sind nicht ausbreiten. Die kleinste
Frequenz wy,, und damit die Grenzfrequenz ist dabei durch w19 = ¢w/a gegeben.
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Wellengleichungen
fiir die Potentiale

Lésungen der
homogenenen
Gleichungen

Kapitel 23

Allgemeine Losung der
Maxwellgleichungen

Nach Satz 3.1 sind die Wellengleichungen
O¢ = d4dro(x,t) (23.1)
4
OA = —j(z,t) (23.2)
c

den Maxwellgleichungen dquivalent. Dabei sind die Potentiale definiert iiber

B = rotA
1

E = —gradtp——atA
&

und erfiillen die Lorenz-Eichbedingung

1
“Ohp+divA=0 (23.3)

23.1 Allgemeine Losung der homogenen Gleichungen

Die Losungen der freien Wellengleichungen sind gegeben durch allgemeine Superpositionen
von ebenen Wellen:

Pk i(k-z—w(k)t)

on(x,t) = L on(k)e (23.4)
Pk ,

Ap(z,t) = / WAh(k)el(k'”_“’(k)t), mit w(k) = ke (23.5)
e

Aus der Eichbedingung erhalten wir

) 5 (k) — k- Ap(k) = 0 (23.6)

c
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Spezielle Lésung
fiir ¢

Lésung mittels
Greenscher
Funktion

23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

23.2 Die retardierten Potentiale

Nun wollen wir spezielle Losungen der inhomogenen Gleichungen finden. Wie wir sehen
werden, werden diese Losungen retardierte Potentiale genannt.

Um in (23.1) die zeitliche Differentiation zu vereinfachen zerlegen wir beide Seiten der Glei-
chung mittels Fouriertransformation in ¢:

olx,t) = /d—:qﬁ(w,w) et

2
d ,
dlwt) = [55plaw)e
2w
Das ergibt

dw w? —iwt dw —iwt
/% <_C_2_A> oz, w)e —/%émp(:n,w)e

Um diese Gleichung zu erfiillen, muss gelten

(A + “C’—j> é(a,w) = —Amp(z,w) (23.7)

Wie wir bereits in der Elektrostatik gesehen haben, kénnen solche inhomogenen Differenti-
algleichungen (U¢ = I mit Inhomogenitit I) mithilfe einer Greenschen Funktion G geldst
werden, welche die Gleichung UG = § (mit der Dirac-Distribution §) erfiillt. Die Losung
erhalten wir dann iiber die Faltung I * G. Wir benotigen also eine Greensche Funktion fiir
U=A+w?/c*

Satz 23.1 (Greensche Funktion fiir A + w?/c?)
Die Lisung G der Gleichung

W2
(A + —2) G(z) = —4mo(x),
c
also die Greensche Funktion fiir —— (A + w?/c?), ist gegeben durch

1 wlx|/c
G(x) = mei I/ (23.8)

Beweis: Es ist

8i2G(:l:) = 0 |:<8zi) eiw\w\/c_i_l.ieiw‘w‘/ci}
le c ‘w‘Q

_ (agi) giwlel/e | (aii) (@ giwlel/c Ti
|| e[/ ¢ ||

2 o ) 2 9.
w_emw\/cmz_ﬂﬂ;+i£ew\w\/CM

c? x| c |z|*

=1/|z|?
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Konstruktion der
Lésung mittels

Faltung

Spezielle Lésungen
von (23.1) und
(23.2): Die
retardierten

Potentiale

23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

Wegen ‘z‘iz (alﬁ) = \:c\2 kompensieren sich der zweite und vierte Term:

92G(x) = el=l/e {a. e

Da 1/(—4m|x|) eine Greensche Funktion fiir A darstellt, ergibt sich

w

AG(z) = —4nd(x) e1®l/e — c—jG(w) = 4nd(x) — %jc;(w),

womit G(z) die Greensche Funktion von A + w?/c? ist. g

Mit G kénnen wir nun Gleichung (23.7) fiir die Fouriertransformierte ¢(x,w) 16sen:

.’13/,(4) iwlz—a'|/c
bz, w) =G *p= /d%’%e le—al/ (23.9)

Die spezielle Losung von (23.1) erhalten wir mittels Riicktransformation

3,/
oz, ) / / BB ! w) p—iw(t—lz—a'|/c) _ d’x dw & (@ w) o iwtr
7T

|l —a'| |z — 2’|

mit ¢, :=t — |x — x'| /¢, der sog. retardierten Zeit'. Das innere Integral ist aber gerade die
Riicktransformation von p(2’,w) mit der Zeitvariablen ¢,. Deshalb erhalten wir

go(:n,t):/d?’ % th=t—|x—a|/c (23.10)

Fiihren wir dieselben Schritte fiir die Losung A von (23.2) durch, so ergibt sich analog

Az, t) = i/d3 @ t) (23.11)

z — /|

Bemerkung 23.1 (Lorenz-Bedingung (23.3))
Die retardierten Potentiale, Losungen von (23.1) und (23.2), kénnen nur Losungen der Maxwell-
gleichungen erzeugen, falls sie auch die Lorenz-Eichbedingung (23.3) erfiillen:

! t'r ‘i ! t'r
875:9(33 s ) + al.] (:17 s )
|z — /| |z — /|

%&gp(az,t)—b—@iAi(m,t) - %/d%’ [

1 Diese Zeitverzogerung kénnen wir anschaulich verstehen. Nehmen wir an, wir beobachten vom Ort @ aus,
die zeitabhéingige Ladungsverteilung ¢ am Ort @’. Aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen erhalten wir die Informationen von ¢ immer um |z — @’|/c zeitverzdgert. Im nicht-relativistischen
Grenzfall, den man formal mit ¢ — oo erhélt, ist ¢, — ¢ und die Potentiale gehen in die aus der Elektro-
und Magnetostatik bereits bekannte Form iiber.

T3: Elektrodynamik 103 Sebastian Gottwald (LMU)



23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

Berechnen wir dafiir

ji(z',tr) 1 95 dtr | ., 1
i = (@, tr)0i ——
9 |z — /| |a:—a:’|8trasci+J(m )0 |z — 2|
1 (9]2 ot 1

|l — x'| Ot O,
_8{ji(w/7t7') divji(w/7tf')
T—x T—x
‘ 'l | 'l

Da die Stromdichte j;(x’,t,) als rdumlich begrenzt anzunehmen ist (physikalisch sinnvoll), gilt

auflerdem
/de/ afji(ml7t'f) _ /dO’l ji(x,7t7‘) -0
' e — 2| |z — /|
Die retardierten Damit ergibt sich zusammen mit der Ladungserhaltung fiir die Lorenz-Bedingung:
Potentiale sind
automatisch 1 /de/ |:at0(wl7€r) aiji(wlvtfl'):| _ 1 /d31’/ deo(x’,tr) + dil\/j(:v’7t7n) -0
Lorenz-geeicht c |z — x| |z — | c |z — 2’|

Die retardierten Potentiale erfiillen somit die notwendige Lorenz-Eichung, d.h. sie dienen zur Er-
zeugung allgemeiner Losungen der Maxwellgleichungen.
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Bewegte
Punktladung

Eigenschaft der

Dirac-Distribution

Kapitel 24

Liénard-Wiechert-Potentiale

Da wir nun die Form der elektrodynamischen Potentiale fiir gegebene zeitabhéngige Ladungs-
und Stromverteilungen kennen, kénnen wir explizite Losungen fiir verschiedene Ladungsver-
teilungen berechnen. Fiir den einfachsten Fall, d.h. wird die zeitabhingige Ladungs- und
Stromverteilung durch eine bewegte Punktladung ¢ verursacht, ergeben sich die sogenann-
ten Liénard- Wiechert-Potentiale.

Die Punktladung bewege sich auf der Bahn »(¢), dann sind Ladungs- und Stromdichte
gegeben durch

o, t) = qé(x —7(t), Ji(w,t) = qii(t) 6(x —r(t))

Die spezielle Losung fiir das skalare Potential erhalten wir dann aus

/
oz, t) = /d3x' %, mit f(z') :=a' —r(t— |z —x'|/c) (24.1)
Satz 24.1
Seien xq eine einfache Nullstelle von f(x) und Df = (gﬂfj) die Jacobi-Matriz von f, dann
gilt
5(F(x)) = (det D)~ 6(z — o) (24.2)
Beweis:

Sei G eine Testfunktion, dann gilt nach dem Transformationssatz der Integralrechnung
[ o@ =20 @)= [ 5(5(@) G(F(@) + @) det(DF) d*e = G(f (wn) + 20) = Glao),

falls f(axq) = 0. g
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Eindeutigkeit der
retardierten Zeit

Berechnung der
Funktional-

determinante

24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Damit ist §(f(z)) = (det Df)~*6(x — r(t.)), weil f(r(t,)) =0 mit ¢, =t — |x — r(t,)|/c
und wir erhalten fiir (24.1)

ola,t) = / @y LE =) o4 p ) (24.3)

|z — |
Sei nun R(t) der Abstand vom Beobachtungspunkt @ zur Punktladung auf der Bahn r(¢):
R(t) =x —r(t) (24.4)
Damit gilt

[R(tr)| = |2 —7(tr)] = c(t = 1)

Satz 24.2 (Eindeutigkeit des retardierten Zeitpunkts)
Die retardierte Zeit t,. =t — R(t,)/c ist eindeutig festgelegt.

Beweis: Nehmen wir an, es gebe ¢1,%2 mit ¢1 # t2 und c(t — t1) = R(t1), c¢(t — t2) = R(t2). Es gilt
dann

clta — t1] = |R(t1) — R(t2)| =t AR

Dabei ist AR immer kleiner oder gleich dem in |t2 — t1| von der Punktladung q durchlaufenen Bahn-
segment As. Das heifit

AR As
c= S )
[tz —ta] = |t2 — ta]

womit sich die Punktladung schneller als das Licht bewegen wiirde. Die Zeiten to und ¢; miissen also
gleich sein. O

Zur Berechnung der Funktionaldeterminante aus (24.3) notieren wir zunéchst eine andere
Schreibweise fiir die Determinante einer 3 x 3-Matrix:

det A = €ijkQ1,02;5 A3k
Damit kénnen wir det D f (') berechnen:

det Df(z') = (9] f1) (3;'f2) (0rf3)

. Ot, . Ot . Oty
=  E&ijk (51i —7"1%) <52j —7’2%> <53k —T3w>
i j k

.ot .ot
= 1—eiph1 8—17762‘7'5% - Eijkr287751i53k -
) J

8@« ’I”l .Ii—.I/»
S T i T e 24.5
" ox!, ¢ le—a| (245)
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24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Jetzt konnen wir die Integration in (24.3) ausfiihren:

§(x’ —r(t,)) q
x,t) = q/d3:1:' . =

st R P 3 8 [y XA Epuret )
Die Liénard- Das Skalarpotential ¢ einer bewegten Punktladung ist also gegeben durch
Wiechert-Potentiale

q
)= ——— 24.6
SD([B, ) R _ 6 . R . ( )

Analog konnen wir die Rechnung fiir A durchfiihren und erhalten

qB

A(x,t) = R B R

(24.7)

tr
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Berechnung des
elektrischen Felds

Kapitel 25

Strahlung einer beschleunigten
Punktladung

Wie wir im Folgenden sehen werden, fithren uns die Liénard-Wiechert-Potentiale auf ein elek-
trodynamisches Strahlungsfeld. Das heif3t, eine beschleunigte Punktladung emittiert elektro-
magnetische Strahlung.

25.1 Strahlungsfeld

Das elektrische Feld erhalten wir aus den Liénard-Wiechert-Potentiale iiber

E(w,t) — —sradp(a,t) — 0, A(w, 1)
C

Dazu berechnen wir als erstes (mit n; := R;/R)

—q
dip = R=B R2 [0i R — Ry.0i Bk — Br0i Ri]
- —q _ OR _ . _ 8Rk
= m [nz + a—traztr — B ROt — B — ﬁk }

- (R_I@R)Q |:nz ﬁz"‘(atr ﬂ R a )atr:|a

)

c Ot

und
1 1 OR Ot OR Ot,
T (U RUN <%E T
_ q OR OR\] ot
- e e -8 (G-sros G| G
Zusammengesetzt ergibt das
_ ﬁl Ot OR OR B3; Ot
Bi= s l "R poR) (g—ﬁ B~atr) (am+
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Dafiir wollen wir zunéchst die Grofien %, g%:, g—ﬁ und gT}j berechnen:

6tr - 11‘1 — T‘i(tr) 8ri(tr) 6tr - %

¢ 8t_1+c@—r@” ot, ot 1t m m”at
ot, 1
o 1A, (25-1)

. 7_1517k_7’k(tr) o 8157« 7_1 ) )
(] (%tr— 07|:B—r(tr)| (5]ﬂ Tk(tr)axi) = an—Fn ﬁaztr
1 mn;

emr——gTjﬁf;n (25.2)
oR  r(x—r(t))

[ ] 6tr = —m = —CnNn /6|t7‘ (253)
OR

o pTa —cB(ty) (25.4)

Damit
0 s BB (g R (i
Ei = ma—gap | (C" p-8 R+Cﬁ)<dl—g-m

a0 B RY g g (#m. g BR
= R2(1—/3"I’L)3 <nz Bi c )(1 B8 n) (nz 61) (6 n-B -
_ 0 =80 1-8+E (e — 8)(m- B) — Bi(n® — 8-
— g | (= 0= )+ 2 (= B ) - o = )|

R R )
Py (1=B-n)p CR(I—B-np

Das elektrische Feld einer beschleunigten Punktladung ist somit gegeben durch
Feld einer

beschleunigten

Punktladung

Nad CRl i)

q(n—p)
B . ¢cR(1-p3-n)3

= R22(1— (B -n)?

(25.5)

tr

Eine analoge Rechnung fiir B = rot A liefert

B=nxE (25.6) |

Bemerkungen 25.1 (Diskussion)

(i) Aus (25.6) folgt sofort, dass das magnetische Feld einer beschleunigten Punktladung senkrecht
zum elektrischen Feld und senkrecht zur Verbindungslinie zwischen Beobachter und Ladung
steht.
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Strahlungsfeld

Strahlstirke

25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

i as elektrische Fe . esteht aus einem Term o und einem Term o< .
i) D lektrische Feld (25.5) b h i T 1/R? d ei T 1/R

(iii) Im Spezialfall einer ruhenden Punktladung (8 = 0) ergibt sich notwendigerweise das Cou-
lombfeld einer Punktladung:

qn
b=
(iv) Fiir eine gleichformig bewegte Punktladung (3 = 0) bleibt nur der erste Term (o< 1/R?) in
(25.5).

(v) Der zweite ist der charakteristische Term fiir eine beschleunigte Punktladung. Dieser verur-
sacht das bereits angesprochene Strahlungsfeld. Qualitativ kénnen wir das verstehen, wenn wir
den Poyntingvektor betrachten, dessen Betrag den Energiefluss pro Zeit und Fliche (Energie-
stromdichte) angibt. Da B « E, ist nun S o« E B 1/R2. Die gesamte Energie, die pro Zeit
abtransportiert wird ist damit

1
Ex|S|Ax ER2 = const.
Das heif3t, die abgestrahlte Energie ist unabhéngig von der Entfernung zur beschleunigten
Punktladung konstant. Diese Eigenschaft kann nur von elektromagnetischer Strahlung erfiillt
werden.

25.2 Strahlungsverlust

25.2.1 Strahlstiarke

Im Folgenden wollen wir nur das Strahlungsfeld der Punktladung betrachten, das heif3t

den zweiten Term von (25.5). Mit dem Poynting-Vektor S = =(E x B) ldsst sich die

Strahlungsleistung P’ := % iiber

dP' =S -do =S -nR*dn
wegen div S = 9,V berechnen. Aus (25.6) folgt

2 2
Zin-(ExB) drz:ﬂm?dn
™

dP' =
47

Die Strahlungsleistung am Beobachtungsort muss aber nicht auf ¢, sondern auf ¢, bezogen
werden. Man erhilt wegen dt, = dt/(1 — 3 -n)

dP d (d& d (d& dP’
10 - 40 (d_tT) =90 (E(l—ﬁ'n)) = W(l—ﬁ'n)

fiir die sog. Strahlstdrke, die Strahlungsleistung pro Raumwinkel. Diese ergibt sich dann zu

tr

A |2
ap _ ¢ |nx(n=0)x5)
A2 drc  (1-pB-n)p

(25.7)

Man sieht, dass diese nicht vom Abstand R von der Quelle abhiingt.
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Winkelabhidngigkeit

der Strahlstirke

Larmor-Formel

Bedingungen an P

25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Bemerkungen 25.2 (Spezialfille)
(i) Im nichtrelativistischen Fall (3 < 1) ergibt sich

ap dp’ q 2\ (2 ¢ 22

a0 = a7~ dmem X B = g Bsin
wenn ¥ der Winkel zwischen der Beschleunigungsrichtung und der Verbindungslinie zum Be-
obachtungsort x ist. Das bedeutet, die Abstrahlung ist senkrecht zur Beschleunigungsrichtung

am starksten.

(25.8)

(ii) Ist die Beschleunigungsrichtung dieselbe, wie die Bewegungsrichtung (8||3), so gilt (im rela-
tivistischen Fall)
P g st
A2 4mc” (1 — BcosV)d
Im Allgemeinen ist die Abstrahlung also nicht senkrecht zur Beschleunigungsrichtung am
starksten, sondern in Richtung eines Winkels ;4. Dieser ist gegeben durch

VI+153 — 1
38

coS Imaz =

25.2.2 Strahlungsverlust im nichtrelativistischen Fall

Die beschleunigte Punktladung verliert wegen der endlichen Strahlungsleistung P = c(li_ti
stdndig an Energie. Fiir den Fall § <« 1 erhalten wir aus (25.8)
dP 2 2 1
P = /Edﬂ = &ﬁQ/singﬁdﬁdgo = &ﬁ2 27r/_1(1 — cos® 1) dcos
2¢* .,
= - = 25.9
3 ¢ P ( )

Diese Beziehung wird Larmor-Formel genannt.

25.2.3 Strahlungsverlust relativistischer Punktladungen

Um die abgestrahlte Leistung P fiir relativistische Geschwindigkeiten zu erhalten, suchen
wir einen allgemeinen Ausdruck fiir (25.9). Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist da-
bei, dass sich die Energie d€ unter Lorentz-Transformationen wie die Zeitkomponente eines
Vierervektors verhélt. Wegen

d€ = Pdt

ist P invariant unter Lorentz-Transformationen, also ein Lorentz-Skalar. Um einen relati-
vistischen Ausdruck fiir die Leistung zu erhalten, miissen auerdem folgende Bedingungen
erfiillt werden:

(i) Fiir 8 < 1 soll P in die bekannte Form (25.9) iibergehen.
(ii) Aus (25.7) sehen wir, dass die Leistung eine Funktion von 3 und deren ersten zeitlichen

Ableitung B sein muss. Hohere Ableitungen kénnen nicht auftreten.
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Gehen wir nun von Gl. (25.9)

p, =2 (Y
" 3m2e3 \ dt
aus und ersetzen den Impuls p = mwv durch den Viererimpuls p* = ym(c,v) und dt durch
die Eigenzeit dr = dt/~:

p_y2 @ dpudpt
3m2¢3 dr dr

Die angegebene Form ist die einzige Moglichkeit, obige Bedingungen an P zu erfiillen, denn
die Vierer-Vektoren p* und dp*/dr sind die einzigen, die zur Konstruktion des Lorentz-
Skalars P dienen. Und es ist p,p* = £?/c? — p? = m*c? und pu% 0 d%(pup“) = 0. Es
bleibt also nur die Form in (25.2.3). Um zu sehen, dass wir daraus im Grenziibergang  — 0
Ausdruck (25.9) erhalten, benutzen wir die in Abschnitt 4.1 gezeigte Beziehung £ = p - v.
Damit ergibt sich

dp, dp" 1 (deN® [(dp\® , [(dp\®> [dp\° s—o0 [(dp\®

_ = —_— _ —_ e = 6 —_ — —_— _— — —_—

dr dr 2 \dr dr dr dr dr
Wir wéhlen deshalb das negative Vorzeichen:

p—_29 PulD (25.10)

Mit € = yme? und p = ymuw erhalten wir

dpy dp* : .
—H—— = Pm’PY - Pm’P (B + By)
dr dt
= Pm(B B — Py - 2w (B B
= w88+ (1 - 55
— e (5 3 )
Relativistische Wir finden somit
Strahlungsleistung 5
_2q 642 2
P=2L58 13— (8xy (25.11)

Bemerkung 25.3 (Spezialfille)
e Fiir geradlinige Beschleunigung (8||3) ist
2¢° 55 _ 2 (dp)’
P === = - 25.12
=37 p 3m2c? \ dit (25-12)

wie man leicht aus obiger Rechnung entnehmen kann.

e Wird senkrecht zur Bewegungsrichtung beschleunigt (8 L 6), so ist

2¢° 4 - 2¢° dp\ >
P2 age 20 o <_P) > P (25.13)

3c "~ 3m2c3 dt
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Fouriertransformierte
des retardierten
Vektorpotentials

1. Niherung: a < r

Kapitel 26

Dipolstrahlung

26.1 Potentiale der Dipolstrahlung

Nun wollen wir den allgemeineren Fall einer lokalisierten Ladungs- und Stromverteilung
betrachten. Dafiir zerlegen wir zunéchst die zeitabhéngigen Gréfien in deren Frequenzkom-
ponenten:

J(x,t) = /5'(:B,w) e Wt dw

Aus (23.11) folgt

(z,t) /dw —/d3 ’|J > wlle_“"“ :/A(:c,w)e_i“’tdw
T —x

mit

A(iL‘,u]) 1/d3 /.7( )eiw\:c—:c'\/c (26.1)
&

|z —w’l

Bemerkung 26.1 (Beziehung zum Skalarpotential)
Die retardierten Potentiale miissen die Lorenz-Eichbedinung %@cp + div A = 0 erfiillen. Deshalb

kénnen wir aus bekanntem A auf ¢ schlieflen:

/dw {—%@—i—divfi} =0 & ¢= idivfi (26.2)

Um (26.1) zu vereinfachen, fithren wir verschiedene Ndherungen durch. Als erstes nehmen wir
an, dass die Ausdehnung a der Quelle (Ladungsverteilung) klein gegeniiber dem Abstand
r := |x| von Quelle und Beobachter ist. Da sich v’ := |z’| in der GréBenordnung von a
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2. Néherung:
Nichtrelativistische

Oszillationen

Zusammenhang
zum el.

Dipolmoment

Vektorpotential der
Dipolstrahlung

26 Dipolstrahlung

aufhilt, ist auch 7/ /r < 1. Aus dem Kapitel iiber Multipolentwicklung wissen wir
1 1! 1 v/ 1 7’
—_— - —_ P 9 = — 1 — 9 “ee == — 1 O -
e () Ao = (e o) =2 (140 (5))

Aus einer Taylorentwicklung von |z — x’| folgt

. ! /2 ol 2
c—a|=r- 22 to()=r(1-2Z 10(
2 2

r r r r

Also erhalten wir unter Vernachlidssigung der Terme mit hoherer Ordnung in '/ :

iw|z—x’|
€ 1 ikr efikn-m’

le—a'|
Daraus ergibt sich fiir die Fourierkomponente des retardierten Potentials

~ eikr
Az, k) ~ -

/ o j (! k) e Fn (26.3)

Dieses Resultét liasst sich noch weiter vereinfachen, wenn wir annehmen, dass die Oszillatio-
nen der Ladungsverteilung nichtrelativistisch sind:

ro<aw<c < A>a

Deshalb gilt auch kn - &’ < 1 und damit e~**™®" ~ 1. Wir erhalten

Az, k) = e / &3’ j (@', k) (26.4)

cr

Das verbleibende Integral konnen wir auf eine bekannte Grofie zuriickfiihren:

/d3f€5i = /d3$3k5ki = /d3$5k3k$i = —/d%ﬂci O

Dabei wurde beim letzten Schritt partiell integriert. Die Kontinuitétsgleichung d;0 + divj = 0
geht im Frequenzraum in die Gleichung iwg = div j iiber. Deshalb finden wir

/d?’xji(w, k) = —iw/:cié(:c, k)d*r = —iwp;(k)

mit der Fouriertransformierten p(k) des elektrischen Dipoloments p(¢). Schliellich ergibt sich

ikr

Az, k) = —ikp(k)

(26.5)
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3. Ndherung: r > X

Felder der
Dipolstrahlung im
Frequenzraum

26 Dipolstrahlung

Die Riicktransformation in den Ortsraum liefert!
ei(krfwt)

A(z,t) = —/zckﬁ(k) —dk (26.6)

r

26.2 Felder der Dipolstrahlung

Fiir Funktionen, die nur von |z| abhéngen gilt: 9; f(r) = n; 9, f(r). Nutzen wir dies um die
Fouriertransformierte B(z, k) des Magnetfelds zu berechnen:

ikr

B(x,k) =rot A(r,k) = n x 9, A(r, k) = —ikn x p 0,

r

Fiihren wir eine weitere Nitherung durch, namlich 9, (e?*" /r) ~ ike’*" /r fiir r > A, so ergibt
sich

ikr

Bz, k) = k2nxp > (26.7)

Da die Stromdichte 5 nur innerhalb einer Umgebung der Ladungsverteilung mit Radius a
von null verschieden ist, gilt auerhalb rot B = %(%E. Im Frequenzraum gilt deshalb

E(x,k) = %rotﬁ(r, k) = %n x 8,B(r, k) ~ B(r,k) xn (26.8)

E=Bxn (26.9)

Bemerkung 26.2 (Eigenschaften der Felder)

Die Felder sind im Mittel proportional zu 1/r; diese Eigenschaft charakterisiert sie als Strahlungs-
feld. Das elektrische und magnetische Feld stehen zueinander senkrecht und beide stehen senkrecht
zu n, also senkrecht zur Verbindungslinie von Quelle und Beobachter. Auflerdem haben E- und
B-Feld denselben Betrag.

26.3 Energiestrom und Leistung

Im Folgenden wollen wir von einer harmonischen Frequenzzerlegung ausgehen, d.h. die Fou-
riertransformierten der entsprechenden Grofien sind nur fiir eine spezielle Frequenz w un-
gleich null:

E(x,t) = E(x)e ™!, B(xz,t) = B(x)e ™!

IDer Term e!(A7=«%) /1 beschreibt das Verhalten einer Kugelwelle.
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Energiestrom der
Dipolstrahlung

Strahlstirke eines
Dipols

Strahlungsverhalten
eines linearen

Oszillators

Punktladung in
Kreisbewegung

26 Dipolstrahlung

Man kann zeigen (z.B. in den Ubungen zur Elektrodynamik im SoSe 08 — Tutorium I),
dass das zeitliche Mittel des Poyntingvektors aus den Feldern in komplexer Notation durch
(8) = ¢z E x B* gegeben ist. Hier ergibt sich also

c ~ - C ~ ~ c = ¢ k* -
S)=—FExB*=—EB*n=n—|B’=n— — 2 26.10
() 8T x 8 " n87r| | "8 2 [ pl ( )

Wegen dP = S-do = S-nr?df2 gilt fiir die Strahlungsleistung pro Raumwinkel (Strahlstirke)

ar _ , _ €4 =12
g =n <S>_87rk |n % p (26.11)

Bemerkung 26.3
Fiir |n x p|? kénnen wir auch schreiben

piny Pinmeijpeime = [p|° — [n - pJ° (26.12)

Beispiel 26.1 (Oszillierende Punktladung)
Das Dipolmoment einer entlang einer Achse (hier z-Achse) oszillierenden Punktladung ist
durch

p(t) = qa (0,0,coswt) =R (qa é. e—iwt) =% (ﬁ e—iwt)

gegeben, wenn a die Amplitude der Oszillation ist. Hier erhalten wir also p = ga €,. Wir
finden

In x p| = [p|sind = ga siny = <s>,% o sin? ¥

Die Strahlung des schwingenden Dipols verschwindet somit in Oszillationsrichtung und ist
senkrecht zu dieser maximal.

Beispiel 26.2 (Ladung auf Kreisbahn)
Befindet sich eine Ladung (z.B. das Elektron) auf einer Kreisbahn um den Ursprung, so
ist das Dipolmoment durch
p(t) = qa (coswt,sinwt,0) = R [qa (1,i,0)e” "]
gegeben. Also ist p = qa (1,4,0). Damit
I x pl* = pf* — [n - pf* = 2¢%a* — ¢*a®|n, + iny|* = ¢*a*(2 — sin® 9)

Hier sind also (S), 45 o (1 + cos®¥), d.h. entlang der Symmetrieachse (z-Achse) ist die
Abstrahlung maximal und senkrecht dazu sieht man nur die lineare Oszillation.
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Elektrische
Dipolstrahlung (E1)

Quasistatisches
Potential der
Nahzone

E2- und
M1-Strahlung

26 Dipolstrahlung

Sind alle Komponenten des Dipolmoments p(t) in gleicher Phase, so kann man schreiben

I 2 = (B[ sin® v

Damit erhiilt man fiir elektrische Dipolstrahlung (E1)?

dP

al” €452 o2
10 87Tk [p|” sin® (26.13)

Und somit P = %hﬂ2

Bemerkungen 26.4

(i)

(ii)

(iii)

Diese Formeln stimmen mit den Beziehungen aus dem letzten Kapitel iiber beschleunigte
Punktladungen iiberein, denn setzt man z.B. r(t) = a coswt, so ist nach der Larmor-Formel

RV

=215 =

Die obigen Uberlegungen und Niaherungen gelten nur in der sog. Fernzone (a < A < ).
Als Nahzone bezeichnet man den Bereich, in dem a < r < A gilt. Hier kénnen wir fiir die
Fouriertransformierte des retardierten Vektorpotentials schreiben:

Ax) = l/d?’m’ij(m/) eFle—a'l o l/dgm’ @) ,
c |z — /| c |z — /|
was dem Ausdruck fiir das Vektorpotential der Magnetostatik entspricht. Man nennt deshalb
Az, t) = A(x)e ™"
quasistatisch. Der Bereich zwischen Nah- und Fernzone wird Zwischenzone (a < r ~ )
genannt. Hier sind die Beziehungen komplizierter.

Beriicksichtigt man in (26.3) auch den néchst héheren Term von e"knet — 1 k@' 4.
so erhdlt man zusétzlich

ikr -7, ikr
., € 3 7 /i_lke 3/1( NG o /) 1 ’ .
chr /dx(n z)j = = /d:c2 (n-x)j+(n-je —|—2(a: XJ)xXmn

E2 M1

Die Terme E2 fithren zu elektrischer Quadrupolstrahlung, wobei aus M1 magnetische Dipol-
strahlung entsteht.

2Man bezeichnet mit Ek und Mk elektrische und magnetische 2¥-Strahlung.
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Induziertes

Dipolmoment

Def.: Differentieller
Wirkungsquer-
schnitt

Kapitel 27

Streuung von Licht

Hier wollen wir kurz darauf eingehen, wie die Streuung von Licht an gebundenen Elektronen
behandelt werden kann. Dabei vernachlissigen wir relativistische Effekte (8 < 1).

Trifft eine einfallende ebene Welle
E(z,t) = Eyeik@a—wt)

auf ein gebundenes Elektron, so wird nach dem klassischen Oszillatormodell aus Abschnitt
20.1 ein Dipolmoment induziert:

2
p(t) = 1" B

s
W — w* — iyw

—iwt

Dieses zeitabhingige Dipolmoment verursacht die Abstrahlung von elektromagnetischen
Wellen mit der Strahlstiarke

dP (26.13) ¢ 4, .9 . 9 c [ e wtsin? ¥ 9
m - " V= — E 27.1
ds? 8 |p| s 87 \ mc2 (W(z) _ w2)2 + ,YQWQ | 0| ( )

Definition 27.1 (Differentieller Wirkungsquerschnitt).

Die Grifse
do 1 dP
= - _— 27.2
a2 |(S)| dR (27.2)

mit der einfallenden Energiestromdichte S wird differentieller Wirkungsquerschnitt genannt.
Wird dieser iiber den ganzen Raumwinkel integriert, so erhdlt man den totalen (oder inte-
gralen) Wirkungsquerschnitt

do
o= / 0 df (27.3)
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27 Streuung von Licht

Hier ergibt sich wegen |[(S)| = & |Eo|?

do e? 2 w? .9
— =|— sin® v
g me? ) (Wi — w?)? 4+ 72w?

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann

() 8T e? 2 w?
olw)=— [ —
3 \me?) (Wi —w?)?+2w?)

Bemerkungen 27.1 (Spezialfille)

e Thomsonstreuung: wo = = 0 (freies Elektron) oder w > wo,w > ~
Hier ist der totale Wirkungsquerschnitt gegeben durch

0_8_71' e? 2_,8_71'7“2
=3 \me2) 3¢

mit dem klassischen Elektronenradius re.

Thomson- und

Rayleighstreuung

e Rayleighstreuung: w < wo
Hier gilt
4
w
o(w) = a'cpw—a1
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Drehmatrix

Def.: Skalarfeld

Anhang A

Mehrdimensionale Analysis

Fiir die zusétzlichen Inhalte im folgenden Kapitel habe ich mich an Mathematik fir Physiker
und Mathematiker, Band 2 von Rainer Wiist und Applied Mathematics von Peter J. Olver
orientiert und diese selbst an die Vorlesung angepasst, weswegen sicherlich einige Fehler
enthalten sind, iiber deren Mitteilung ich mich freuen wiirde.

A.1 Felder, Tensoren und Drehungen

A.1.1 Drehungen

Wie wir bereits in der Vorlesung T'1: Theoretische Mechanik kennengelernt haben, kann man
die Transformation von Vektoren € R? unter Drehungen des Koordinatensystems mithilfe
einer Drehmatrix R beschreiben:

' = Rx = ,T; = Rijl'j = E RijfL‘j
J

Eine solche Drehmatrix ist orthogonal (R~! = RT) und beispielsweise fiir eine einfache
Drehung (um die z-Achse um den Winkel «) von der Form

cosa sina 0
R = —sina cosa 0

0 0 1

A.1.2 Felder

Definition A.1 (Skalarfeld).
Eine Abbildung ¢ : 2 C R3 — R,z — (x) heifit Skalarfeld.

Im gedrehten Koordinatensystem soll der Funktionswert o(x) aus dem ungedrehten System
erhalten bleiben: p(x) = (RTx') =: ¢'(z').
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A Mehrdimensionale Analysis

Definition A.2 (Vektorfeld).

Def.: Vektorfeld Eine Abbildung A : 2 C R® — R3, & — A(x) wird Vektorfeld genannt. Dabei sei A(x) als
Element eines weiteren Exemplars des R® mit Koordinatenursprung am Punkt x interpre-
tiert.

Unter Drehungen des Koordinatensystems verhdlt sich ein Vektorfeld gemiff A’'(x') = RA(x).

A.1.3 Tensoren
Definition A.3 (Tensor).

Def.: Tensor Ein Tensor n-ter Stufe ist eine n-fach indizierte Grofie T = (Tj,...i,,) =: Ti,...i,,, welche
unter einem Koordinatenwechsel folgendem Transformationsgesetz geniigt:
T}, ., (@) = Rijy - Ri,, Tji oo, (2) (A1)

Beispiel A.1
Sind a, b zwei Vektoren, so ist durch T;; = A; B; ein Tensor zweiter Stufe definiert.

Bemerkung A.1

Ein als Tensorgleichung formuliertes Gesetz ist automatisch kovariant (forminvariant) unter rdum-
lichen Drehungen. Die durch ein solches Gesetz beschriebene Physik ist somit unabhéngig von der
Orientierung des Koordinatensystems (z.B. F' = ma).

Definition A.4 (Pseudotensor).
Def.: Pseudotensor  Gilt fiir S;,...;, unter einem Koordinatenwechsel

n

Sgl"'in = (det R) Ri1j1 s RinjnSj1'~jn (A2)

Beispiel A.2
Sei R = P := —1 (Raumspiegelung/Paritétstransformation), so nennt man
(i) v Pseudoskalar, falls gilt: ¢’ (Px) = (det P) ¢(x) = —(x);

(ii) A Pseudovektor, falls gilt: Bj(Px) = (det P) P;;Bj(x) = B;(x).

Dabei sollte nicht verwechselt werden, dass fiir ein Vektorfeld A(x) gilt:
Ai(Pz) = PjAj(x) = —Aj(@).

Satz A.1 (Invariante Tensoren)
Invariante Tensoren (i) Das Kronecker-Delta d;; ist ein Tensor zweiter Stufe und invariant unter orthogonalen
Transformationen.

(11) Der Levi-Civitd-Tensor € ist ein Pseudotensor und invariant unter orthogonalen
Transformationen.
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Def.: Verjiingung

A Mehrdimensionale Analysis

Beweis:
L 8}, = RixRjidx = Rir Rji, = Rip RY; = 5y
2. Es ist RjjRjmRin€imn = (det R) €;j5. Da det R = 1 und e;jk = €5k, gilt
Eéjk = (dCt R) RilemRknElmn~ O

A.1.4 Verjiingung

Die sogenannte Verjingung weitet den Begriff der Spur auf Tensoren aus.

Definition A.5 (Verjiingung).
Als Verjiingung bezeichnet man eine lineare Abbildung C : T, ..., — Ti, ..., _,, also eine
Kontraktion des Tensors um zwei Stufen.

Beispiel A.3

Sei T' =: T;; ein Tensor zweiter Stufe (Matrix), dann ist durch Zij 0ijTij = >, Ty = Te(T)
ein Tensor nullter Stufe (Skalar) gegeben. Die Spur einer Matrix ist also eine spezielle
Verjiingung.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.2 Mehrdimensionale Differentiation

A.2.1 Die Ableitung

Im Folgenden sei m,n € N, f: R™ — R", D(f) offen, € D(f) vorgegeben.

Definition A.6 (Landau-Symbol o).
Def.: Seienl € N, g: R™ — R!, g(x) # 0 Vz € D(g), o € D(f) N D(g). Dann sei

Landau-Symbol o
5@ oz A3

lg()]|

(@) =o(g(@) (@— o)

Definition A.7 (Differenzierbarkeit, Ableitung).

Def.: Ableitung f ist an der Stelle  differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung L € L(R™,R"™) existiert,
sodass
flw+u) — f@) = Lu+o(u) (u— 0) (A4)

L ist eindeutig bestimmt und heif$t Ableitung von f an der Stelle . Man schreibt
Df(x):=1L (A.5)

Im Folgenden sei f stets an der Stelle x differenzierbar.

Bemerkung A.2 (Partielle Ableitung)
Ist n = 1 — bzw. betrachtet man nur eine Komponentenfunktion — so wird die partielle Ableitung
nach der k-ten Variablen

af ..
pr ,lllir%)ﬁ[f(:c17...,mk+h7...:pm)—f(:c17...,mk7...:1cm)]

auch mit Dy f(x) oder Oy f(z) bezeichnet.

Satz A.2 (Darstellung der Ableitung)

Jakobi-Matrix Da f in x differenzierbar ist, sind die Koordinatenfunktionen f; (i € {1,...n}) von f an
der Stelle x partiell differenzierbar und die Ableitung von f an der Stelle x ist die Funktio-
nalmatriz (Jakobi-Matriz):

Difi(®) - Dmfi(z)
Df(x) = : : (A.6)

Difa(@) -+ Dyfalx)

Beweis: Da die Ableitung D f(z) eine lineare Abbildung aus L(R™,R"™) ist, kann sie als Matrix
dargestellt werden. Deshalb kénnen wir wegen Gl. (A.4) mit den Koordinatenfunktionen f; (i €
{1,...,n}) schreiben:

m

file+uw) — fi(®) =D dijuj +o(u) (u—0)
j=1
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A Mehrdimensionale Analysis

Setzen wir nun uw = hé, mit h € R, so ist
fi(e+u) = fi(x) = digh +o(h)  (h—0)
Damit ist d;x = Dy fi(x). O

In hoherdimensionalen Réaumen gelten zum Eindimensionalen analoge Rechenregeln fiir die
Differentiation.

A.2.2 Der Gradient

Im Folgenden seien m € IN, ¢ ein Skalarfeld (¢ : R™ — R), G := D(¢) C R™ offen.
Definition A.8 (Gradient).

Def.: Gradient Der Gradient des Skalarfelds ¢ ist definiert durch
grad¢: G — R™ x> (D1p(x) -+ Dpo(x))” (A7)
Man schreibt V¢ := grad¢ = (D¢ -+ D,0)T.

Bemerkung A.3
(i) Mit obigen Voraussetzungen ist Vé(x) = D¢(x). Das heifit, der Gradient ist die Ableitung
eines Skalarfelds und wir kénnen schreiben:

p(x+u) —¢(x) =Vo(z) u+o(u) (u—0)
Gradient unter orth. (i) Der Gradient verhilt sich unter orthogonalen Transformationen V'¢’ := (Di¢' --- Dj,¢")T

Transformationen (mit D} := 52,) wie ein Tensor erster Stufe (Vektor):

8(;5’(;1;/) _ 8(;5(:11) _ 8(]5(1;) Ox.; _ 8(]5(5[:) .’ o
oz  ox,  Oxy 3172_ = “ou, R;; = V¢ (x')=RVo(x)

Definition A.9 (Richtungsableitung).
Def.: Sei ug € R™ normiert und t € R, so wird
Richtungsableitung
t _
Dy(a) = lim ZEH 100 —0)

die Richtungsableitung von ¢ an der Stelle x in Richtung uo genannt.

Bemerkung A.4
(i) Sei speziell uo = é, (k € {1,...,m}), so gilt

Duyp(x) = Drop(x) (A.9)

Das heif3t, die Richtungsableitung in Richtung eines euklidischen Einheitsvektors éj ist gerade
die partielle Ableitung nach der k-ten Variablen.

(ii) Allgemein gilt
Duod(x) = V(x) - uo (A.10)
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Die Richtung des
Gradienten ist die

steilste

Aquivalenzrelation
in We,

Def.:

Tangentialraum

Skalarprodukt auf
Tz

A Mehrdimensionale Analysis

Beweis: Es ist

! 1
Duog(z) = lim —(¢(@ + tuo) — ¢(x)) = lim — (D(@)tuo + o(tuo))
= Voo v i S = Vte)- w0t i Gy

Vo(x) - uo

Die Richtungsableitung ist also gerade durch die Projektion des Gradienten in die Richtung uo
gegeben. Damit kénnen wir mithilfe der Schwarzschen Ungleichung zeigen, dass der Gradient
immer in Richtung des steilsten Anstiegs des Skalarfelds ¢(x) zeigt:

(iii) Es gilt
|Duo¢(@)| = [Vé() - wo| < [[Vo(@)]ll|uoll = [V ()]
Die Gleichheit gilt bei der Schwarzschen Ungleichung dann, wenn V¢ und wuo in die gleiche
Richtung zeigen. Somit ist die Steigung von ¢ in diejenige Richtung wo am steilsten, die in

dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt. Obiges beweist ebenso, dass sich das Skalarfeld ¢
senkrecht zum Gradienten nicht dndert.

A.2.3 Der Gradient in Kugelkoordinaten
Wege im R™ und der Tangentialraum

Seien g € R™, § € R. Die Abbildung x(-) : [-4,0] — R™, ¢ — x(t) sei stetig differenzierbar
und Wy, := {x(:)|z(0) = xo}. Die Elemente von W,,, kann man sich als Bahnen von Teilchen
vorstellen, die zur Zeit £ = 0 am Punkt x( sind.

Zwei Wege z(-) und y(-) aus W, seien édquivalent, falls ihre Geschwindigkeitsvektoren &, ¢
zur Zeit t = 0 dieselben sind:

w(-) ~y() = 2(0)=y(0) (A.11)

Alle Elemente, welche dieselbe Aquivalenzrelation erfiillen, gehoren einer Aquivalenzklasse

[2(-)] an.

Definition A.10 (Tangentialraum).
Der Raum der Aquivalenzklassen

Ty = {l2()] - @(-) € Wi, } (A.12)

wird Tangentialraum am Punkt xo genannt.

Definition A.11 (Skalarprodukt auf T, ).
Durch

()], [y = (@(0),9(0)) = Y #;(0)3;(0) (A.13)

ist ein Skalarprodukt' auf T, erklirt.

IMit (-, -) bezeichnen wir im Folgenden immer das Standardskalarprodukt im R™
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Kinetische Energie
unter Koordinaten-

transformation

Skalarprodukt auf
Lo (o)

A Mehrdimensionale Analysis

Bemerkung A.5
Im Folgenden unterscheiden wir nicht mehr zwischen der Aquivalenzklasse [z(-)] und einem Re-
prisentanten z(-) € [x(-)], da uns jeweils nur @(0) interessiert.

Koordinatentransformationen, Skalarprodukt in Ty,

Wir betrachten eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung @ : R™ — R™ (Koordina-
tentransformation). Ein Weg x(-) € Ty, wird zu einem Weg

Fow()= (),

der durch den Punkt ®@(x) geht.

Durch das Skalarprodukt (z(-), z(-))r,, = (&(0),%(0)) = |&(0)|* ist bis auf konstante Fak-
toren die kinetische Energie eines Teilchens zur Zeit ¢ = 0 am Ort xy gegeben. Diese Ei-
genschaft des Skalarprodukts in T}, soll bei Koordinatentransformationen erhalten bleiben.
Dazu fordern wir allgemeiner

~ ~ X 3 ! . .
(@(),9()) Ty, = (@(0),9(0) 14, = ((0),5(0))
Mit dieser Forderung koénnen wir eine Darstellung des Skalarprodukts in T (,,) entwickeln,

denn es ist #(0) = D®(x0)a(0) und damit &(0) = (DP(x0)) " 2(0). Und wegen y(0) =
x(0) = xo kénnen wir schreiben

(20 501y, = ((DBwo))~'3(0), (DD(o))~'§(0))
= (((Do@)™)" (D2(0)) ' 2(0),§(0))

Fiir unsere Zwecke ist es sinnvoll hier ein Satz aus der Analysis anzuwenden, der es gestattet
folgende Umformung durchzufiihren:

(D®(x0)) " = DSV (B(x0)) =: DD (z0) (A.14)

Damit erhalten wir schlie3lich

(#(0), 5(0)150,,, = (PP (20)7 D& (20)(0), §(0)) (A.15)

Gradient

Sei nun G, ,, eine Abbildung? auf dem Tangentialraum T}, definiert iiber

d
gcp,mo : TLIJ() - R,CB() e Ego(w(t))
t=0

2Fasst man ¢ als Potential auf, so gibt G,z die zeitliche Anderung der potentiellen Energie zur Zeit
t =0 an.
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A Mehrdimensionale Analysis

mit einem Skalarfeld ¢ : R™ — R. Nach der Kettenregel ergibt sich

Gpo(()) = (1)) = Dip(o)(0)

Dabei kann Dy(x() als lineares Funktional auf T, verstanden werden, welches durch ein
Element A aus T,, mittels des Skalarprodukts dargestellt werden kann: Dp(xg)x(0) =
(A,2(0))r,, - Dieses Element wollen wir mit grad ¢(xg) bezeichnen, da in Ty, folgendes gilt:

Dp(xo)x(0) = (Vp(zo), (0)) = Vp(zo) = A =: grad p(zo)

Die definierende Gleichung fiir den Gradienten in 77, ist damit

Dip(ao) = (grad p(xo), - ), (A.16)

Gradient in neuen Koordinaten

Sei ¢ := ¢ o @~ mit einer Koordinatentransformation® &. Wir fiihren im transformierten
Raum Tg(,,) eine analoge Abbildung G 4., ein:

- d _, . . -
Gs.0(x0) * To(zo) = R, Z(}) — E@(ff(f)) - = D@(P(x0))x(0)

Nun ist einerseits
Dg(z0) = (Vo(20), - ) (Vo =(Dip D2p -+ Dpp)")
und andererseits kénnen wir den Gradienten in T (,,) geméfl Gl. (A.16) einfithren {iber

A.
D@(z0) = (grad 3(20), -y, =) (DO (20)7 D&~ (20)grad $(20), - )

Damit ergibt sich
Vo(zo) = D(Pfl(zo)TDdfl(zo)grad &(20)

Mit Gl. (A.14) ergibt sich schliefflich als Transformationsgesetz fiir den Gradienten

gradp(z0) = DP(x0)DP(x0)"Vp(20) (A7)

Transformation in Kugelkoordinaten

Als Beispiel wollen wir den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen. Im Falle der Kugel-
koordinaten bietet es sich an, von der Riicktransformation #~! =: K auszugehen:

SHiermit ist gewiihrleistet, dass @(&(t)) = @(z(t)), wodurch die Funktionswerte des transformierten
Potentials mit denen des urspriinglichen iibereinstimmen.
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K :(0,00) x (0,7) x [0,27) — R3,(r,0, ¢) — (rcos¢sinf,rsin ¢sin b, r cos )
Die Ableitung D®(x¢) = DK~ '(x¢) = DK (29) " hat in Ty (4, die Darstellung

cos ¢gsinfy 1o cosggcosly —rgsin¢gsin by

DK(zy) = sin g sinfy  rgsinggcosfy 1o cos ¢g sin b
cos g —rg sin 6y 0
sin 0 cos ¢g sin 6y sin ¢q cos by
DK(zO)_l = %COSQQCOS¢0 %cos@o sin ¢g —% sin 6y
T siln 6o sin (bO 0 siln 6o cos (bO 0
Damit ist
1 0 0
DE(z) "(DK(z) )" = 0 = 0
1
0 0 7‘3 sin2 6
Also
94(z0)
S ¥
~ ~ o(z
grad ¢(ro, 00, o) = | 0 7 0 Vo(zo) = P 5990 (A.18)
0 0 T% sin? O TOQ Si}l2 90 8S08(;0)

Um den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen zu konnen, bendtigen wir die Darstellung
der Einheitsvektoren é,, ég, €4 in T ;). Dazu betrachten wir die speziellen Wege durch zg

T(t) = (TO + tv 905 QSO) ) O(t) = (T()v 90 + ta QSO) ) ¢(t) = (To, 905 ¢0 + t)
Die krummlinigen Einheitsvektoren erhalten wir {iber
7(0) = (1,0,0), 6(0) =(0,1,0), &(0) = (0,0,1)

Beziiglich des Skalarprodukts
1

(* )y, = (DE(z0)"DK(20) -, - )= (| 0 r
0

sind diese Vektoren orthogonal, aber nicht normiert:

IO = /(0),#(0)r@ey = 1
160 = /(6(0).6(0) 7000y = T
16O1 = /($(0),(0)z(0(s0)) = rosinbo
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Def.: Divergenz

Def.: Rotation (1)

Def.:
Laplace-Operator

Totales Differential
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Eine mogliche Orthonormalbasis in T(,,) besteht also aus den Elementen

) NS o 1
ér:=(1,0,0), ég:= (0, 7’0’0) , €6 := (0,0, rosinte
Gl. (A.18) kann somit geschrieben werden als
- ¢ . 1 0¢ R 1 09 .
grad 6(ro, b0, 60) = 5 (20)ér + -G (z0)én + = E () (AL19)

A.2.4 Divergenz, Rotation und der Laplace-Operator
Definition A.12 (Divergenz).
Man nennt das Skalarfeld div A :=V x A = 0;A; die Divergenz von A.

Definition A.13 (Rotation).
Das Pseudovektorfeld rot A =V x A = 0;Aj€i51.€ wird Rotation von A genannt.

Definition A.14 (Laplace-Operator).
Den Operator A\ = 0;0; = V? nennt man Laplace-Operator. Wendet man diesen auf ein
Skalarfeld an, so erhdlt man die Identitdt

Ny = divgrad ¢

Bemerkung A.6
Es gibt anschauliche Interpretationen der Divergenz und Rotation, auf die an spéterer Stelle genauer
eingegangen wird, wenn dazu das mathematische Riistzeug zur Verfiigung steht.

A.2.5 Differential
Seien m € IN, ¢ : R"™ — R. Die lineare Abbildung

D¢(x) : R™ — R,u — Do(z)u = Vo(x) - u (A.20)
wird oft (totales) Differential genannt. Dabei benutzt man hiufig die Schreibweise

d¢=a—¢dx1+---+aa—¢d:vm

8171 Lm
Um zu verstehen, woher diese Schreibweise kommt, fithren wir folgende Schritte durch:
(i) Umbenennung: dé(x) := Dé(x). Damit wird

dp(@)u = V(x) -u = ags(:c)ul P
Ea|
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(ii) Mit der Vereinbarung, dass wir links und rechts dasselbe @ einsetzen, kénnen wir das
Argument weglassen. Auflerdem verzichten wir auf der linken Seite auf das u, da es
rechts abgelesen werden kann:

ap=20 0 by 20, (A.21)

= —u
8171 ! 8Im
(iii) Fithren wir nun eine Abbildung g; ein, welche die spezielle Koordinate z; zuriickgibt:
gi :R™ >R, x— x;

Und nennen wir diese Abbildung wie ihren Wert z;(x) := g;(x), so konnen wir von
diesem Skalarfeld das Differential geméf Gl. (A.21) bilden:

dx; ox;
dx; = Dg;(x)u = 8; uy + ...+ 8;mum = u;
Somit ergibt sich schlielich fiir d¢:
oo} oo}
do = =—d e —dz,, A.22
9 0z Tt 0T, * ( )
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Def.: Kurve,

Parametrisierung
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A.3 Kurvenintegrale

A.3.1 Kurven

Definition A.15 (Weg).
Seien a,b € R, a <b, m € N und

n:la,b] = R™

eine Abbildung. Ist n stetig, so kann man — wie bereits eingefithrt — n als Weg im R™
bezeichnen. n(a) wird dann Anfangspunkt, n(b) Endpunkt und der Wertebereich W(n) Spur
des Weges m genannt.

Unter dem Begriff Kurve versteht man eher die Spur eines Weges. Sind also die Werteberei-
che verschiedener Wege gleich, so kann man sie unter Umsténden als ein und dieselbe Kurve
identifizieren. Um aber z.B. verschiedene Durchlauf-Richtungen unterscheiden zu kénnen,
fithren wir eine neue Aquivalenzrelation ein:

Definition A.16.
Seien a,b,a, 3 € R, a <b, a < 3 und

n:la,b] = R™ , 9:[a,5 = R™

zwei Wege im R™. m und 9 sind dquivalente Wege, falls eine streng monoton wachsende,
stetige Funktion

¢ : o, f] = [a,b] mit ¢(a) =a,p(B) =0
existiert, und n((r)) =9(r) (V7 € [a, 5]) gilt.
Damit besitzen zwei dquivalente Wege denselben Wertebereich und die gleiche Durchlauf-

richtung. Sind die Wege geschlossen, ist aulerdem garantiert, dass sie gleich oft durchlaufen
werden.

Definition A.17 (Kurve). )
(i) Eine Aquivalenzklasse [n] von Wegen beziiglich der oben eingefiihrten Aquivalenzrela-
tion wird als Kurve im R™ bezeichnet.

(ii) Sei I' := [n] eine Kurve, so nennt man jeden Reprisentanten von I' eine (Parameter-)
Darstellung.

Eine iibliche Schreibweise fiir die Einfithrung einer Kurve ist

I':t—mn(t) (te€]lab]) &= I istdie durch die Darstellung n definierte Kurve.
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Bsp.:
Arbeitsintegral
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A.3.2 Kurvenintegrale

Wenn im Folgenden Ableitungen von Kurven (bzw. deren Darstellungen) auftreten, dann
wollen wir immer davon ausgehen, dass diese existieren und stetig sind.

Seien G € R?, n ein Weg in G, F : G — R? ein stetiges Vektorfeld. Ist 7 der Weg eines
Teilchens, das der Kraft F' ausgesetzt ist, so wirkt zur Zeit ¢ am Ort n(t) die Kraft F(n(t)).

Um die Arbeit zu berechnen, die notig ist, um ein Teilchen im Feld F' entlang einer geraden
Strecke s zu bewegen, summiert man die Komponenten auf:

Fysy + Fysy + F.s. = (F,s)

Das Linienstiick zwischen 7(t) und n(t 4+ h) ist fiir hinreichend kleines h ndherungsweise
eine gerade Strecke. Man kann die bendétigte Arbeit entlang dieses Stiicks dann abschétzen
durch

W (F(n(t),n(t + h) —n(t))

Zerlegt man [a, b] in kleine Teilintervalle [¢;,t;11], so konnen wir die Gesamtarbeit von n(a)
bis 1(b) entlang des Weges 1 abschétzen durch

W > (F(n(t)),n(tiva) — n(t:))
Fiir hinreichend kleine h ist (t+h) —n(t) = Dn(t)-h+o(h). Also gilt in weiterer Ndherung

W~ Z (F(n(t:)),n(t:)) (tiv1 — ti)

Wihlen wir die Teilintervalle immer kleiner, so wird die Niherung genauer und die (Rie-
mannsche) Summe geht in ein Integral iiber. Da die Summe fiir kleinere Intervalle die Arbeit
immer besser approximiert, wird sie im Grenziibergang At — 0 Arbeitsintegral genannt.

b
W= / (Fn(t)). (1)) dt

Die Arbeit entlang eines Weges hiangt allerdings nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der
er durchlaufen wird, also auch nicht von der speziellen Parameterdarstellung. Diese Eigen-
schaft liefert folgender Satz

Satz A.3 (Unabhingigkeit von der Darstellung)
Seien I' eine Kurve in G und m : [a,b] — R™, 9 : [, B] — R™ zwei Darstellungen von I.
Dann gilt

B

/a " (Fm®).7(0) di = [ (Pow).o0) (A.23)

[e3

Beweis: 9 und 7 sind dquivalent, also existiert ¢ : [, 8] — [a, b] mit ¢(a) = a, ¢(8) = b und

n(é(7)) = ()
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Mit der Substitutions- und Kettenregel folgt

b E] B .
[ Fmo). @) d= [ @@ aeo) s @i = [ (Fe@).9m)a g

Definition A.18 (Kurvenintegral).

Def.: Seien I' eine Kurve in G, x : [a,b] — R™ eine Darstellung von I' und E : G — R™ ein
Kurvenintegral Vektorfeld. Das Kurvenintegral im Feld E ldings I' ist definiert iber
b
[ (B@).dw) = [ (Bl i (A.24)
r a

Bemerkung A.7 (zur Schreibweise)
Anstatt (E(x),dx) schreibt man meist E(x) - dz oder auch F1(x)dz1 + -+ + Em(x)dzm:

/;(E(cr:)7 dr) = /FEl (x)dz1+ -+ Em(x)dzm (A.25)

b
= [ B0

b
= /(El(m(t))i’l(t)+---+Em(m(t))i5m(t))dt (A.26)

Das heiit, man erhilt das gewohnte Integral (A.26), wenn man in (A.25)  durch z(¢) und dz;
durch @;(t)dt ersetzt.

A.3.3 Konservative Felder, Potentialfelder

Definition A.19 (Streckenzug, Gebiet).
Def.: Streckenzug, (i) Sind x,y € R™, so heifit die Kurve

Gebiet
S(z,y):t—x+tly—=x) (te][0,1])

Streckenzug von x nach y.

(i) Sei G C R™. G ist zusammenhdingend, falls zu x,y € G ein Weg x : [a,b] — R™
existiert, mit (a) = x und x(b) =y und Spur von x(-) in G.

(iii) G ist ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhdngend.
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Definition A.20 (Konservatives Feld).
Seien G ein Gebiet, F : G — R™ ein Vektorfeld. Das Feld F ist konservativ, falls fiir je zwei
Kurven Iy und Iy in G mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

/(F(m),dm):/ (F(x),dx) (A.27)
I

I

Satz A.4
Mit obigen Voraussetzungen und einer beliebigen geschlossenen Kurve I' in G gilt

F konservativ < /(F(w),d:c) =0
r

Beweis: Zerlege I' in zwei beliebige Wege. Deren Wegintegrale unterscheiden sich nur durch das
Vorzeichen. O

Definition A.21 (Potentialfeld, Potential).

Unter obigen Voraussetzungen wird F Potentialfeld genannt, falls ein Skalarfeld ¢ : G — R
existiert, mit

q heiffit dann Potential zu F'.

Ist z € G der Endpunkt einer Kurve I, in G mit festem Anfangspunkt o und F konservativ,
so ist das Kurvenintegral |’ r (F(x),dz) eine Funktion, die nur von y abhingt.
Y

Satz A.5
Ist m € N, G C R™ ein offenes Gebiet und F : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt:

(i) F ist genau dann konservativ, falls F' ein Potentialfeld ist.

(11) Ist q ein Potential zu F', dann ist fir eine Kurve K, . in G mit y als Anfangs- und z
als Endpunkt

/ (F(z), da) = /K (F(x),dz) = ¢(2) - q(y) (A.28)

Y,z

Beweis: Einen Beweis findet man im Buch Mathematik fiir Physiker und Mathematiker von Rainer
Wiist (S. 718ff). O
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A.4 Oberflaichenintegrale

Definition A.22 (Oberfliche).
Seien 2 C R?, p,q € 2. Als Oberfliche bezeichnet man eine Teilmenge S C R3, die tiber
eine Parametrisierung

x: 02— R (p,q) — (x(p,q),y(p,q), 2(p, q)) (A.29)

festgelegt wird.

Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen, dass die Oberflichen sich nicht selbst
schneiden, also aus x(p, q) = x(p, §) stets p = p und ¢ = ¢ folgt.

Beispiel A.4 (Sphire)
Eine Sphére S, mit Radius r kann parametrisiert werden durch

x(¢,0) = (rsingsinf, rcosgsinb, rcosf) mit (0,¢) € [0, 7] x [0,27)

Eine andere Moglichkeit, die obere Halbsphiire S;" darzustellen, ist die Wahl des Graphen
der Funktion f(x,y) = \/r? — 2?2 — y? als Parameterdarstellung:

z(z,y) = (2,9, f(2,9)) = (x,y, /72 — 2% — y2) mit 2 +y* < 7?

Ein Weg n(t) = (p(t),q(t)) in 2 wird durch eine Parameterdarstellung x einer Oberfliche
S iiber (2 auf einen Weg x(n(t)) abgebildet. Der Vektor

de  Oxdp Oxdq
dt  Opdt Oqdt

steht dann in jedem Punkt der Kurve tangential zur Oberfliche S. Dieser ist eine Linear-
kombination aus den Tangentialvektoren g—z und g—i, welche die Tangentialebene im ent-

sprechenden Punkt aufspannen.

Sind diese beiden (Basis-)Tangentialvektoren in einem bestimmten Punkt linear abhéngig,
so wird dieser Punkt singuldr genannt* Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen,
dass die betrachteten Oberflichen in keinem Punkt singulér sind.

A.4.1 Flacheninhalt

Sei S eine Oberfliche, die durch «(p,q) parametrisiert wird. Um den Flicheninhalt eines
infinitesimalen Flichenstiicks zu erhalten, betrachten wir die infinitesimalen Weglédngen der
beiden Wege n(p) := x(p, ¢ = const) und ¥(q) := x(p = const, q):

-3

T
d
dp a

ox
d dy = ||—
- H o

4Diese Bedingung ist dquivalent zur Existenz eines Normalenvektors IN := Dpx X Dgx # 0.
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und berechnet den Flacheninhalt des infinitesimalen Parallelogramms:

sina dp dq = ||Dpx x Dyx| dp dq

dS = dn d¥ sina:Hg—; 34

|

a sei der Winkel zwischen 22 und 22). Den gesamten Flicheninhalt erhalten wir dann iiber
op dq

die Integration
Ag = / ds :/ |Dpx x Dyz|| dp dg (A.30)
s Q

Im Spezialfall einer Parametrisierung x(x,y) = (z,y, u(x,y)) mit einem Skalarfeld u(z,y)
ergibt sich

as= [ (2 (2 aan)

A.4.2 Flussintegral

Seien n der Normaleneinheitsvektor (||n| = 1) der Oberfliche S und F ein Vektorfeld, dann
schreibt man

/F-dS::/F~ndS:/F-(Dp:chqcc)dpdq (A.32)
s S 2

fiir das sogenannte Flussintegral, welches den Fluss des Vektorfelds F' durch die Fliache S
angibt®.

5Das Skalarprodukt F'-n liefert einen groBen Beitrag, falls das Vektorfeld senkrecht, einen kleinen Beitrag,
falls es parallel zur Fliache steht.
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A.5 Integralsitze

A.5.1 Satz von Gaufl

Satz A.6 (Satz von Gaufl)
Seien F ein Vektorfeld, V C R3 und o := dV. Dann gilt

/ divF &z = ¢ F-do (A.33)
14 oV

Das heifit, es ist gleichbedeutend, die Divergenz von F' in einem Volumen V zu integrieren
oder den Fluss des Felds F' durch den Rand des Volumens zu berechnen.

Beweis: Wir betrachten ein infinitesimales Volumenelement g mit Volumen dx dy dz gemifl Abb.
A.1l. Es seien S := 9u der Rand von u, s; die Flachenstiicke mit S = Ule si gemaf Abb. A.1, n; die
Normalen der entsprechenden Flichenstiicke, As, = fsk dS der Flacheninhalt der jeweiligen Stiicke

T T+ dx T T
o=y |, z= Y sxe=|( y+dy |, x3= y
z z z z+dz O

Der Fluss eines Vektorfeldes F' durch S ist damit gegeben durch

fF-dS
s

und

6 3 3

Z/ F(m)-m; dS =Y Fj(m;j)As; — »_ Fp(x0)As,

i=1"8i j=1 k=1

= Fi(z+dz,y,2) dydz+ Fao(z,y+dy,z) de dz+ ... — Fi(z,y,2) dy dz — . ..
F

= Fl(x,y,z)dydz—l—%dwdydz—l—...—Fl(m,y,z)dydz—...
x

= OF d®z+ 0Fs d*z + 83F3 d®z = div F d°z

Bemerkung A.8 (Interpretation der Divergenz)
Aus obigem Beweis kann man eine Interpretation der Divergenz als lokale Quellendichte ableiten:

divF = lim —— % F.do (A.34)
AV—0 AV
(AV)

A.5.2 Satz von Stokes

Betrachtet man spezielle Vektorfelder, z.B. ein statisches Geschwindigkeitsfeld V' einer Stréomung,

so kann es notig sein, in bestimmten Punkten Wirbel nachzuweisen. Das Kurvenintegral

| v(@).aa

entlang eines geschlossenen Weges I ergibt einen grofien Wert, falls die Tangentialvektoren
& (entlang des Weges x) meistens parallel zum Feld V' stehen und einen kleinen Wert, wenn
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dz

(x.y.2)

S

s
\
S,
Ss
\
s

dx

Abbildung A.1: Zum Satz von GauB

sie 6fters andere Richtungen einnehmen. Dieses Kurvenintegral — Zirkulation genannt — gibt

also eine erste qualitative Beschreibung der Stromungsverhéltnisse an.

Wir benutzen fiir die Beschreibung der Zirkulation eine andere Formulierung, die aber — wie

wir in Satz A.7 sehen werden — zu nahezu demselben Ergebnis fiihrt.

Definition A.23 (Rotation).
Def.: Rotation (2) Sei Gebiet in R™, S : G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld, £y € R™, dann ist
die Rotation von S an der Stelle xy definiert durch

Rot S(zo) : R™ x R™ — R, {u,v} — (DS(xp)u,v) — (DS(xo)v,u) (A.35)
Satz A.7
Rotation und Mit obigen Voraussetzungen und 0A, (o) := 11 + I'n+ s + Iy (vgl. Abb. A.2) wobei
Zirkulation
1
IN:a(t) = xo— §(u+v) +tu
1
Iyias(t) = xo+ §(u —v) +tv
1
I3:as(t) = xo+ §(u+v) —tu
1
Iy:ay(t) = xp—=(u—v)—tv

2

(jeweils mit t € [0,1]) ist

[ (St@).dw) = RotS(eo)w.v) + o (ul + [0])?)
OAy,v (o)
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Abbildung A.2: Zum Satz von Stokes

Beweis: Berechnen wir die Zirkulation entlang 0A v:

/aAM(S(“’)’dm) = </F1 +/F2 +/F3 +/F4) (S(z),dx) = /Ol(S(azl(t)),:z':l(t)) dt+ ...

Wiéhlen wir den Bereich, den Abb. A.2 darstellt geniigend klein, so kénnen wir S(x1(¢)) entwickeln
zu

S(x1(t)) = S(xo) + DS(x0) (—%(u—i— v) + tu)

Damit kénnen wir obiges Integral vereinfachen zu

/01 Ks(mo) + DS(xo) (—%(u+ v) +tu) ,u) + (S(mo) + DS(xo) (%(u— v) +tv) ,v)
+ (S(wo) + DS(x0) (%(u—i— v) —tu) ,—u) + (S(wo) + DS(xo) (—%(u— v) —t'v) ,—’u)} dt

= /01 (DS(x0) (—(u+ v) + 2tu) ,u) + (DS(x0) ((u — v) + 2tv) ,v) dt

= (DS(zo)(u — v),v) — (DS(xo)(u + v),u) + (DS(xo)u, w) + (DS(xo)v, v)
= (DS(zo)u,v) — (DS(xo)v, u) = Rot S(ao)(u, v)

Damit haben wir also gezeigt, dass fiir geniigend kleine |Ju||, ||v|| das Integral f@Au . (S(x0), d) und

die oben definierte Rotation dasselbe ausdriicken. O

Die Rotation kann also zur Beschreibung der Stromungsverhéltnisse von Feldern dienen. Die
uns bekannte Rotation im Dreidimensionalen unterscheidet sich auf den ersten Blick grund-
legend von der hier Eingefiihrten. Dies liegt an einer etwas irrefithrenden Notation; genauer
daran, dass verschiedene Ausdriicke in diesem Zusammenhang als Rotation bezeichnet wer-
den.
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Satz A.8 (Rotation und Wirbeldichte)
Sei nun G C R? ein Gebiet und S : G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, dann ist

Rot S(z)(u,v) = (rot S(x),u x v) (A.37)
Rotation und mat rot S(w) = (DQSg(iB) — D3Sg($), D351 (:13) — Dlsg(ilt), Dlsg(w) — Dy5; (:13))
Wirbeldichte rot S(x) wird dabei wieder Rotation (Wirbeldichte) von S genannt.

Beweis: Wir berechnen (und schreiben DS fiir DS(x)):

Rot S(z)(u,v) = (DSu,v)— (u,DSv)= ((DS DST)u,v

uz(D2S1 — D1S2) + us(D3S1 — D1S3)

u1(D1S2 — D28S1) 4 u3(D3S2 — D2S3)
u1 (D153 — D351) + ua(D2S3 — D35S2)

(rot S(x), u X v)

Satz A.9 (Satz von Stokes)
Satz von Stokes Seien F ein Vektorfeld, o eine (offene oder geschlossene) Oberfliche, n eine Parametrisie-
rung der Kurve 0o. Dann gilt

/ rot F' - do = F -dn (A.38)
o oo

Das bedeutet, der Fluss der Rotation von F durch die Fliche o ist gleich dem Kurvenintegral
von F entlang des Randes der Fliche o.

Beweis: Sei z(p, ¢) eine Parametrisierung der Oberfliche 0. Nach den Sétzen A.7 und A.8 gilt:
?{ F(xo) -de =10t F- (u X v)
9Ay,v(x0)

, wobel ||u|| und ||v|| geniigend klein zu wiihlen sind und damit A, (20) ein kleines Flichenstiick von
o im Punkte xg angbit. Setzen wir nun u = dpx und v = g und ||u|| =: dp, ||v|| =: d¢ dann ist
n(xo) := (u X v)/(dp dq) der Normaleneinheitsvektor von o in @p. Damit ist

F.-dx=rot F-ndpdq=rotF-dn
0A O

Integration iiber g und p liefert das gewiinschte Ergebnis.

Bemerkung A.9 (Interpretation der Rotation)

Rotation als Die bereits angesprochene Interpretation der Rotation als (lokale) Wirbeldichte wird klarer, wenn
Wirbeldichte man den Zusammenhang aus obigem Beweis betrachtet:
. 1
n-rot F = lim — F -dn (A.39)
Ac—0 Ao Ao
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Rotationsfreies Feld

Quellenfreies Feld

A Mehrdimensionale Analysis

Satz A.10 (Folgerungen aus dem Satz von Stokes)

(i)

(ii)

(iii)

()

Da das Kurvenintegral entlang des Randes von o nur von diesem Rand, aber nicht von
der Fliche an sich abhdngt, ist auch der Fluss der Rotation durch die Oberfliche o
unabhdngig von dieser.

Ist o geschlossen, so verschwindet der Rand (0o — 0) und damit das gesamte Kur-
venintegral. In diesem Fall verschwindet also der Fluss der Rotation von F durch o

ebenfalls.

Ein Vektorfeld F ist genau dann konservativ, falls die Rotation von F' fiir alle Punkte
verschwindet:

rot F=0 <<  Jpmit F=gradey (A.40)

Konservative Felder werden deshalb wirbelfrei genannt.

Es gilt aufSerdem

divF=0 << dJAmit F=rotA (A.A41)

Beweis (von (ii)):
Sei zunéchst F' := grad ¢, so ist

rot grad p = V x 9;pé; = 0;0jp¢;j1€ = —0;0i€ ik, =0

Sei nun rot F' = 0 vorgegeben, dann folgt aus dem Satz von Stokes, dass das Wegintegral von F
entlang der geschlossenen Kurve 0o verschwindet. Damit ist nach Satz A.4 F konservativ und nach
Satz A.5 existiert eine Skalarfeld ¢ mit grad ¢ = F. O

Beispiel A.5 (Wirbelfreies Feld)
Fiir das Vektorfeld F(x) := x gilt

divF =0;xz; =3 , rotF = 8i517j€ijkék e 5ij€ijkék =0

F hat damit eine konstante Quellendichte und ist wirbelfrei.

Beispiel A.6 (Quellenfreies Feld)
Das Vektorfeld A(zx) := (—y = 0)T hat die Eigenschaften

divA=0;4;,=0, rotA= (0027,

ist also quellenfrei bei konstanter Wirbeldichte.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.5.3 Helmholtz-Theorem

Satz A.11 (Helmholtz-Theorem)

Helmholtz-Theorem  Jedes differenzierbare Vektorfeld F(x), welches fiir ||x| — oo schneller als 1/||x|| verschwin-
det, kann zerlegt werden in

-1 [divF(x') 1 rot F'(x')
F = d|— | ——= 233 t ([ — [ ———= L3y A .42
@) =t (T [ ) vt (3 [ A
Beweis: siche Ubung O
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Def.: Stromdichte

Kontinuitats-
gleichung

A Mehrdimensionale Analysis

A.6 Kontinuitidtsgleichung

Seien g(x, t) ein Skalarfeld — bzw. hier speziell die Ladungstrigerdichte —, V ein geschlossenes
Volumen, q(t) := [}, o(x,t)d*z die Gesamtladung in V. Aus den Maxwellgleichungen (2.1)
und (2.2)° folgt die

Lokale Ladungserhaltung
Eine zeitliche verénderliche Gesamtladung ¢(¢) (mit ¢ # 0) ist nur mit einem
Ladungsfluss durch die Oberfliche 0V moglich

Definition A.24 (Stromdichte).
Sei v ein Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so definiert man die sog. Stromdichte als
Ladung pro Fliche und Zeit:

j(x,t) = o(x,t) v(x,t) (A.43)

Die lokale Ladungserhaltung besagt also, dass die zeitliche Anderung 9,0 in einem Volu-
men dem Fluss von j durch den Rand (0V =: o) dieses Volumens gleich sein muss (mit
entgegengesetztem Vorzeichen) :

/atgd%é—jé j~da:—/divjd3:c
\%4 oV 1%

Da diese Gleichung fiir beliebige Volumina V' gilt, ist die sog. Kontinuititsgleichung (lokale
Ladungserhaltung in differentieller Form) erfiillt:

Do+ divy =0 (A44)]

Beispiel A.7 (Punktladung)
Sei o(x,t) = gé(x — r(t)) die Ladungsverteilung einer Punktladung am Ort 7(¢) mit der
Geschwindigkeit 7(¢). Die Stromdichte ist dann gegeben durch

Ji(x,t) = 07 = q 7i0(x — 7(t))
Und damit ist
divy = 0iji = 100 = q 74 Oy, 6(x — v (t)) = —q 7:0,,6(x — v(t)) = —7i0r,0 = —Oi0

also die Kontinuitétsgleichung div j + 0;0 = 0 erfiillt.

6Man bildet die Zeitableitung von (2.1) und die Divergenz von (2.2) und setzt 9;div E ein.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.7 Krummlinige Koordinaten

Seien u, v, w beliebige Koordinaten (z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten) mit der Ortho-

Linienelement in normalbasis {€,, é,, €, }. Es sei aulerdem ein Linienelement dl definiert, welches eine infini-
allg. Koordinaten tesimale Strecke im Raum angibt:
dl := f du éy+ g dv é, + h dw é, (A.45)

Beispiele fiir u, v, w und f, g, h sind in folgender Tabelle zu finden:

kartesische Koordinaten: =« y =2z 1 1 1
Zylinderkoordinaten: p ¢ =z 1 r 1

Kugelkoordinaten: r 6 ¢ 1 r rsinf

Satz A.12 (Darstellung der Differentialoperationen)

Darstellung der Die Differentialoperationen grad ,rot , div, A\ werden in allgemeinen Koordinaten u,v,w den
Differential- folgenden Gleichungen entsprechend dargestellt:
operatoren in allg.
10 10 10
Koordinaten (Z) grad x = ?8—zéu + Ea_:fé” + E%éw (A'46)
1
(iii) rot A = i [0y (hAy) — Ou(gAy)] € +  zykl. Perm. von fog o h (A.48)
gh v w w v u . m v w
Beweis:

(i) Definiert man den Gradienten iiber das Differential
ox Ix ox
dx =Vx-dl=—=du+ —dv+ —=d
x X o™ * o0’ * ow ™ o
so wird (i) sofort klar.

(ii) Wir berechnen den Strom eines Vektorfelds A durch die Oberfliche eines infinitesimalen Volu-
menelements (analog zum Beweis des Satzes von Gauf):

7{A.da = (Augdvhdw)l,, g, — (A gdvhdw),+...

Ou(Augh) du dv dw + . ..

div A dV =div A fgh du dv dw
Also ist divA = ﬁ [Ou(Augh)+ .. .].

(iii) Fiir die Rotation machen wir uns den Satz von Stokes zunutze, indem wir zunichst ein Kurven-
integral entlang des Randes eines infinitesimalen Flidchenstiicks (in der v — w-Ebene) auswerten:

}[A Al = (Awh dw)esds — (Awh dw)lo + (Avg dv)|w — (Avg dv)|wsdw
= (Ov(hAw) — Ow(gAv)) dv dw

Stokes

GauB

rot A - é, gh dv dw
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