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Teil I

Die Maxwell-Gleichungen



Kraft auf
Punktladung

Gaufsches Gesetz

Kapitel 1

Grundgleichungen von
Elektrizitat und Magnetismus
vor Maxwell

1.1 Wirkung auf Probeladungen

Befindet sich eine Punktladung g in einem elektrischen Feld E und Magnetfeld B, so erfahrt
sie die Kraft

1 v 1

1.2 Gleichungen zur Bestimmung der Felder

1.2.1 Gaufllsches Gesetz

Das Gauflsche Gesetz besagt: Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes, bzw. in
differentieller Form:

divE = 4n[] (1.2)

oder in integraler Form: E -do = 4nQ (mit dem Gaufischen Satz aus der differentiellen
Form ableitbar).

Beispiel 1.1 (Punktladung)
Mithilfe dem Gauflschen Gesetz kann man z.B. das elektrische Feld einer Punktladung
berechnen:
1 1
E-do=E(r)4nr?= 4nldV =4nQ [ EXr) = r%:



Ampéresches
Gesetz

divB =10

Induktionsgesetz

1 Grundgleichungen von Elektrizitdt und Magnetismus vor Maxwell

1.2.2 Amperesches Gesetz
Nach Ampere erzeugen elektrische Strome magnetische Wirbelfelder :

rot B = 4%[1 (1.3)

|
bzw. in integraler Form: rotB-.-do= B-dl=4c
(A.43) definierte Stromdichte.

-do =: 47“\]. Dabei ist j die in Gl.

1.2.3 Das Magnetfeld ist quellenfrei

Das magnetische Feld besitzt keine Quellen, d.h. es gibt keine magnetischen Ladungen (bzw.
Monopole):

divB =0 (1.4)

1.2.4 Induktionsgesetz

Von Michael Faraday wurde das sog. Induktionsgesetz entdeckt, welches besagt, dass zeitlich
veranderliche Magnetfelder elektrische Wirbel erzeugen:

10B
tE=-—r 1.5
o c at (1.5)
| ] |
Die bekanntere Form ist die Integraldarstellung (1 9,B-do = rotE -do = 5y E - dl):
(-

109
E-dl=——— 1.6
c at (1.6)

(|
mit dem magnetischen Fluss ® := B -do.

T3: Elektrodynamik 3 Sebastian Gottwald (LMU)



Maxwellsche
Gleichungen

Maxwellscher
Verschiebungsstrom

Kapitel 2

Die Maxwellgleichungen im
Vakuum

James Clerk Maxwell fasste zwischen 1861 und 1864 die im vorigen Abschnitt vorgestellten
Gesetze zu einer einheitlichen Theorie zusammen und ergénzte sie um den Maxwellschen
Verschiebungsstrom, welcher die Konsistenz mit der Kontinuititsgleichung gewéhrleistet.

Die Maxwellschen Gleichungen
divE = 4nl] (2.1)
1 4an
tB—-0:E = —] 2.2
ro oot c J (2.2)
1
rot E + EatB =0 (2.3)
divB = 0 (2.4)

Bemerkung 2.1 (Grund fiir die Einfithrung des Verschiebungsstroms)
Bildet man die Divergenz des Ampereschen Gesetzes, erhdlt man die Gleichung

0 =divrot B o< divj

Damit gébe es keine Quelle des elektrischen Stromes, beziehungsweise laut Kontinuitdtsgleichung
—0ro = divJ wére keine zeitlich verdnderliche Ladungstrégerdichte moglich. Maxwell modifizierte
das Amperesche Gesetz deshalb um einen Zusatzterm:

4.
%TJ =rotB + K
Somit ist —0r0 = divj = z=div K. Mit dem Gauflschen Satz 47¢ = div E ergibt sich dann

= —latE
&



Superpositionsprinzip

Invarianz unter
Raumspiegelungen

Elektro- und
Magnetostatik

2 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Bemerkungen 2.2

(i)

(ii)

(vi)

(vii)

Die Gleichungen (2.1) - (2.2) bilden ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung (fiir E und B). Die ersten beiden Gleichungen sind inhomogen, die letzten
beiden homogen.

Da die Maxwellgleichungen linear in E, B, ¢ und j sind, gilt das Superpositionsprinzip: Falls
E, und B, Losungen zu g, und j, sind (n = 1,2), so sind E1 + E, und B1 + B> Ldsungen
ZU 01 + 02 und jl +j2.

Die Maxwell-Gleichungen sind konsistent mit der speziellen Relativitétstheorie.

Der Maxwellsche Verschiebungsstrom in den Maxwellgleichungen fiihrt zur Vorhersage von
elektromagnetischen Wellen mit der Geschwindigkeit c. Insbesondere kann damit Licht als
elektromagnetische Welle verstanden werden.

Die Maxwellgleichungen bilden eine vereinheitlichte Theorie fiir Elektrizitat, Magnetismus und
Optik.

Die Ladungstréigerdichte p ist eine Skalarfeld (kein Pseudoskalarfeld). Mit Gl. (2.1) folgt dann,
dass E ein Vektorfeld ist und aus (2.3), dass B ein Pseudovektorfeld darstellt. Aus (2.2) wird
ersichtlich, dass J ein Vektorfeld ist. Damit ist die Elektrodynamik invariant unter Raumspie-
gelungen.

Statischer Fall:
Fiir 0,.E = 0,B = 0 entkoppeln die Maxwellgleichungen in die Gleichungen der Elektrostatik
(div E = 4mg, rot E = 0) und der Magnetostatik (divB = 0, rot B = 47j /c).

T3: Elektrodynamik 5 Sebastian Gottwald (LMU)



Def.:
Elektrodynamische
Potentiale

Eichinvarianz der
Felder

Kapitel 3

Die elektrodynamischen
Potentiale

Laut der Maxwellgleichung (2.4) ist B quellenfrei. Es existiert also ein Vektorfeld A — ein
sog. Vektorpotential — mit rot A(X) = B(X). Setzen wir diesen Ausdruck fir B in Gl. (2.3)
ein, so erhalten wir rot (E + %atA) = 0. Ein rotationsfreies Feld ist das Gradientenfeld eines
Skalarfelds. Damit konnen wir die Potentialfunktionen der Elektrodynamik definieren:

Definition 3.1 (Die Potentiale der Elektrodynamik).
Seien A ein Vektorfeld, ¢ ein Skalarfeld und E, B Losungen der Maxwellgleichungen. Obige
Uberlegungen zeigen, dass die Felder E und B durch die Gleichungen

B = rotA (3.1)

E = —grad(l)—%atA (3.2)

beschrieben werden konnen, sobald ¢ und A bekannt sind.

Bemerkung 3.1 (Eichtransformation)
Die oben definierten Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt. Die Felder A ¢f welche iiber die
Eichtransformation®

AD

A+ Vy (3.3)
1
I (3.4)

definiert sind, beschreiben durch die Gleichungen (3.1) und (3.2) dieselben Felder E und B wie A
und ¢. Die Funktion x dient als frei wiahlbarer Parameter.

Da durch diese Eichtransformation der Potentiale die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik
unverandert bleiben, ist sie eine Eichtheorie.

1Als Eichtransformation bezeichnet man eine Transformation, in der eine frei wihlbare Funktion als
Parameter auftritt.



Wellengleichungen
der Potentiale

3 Die elektrodynamischen Potentiale

Satz 3.1 (Wellengleichungen fiir die elektrodynamischen Potentiale)
Die folgenden beiden Wellengleichungen fur A und ¢ sind aquivalent zu den Maxwellglei-
chungen:

[l = 4nd (3.5)

(Al - 47“ i (3.6)

mit dem d’Alembert-Operator == £07 — 1

Beweis: Zunichst setzen wir B = rot A fiir das magnetische Feld und den Ausdruck fiir das Elektri-
sche Feld aus Gl. (3.2) in die zweite Maxwellgleichung ein:

4 1 1 1
Tj = rot(rotA) +-graddid+ 02A — DA+V<V~A+7at¢)
C | S — C C C
= [(FA)— [A]
Gleichung (3.6) ist erfiillt, wenn der Ausdruck V - A + %atd) verschwindet. Dies kénnen wir durch

eine Eichung der elektrodynamischen Potentiale erreichen, da diese der oben vorgestellten Eichfreiheit
unterliegen?:

1 1 1 1
0+v. A% Eat¢D:V~A+Ax+Eat¢— gafx:—DXJf (v.A+Eat¢)

Die Parameterfunktion X kann als Lésung dieser (inhomogenen) Wellengleichung gewéhlt werden, wo-
mit die gewiinschte Wellengleichung fiir A erfiillt wird.

Fiir Gl. (3.5) setzen wir zunéichst E = —grad ¢ — %atA in die erste Maxwellgleichung ein:
1
A ZF divE = —Ad — Eat(V -A)

Wenn ¢ entsprechend der Lorenz-Eichung gewihlt wird, ist V- A = —%07:4) und damit

O¢ =4an1 O

Bemerkung 3.2 (Rest-Eichfreiheit)

Erfiillen die Potentiale A und ¢ die Lorenz-Eichbedingung V - A + %atap = 0, so sind diese aber
noch nicht eindeutig festgelegt, denn es gibt A?cpmmit [x1= 0, welche die Bedingung ebenfalls
erfiillen.

’Diese spezielle Eichung zur Entwicklung der Wellengleichungen fiir die Potentiale wird als Lorenz-
Eichung bezeichnet (nach Ludvig Lorenz benannt, nicht Hendrik Antoon Lorentz).

T3: Elektrodynamik 7 Sebastian Gottwald (LMU)



Zeitliche Anderung
der Energie eines
Teilchens im Feld

Energiedichte der
Materie

Kapitel 4

Energie- und Impulserhaltung

4.1 Energie und Energiedichte der Materie

Vorweg wollen wir einen niitzlichen Ausdruck fiir die zeitliche Anderung der relativistischen
Energie Ejs := ymc? eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld gewinnen. Es ist

dp d mv

= (ymv)=...=

dt dt 1_\,2/(:23

dE s mv - v dp

o T 3=V
1—v2/c?

Setzen wir nun fiir p nach dem zweiten Newtonschen Gesetz den Ausdruck (1.1) fiir die

Lorentzkraft ein, so ergibt sich
dE]u

— =qv-E 4.1
a1V (4.1)

Gibt es eine kontinuierliche Ladungsverteilung [ih einem Volumen V, so ist es sinnvoll
die Energiedichte W), := Ej;/V der Materieteilchen einzufithren. Damit konnen wir eine
Beziehung zur Stromdichte j herstellen:

(4.1)

Wy = 0,E 0 /V ME=j-E (4.2)

4.2 Das Poynting-Theorem: Lokale Energieerhaltung

Multipliziert man die zweite Maxwellgleichung mit —E, die dritte mit B und fasst sie in
einer Gleichung zusammen, so ergibt sich

1 1 an.
EE-atE—i—EB-atB:—%TJ-E—(B-rotE—E-rotB)

1 4
© 50(E2+B?) = —T"ath — div(E x B)



Def.:
Poynting-Vektor

Die Energiedichte
des elektromagneti-
schen

Felds

Lokale
Energieerhaltung

4 Energie- und Impulserhaltung

Definition 4.1 (Poynting-Vektor).
Man bezeichnet den Vektor

C

S = 4m

ExB (4.4)

als Poynting-Vektor.

Wir integrieren Gl. (4.3) iiber dem ganzen Raum R® und wenden gleichzeitig den Satz von
Gau$ fiir die Divergenz des Poynting-Vektors an. Damit erhalten wir

g 0L C
at ——dV = —6t W, dv — S.do
8m
Da die elektromagnetischen Felder E und B im Unendlichen verschwinden, verschwindet
das Flussintegral des Poynting-Vektors:

d I:I:[E2+BZ —
dt 81

dv +E = 4.
it +Eum 0 (4.5)

Also ist fiir ein System aus dem elektromagnetischen Feld und der Teilchen darin der Term
innerhalb der Klammern eine Erhaltungsgrofie. Ep; steht fiir die Gesamtenergie der Teilchen,
womit der andere Term die Energie des Feldes beschreiben muss. Die Grofie

W := —(E? +B?) (4.6)

1
8m
gibt somit die Energiedichte des Felds an. Falls wir Gl. (4.3) nicht {iber den ganzenrRaum,
sondern iiber ein endliches Volumen V integrieren, verschwindet das Flussintegral S -do
nicht, sondern gibt also die Anderung der Energie innerhalb des Volumens an und damit
den Energiefluss durch den Rand des Volumens. S erhiilt damit die Bedeutung der Energie-
flussdichte des elektromagnetischen Felds. Diese Uberlegungen werden durch den Satz von
Poynting zusammengefasst:

Satz 4.1 (Der Satz von Poynting)
Die Gesamtenergie, die sich aus der Energie des elektromagnetischen Felds und der Energie
der Materie zusammensetzt, ist lokal erhalten:

|0:(Wr + Wyy) = —divS (4.7)]

Eine Anderung der Gesamtenergiedichte in einem Volumen, fuihrt also unweigerlich zu einem
Fluss der Grofte S durch den Rand des Volumens. S wird deshalb als Energiestromdichte
interpretiert®.

1Dabei wird angenommen, dass keine Teilchen den Rand des betrachteten Volumens passieren. Wire dies
doch der Fall, so miisste man einen Zusatzterm auf der rechten Seite der Gleichung einfiihren.

T3: Elektrodynamik 9 Sebastian Gottwald (LMU)



Impulserhaltung
(di Lerkntielle Form)

Impulsdichte und
Flachenstromdichte
des Impulses

Impulserhaltung
(integrale Form)

4 Energie- und Impulserhaltung

4.3 Lokale Impulserhaltung

In der Elektrodynamik bleibt der Gesamtimpuls von wechselwirkenden geladenen Teilchen
nur erhalten, wenn dem elektromagnetischen Feld ein eigener Impuls zugeordnet wird.

Sei gas(X,t) eine Impulsdichte, d.h. |, d®x gar(X,t) =: pas ist der Gesamtimpuls eines
Volumens V. Das zweite Newtonsche Axiom mit der Lorentzkraft p,, = q(E + v x B/c)
kann damit geschrieben werden als

1.
0:9n = B+ dx B (4.8)

Benutzt man nun die Maxwellgleichungen um Ladungs- und Stromdichte zu eliminieren
(Ubung), so erhélt man folgende Gleichung (fiir die i-te Komponente):

‘ 0:(9F,i + 9nr,i) = 05Ty (4.9) ‘
wobel
1
9r = 1 (ExB) (4.10)

als Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes interpretiert wird und der sog. Maxwellsche
Spannungstensor

) —1 ) —1
Tij = B +BiB; — 58;(E* + B?) (4.11)
als Flachenstromdichte der Impulskomponente p; in j-Richtung, bzw. die Kraft pro Fliche
in i-Richtung auf ein Fldchenelement in j-Richtung. Diese Interpretation wird durch die
integrale Form der lokalen Impulserhaltung anschaulicher. Dafiir integrieren wir (4.9) iiber
einem Volumen V :

(I (I
0:9r,; + 90, dBx = 6sz'j d*x
dV 1 1%
.:, &(pF,i +Pari) = T;;do;
v

Bs gilt also (mit T;. := (T;1 Ti2 Tiz)?)

=
d
d—(pm +Paryi) = T, -do (4.12)
t ov
Die zeitliche Anderung der Komponente p; := pr; + pa,i des Gesamtimpulses innerhalb

eines Volumens ist also nur durch einen Fluss der Grofle T,. glurch den Rand des Volumens
moglich. Ein einzelner Eintrag T;; gibt damit den Wert der Anderung von p; pro Flache in
j-Richtung an?.

2Beispielsweise ist der Fluss T». - do durch eine infinitesimale Fliche mit Orientierung in €1-Richtung
gegeben durch T>. - é1do = To1.

T3: Elektrodynamik 10 Sebastian Gottwald (LMU)



4 Energie- und Impulserhaltung

Bemerkung 4.1 (Impulsdichte des elektromagnetischen Felds)
Durch den Ausdruck gr := ;= (E x B) wird dem elektromagnetischen Feld eine Impulsdichte

4me
zugeordnet. Diese ist proportional zum Energiestrom S:

g=-S (4.13)

Das heifit, die Impulsdichte ist dquivalent zum Energiestrom. Diese Beziehung ist konsistent mit
dem Zusammenhang zwischen Impuls und Energie eines relativistischen Punktteilchens:

1 , 1
Pv = ymV = S Vyme” = EmV
c c

T3: Elektrodynamik 11 Sebastian Gottwald (LMU)



Gebundene und
freie Ladungen

Kapitel 5

Die Maxwellgleichungen in
Materie

In Festkorpern sind die Maxwellgleichungen natiirlich ebenso giiltig, wie im Vakuum. Es ist
im Allgemeinen aber relativ kompliziert die Gleichungen beispielsweise auf 1023 Atomker-
ne und Elektronen anzuwenden, und dabei quantenmechanische Effekte miteinzubeziehen.
Diese Behandlung iibersteigt unseren derzeitigen Kenntnisstand der Festkorperphysik. Man
bedient sich an dieser Stelle deshalb einem makroskopischen Modell der Elektrodynamik,
wofiir die Maxwellgleichungen geringfiigig umgeschrieben werden miissen.

5.1 Ladungen und Stréme

Bringt man ein Dielektrikum in ein duBeres elektrisches Feld (z.B. zwischen zwei Kondensa-
torplatten), so kommt es zu einer Ladungsverschiebung der einzelnen Molekiile des Materials
(siche E2-Vorlesung). Dadurch treten an bestimmten Stellen (z.B. an den Stirnflichen) des
Dielektrikums Polarisationsladungen auf. Solche Ladungen innerhalb der Materie, die nur
indirekt beeinflussbar sind, bezeichnen wir als gebundene Ladungen mit der Ladungsdichte

L]

Diese Ladungen sind zu unterscheiden von den freien Ladungen, die in den Leitern frei
beweglich sind (Ladungsdichte . Fiir diese Ladungen muss die Kontinuitétsgleichung
0 Leh-div j ; = 0 erfiillt sein. Da wir dies fiir die gesamte Ladungsdichte [3= [H- [, Ebenso
fordern, sind die gebundenen Ladungen ebenso erhalten.

Satz 5.1
Fur eine Ladungsdichte [ iie die Kontinuitatsgleichung erfullt, existieren zwei Vektorfelder
P und M mit
0;[(#divj=0 < [ZF—divP, j=0P +crotM (5.1)
Beweis: Gelte zuniichst die rechte Seite obiger Aquivalenz, dann ist

0¢ [(F divy = —0¢div P+ divo: P = 0.

12



Def.: Polarisierungs-
und Magnetisie-
rungsdichte

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Sei nun die Kontinuitétsgleichung fiir j und LCerfiillt und sei ein Vektorfeld P definiert durch

xr
Py = —/ d %y, z,t), P, =P.=0.
0
Dann ist —div P = [dnd die Kontinuitétsgleichung wird zu
div (j — 0:P) = 0.
Das heif3t, wir konnen mit einem weiteren Vektorfeld M schreiben:

j—0tP=crot M O

Bemerkung 5.1
Die durch Satz 5.1 definierten Felder P und M sind nicht eindeutig festgelegt. So sind g und j
unbeeinflusst, falls sie aus den Feldern P "und M Phervorgehen, die durch die Eichtransformation

P'=P +crotF , M"=M —o,F

gegeben sind.

Wir wenden Satz 5.1 auf die gebundenen Ladungen, also auf die Ladungsdichte [, Jund und
die Stromdichte j; an und erhalten die

Definition 5.1 (Polarisierungs- und Magnetisierungsdichte).
Durch die Gleichungen

1= —divP (5.2)

j» = 0P +crotM (5.3)

werden die Polarisierungsdichte P und die Magnetisierungsdichte M definiert.

5.2 Maxwellgleichungen in Materie

Nun sind wir soweit die Maxwellgleichungen entsprechend umzuschreiben. Aus (2.1) folgt:

divE = 4n(CH- L) = 4n - 4ndiv P
= div (E+4nP) =4nCd

Analog erhélt man aus der zweiten Maxwellgleichung;:

1 41 . 41 . 4m
rot B — EatE = ?J = Tjj+ ?6tP + 41 rot M

= rot(B—4nM)—%6t(E+4nP): 4%”

T3: Elektrodynamik 13 Sebastian Gottwald (LMU)



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Definition 5.2 (Verschiebungsdichte und H-Feld).

Def.: Verschie- Man definiert tber

bungsdichte,

H-Feld D = E +4nP (5.4)
H = B-—-4mtM (5.5)

die Verschiebungsdichte D und das H-Feld H.

Maxwellsche Mit dieser Definition kénnen wir obige Gleichungen zusammenfassen: | Die Maxwellschen Gleichungen in Mate
Gleichungen in
Materie
divD = 4mld
1 4m .
tH—-0,D = —
0 c n c _lf
1
rot E + EatB = 0
divB = 0

Um mit diesen Gleichungen arbeiten zu konnen, bendtigt man zusétzliche entsprechende
Modelle, aus denen man durch Festlegung von P, M und jy Gleichungen? fiir D und H
und damit schliellich die Felder E und B ermitteln kann.

Bemerkung 5.2

Es ist wichtig, immer darauf zu achten, dass die Quellen von D und H nur die freien Ladungen
of und Stréme j ¢ sind, wohingegen fiir E und B alle Ladungen und Stréme beriicksichtigt werden
miissen.

5.3 Einfachste Modelle

Dielektrikum (i) Ideales Dielektrikum (linear, isotrop)
Die KG sind gegeben durch

P(x,t)=xE(x,t), M =0 (5.10)
mit der dielektrischen Suszeptibilitat X. Per Definition ist damit
D=(1+4nx)E=¢eE, H=B (5.11)

mit der dielektrischen Konstante? € = 1 + 4my.

Magnetikum (ii) Ideales Magnetikum

1Man nennt diese Gleichungen dann konstituierende Gleichungen (KG).
2Im Vakuum ist folglich X =0 und € = 1.

T3: Elektrodynamik 14 Sebastian Gottwald (LMU)



Leiter

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Die KG sind gegeben durch

M(x,t) = XmB(x,t), P =0 (5.12)
mit der magnetischen Suszeptibilitdt X,,. Per Definition ist damit

D=E, pH:=(1—4nx,) H=B (5.13)

mit der Permeabilitat pu = (1 — 47mX,,) . Ist £ > 1, so nennt man den Stoff parama-
gnetisch, ist | < 1 diamagnetisch.

(iii) Ohmscher Leiter
Die KG fiir die freie Stromdichte in einem Ohmschen Leiter lautet

Jr(x, 1) =KE(X,1) (5.14)

mit der Leitfahigkeit K.
Mit diesem Ausdruck kénnen wir wegen 0, Wy, = J - E beispielsweise die Energiedinde-
rung beim Fluss eines Ohmschen Stroms berechnen:
1 1 1
0Eny= PxoWy=— d®*jj-E=-k dxE?

Der Wert ist negativ, da das Feld Energie abgibt, aufgrund des elektrischen Wider-
stands des Leiters.

Im Spezialfall eines idealen Leiters (K — ©0) ist E = 1j; = 0. Damit wire nach (2.3)
0:B =0 und laut (2.1) = 0.

Beispiel 5.1 (Leiter)
Wir betrachten einen Leiter der Lange L mit Radius r und Leitfdhigkeit K. Der Strom I
durch den Leiter ist dann gegeben durch

| =j;A=jsmr? =nr’kE

Mit dem Potential ¢(X) = — ?de = E X und der Spannung U := @(L) —@(0) =E L
ist
mnr? 1
= kU= =U,
L° 7R

wobei R := -1 der Ohmsche Widerstand des Leiters ist.

r2 K

T3: Elektrodynamik 15 Sebastian Gottwald (LMU)



Sprungbedingung
fur die Verschie-
bungsdichte

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Beispiel 5.2 (Homogenes Dielektrikum)

Sei ein homogenes Dielektrikum zwischen zwei Kondensatorplatten mit der freien Ober-
flichenladung &; := Q/A > 0 bzw. —&; gegeben. Da wir die freie Ladung kennen, kénnen
wir die Verschiebungsdichte D bestimmen:

-
DA =4n dx[=4n&;A [ DI=4né;

Damit ist das elektrische Feld E = 1D = @ (homogen) und die Polarisierungsdichte
P =xE = X4”§f = %Ef (homogen) bekannt. Aulerdem ist die gebundene Ladungs-
dichte im Inneren des Mediums [ —divP = 0. Auf der Oberfldche gilt jedoch:

[

- P'dO':Qb = —PAZEZ,A

Und mit dem bereits berechneten Ausdruck fiir P konnen wir die Dichte der gebundenen
Ladung bestimmen:
e—1
& =—P = —TEf (5.15)
Dabei féllt auf, dass die Vorzeichen von &y und &, verschieden sind; dass fiir € — oo,
& = —&; wird — also das Dielektrikum vollstdndig abschirmt — und, dass fiir € = 1 die
Bedingungen eines Vakuums herrschen (&, = 0).

5.4 Randbedingungen an Grenzflichen

Die Maxwellgleichungen in Materie erlauben es, das Verhalten der Felder an den Grenz-
flichen zwischen verschiedenen Medien zu untersuchen.

(i) Verschiebungsdichte D
Wir integrieren Gl. (5.6) iiber ein kleines Volumen V in Form eines Quaders, das ein
Stiick der Grenzfldche einschlieit, wobei zwei der Seitenflichen (mit Inhalt A) parallel
zur Grenzflache stehen und die restlichen eine verschwindende Breite besitzen sollen:
1 1
divD d>x= D dA = (Di — D3)A = 41Q;
v ov

Dabei bezeichnet Dj+ die Komponente der Verschiebungsdichte senkrecht zur Grenz-
fliche (und damit auch senkrecht zu A), wobei i die Seite relativ zur Grenzfliche angibt.
Fiihrt man die Flachenladungsdichte &; := Q /A ein, so ergibt sich fiir den Sprung der
senkrechten Komponente von D:

Di — Dy = 4né; (5.16)

Der Fluss von D durch die restlichen Fldchen (mit der verschwindenden Dicke) ver-
schwindet, falls D insgesamt endlich bleibt. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt,
da nur endliche Ladungen vorhanden sein kénnen.
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Sprungbedingung
des H-Felds

Stetigkeit von E™

Stetigkeit von B !

5 Die Maxwellgleichungen in Materie

(i)

(iil)

H-Feld
Nun wollen wir ein Fldchenintegral iiber ein Rechteck R mit dem Rand I' ausfiihren,
wobei zwei der Seiten (mit der Linge |) parallel zur Grenzfliche verlaufen und die
anderen beiden eine verschwindende Lénge besitzen sollen. Durch die eingeschlossene
Linie auf der Grenzfliche fliefle ein Strom der Stédrke | = ny - (A x 1) mit der Linien-
stromdichte Ny und dem Normalenvektor f der Grenzflache. Integration von (5.7) tiber
die Flidche ergibt

1 1 4 1

(rtotH — -9,D) -do = - j.do
R c c

Da zwei der Seiten von R verschwinden sollen, verschwindet auch das Flussintegral von

D durch die Fliache, womit sich die Gleichung
L] -
4 4
Hedl= H]=H] 1=, (A<D = (ny=n) |
r

ergibt. Womit wir eine Sprungbedingung des H-Felds erhalten:

4
Hl = H) = n;xn (5.17)

Elektrisches Feld
Genauso wollen wir nun Gl. (5.8) benutzen:

1 1 L1 1
rotE—l—EatB do= E-dl=0

Damit erhalten wir sofort die Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen
Felds

El-el=o (5.18)

Magnetisches Feld )
Aus div B = 0 folgt mit denselben Uberlegungen, wie fiir die Verschiebungsdichte:

(I (|
divBd®>x= B-.-do=0

Also

Bl —-Bl =0 (5.19)

Bemerkung 5.3
Die Grenzfliche wird bei dieser Beschreibung als scharf idealisiert. Das heifit, die Ladungsdichte

of kann innerhalb dieses Modells durch £4(x) beschrieben werden.

T3: Elektrodynamik 17 Sebastian Gottwald (LMU)



5 Die Maxwellgleichungen in Materie

Wichtiger Spezialfall

Fiir lineare Medien, wie wir sie in Abschnitt 5.3 behandelt haben, gilt speziell fiir £ = 0
Spezialfall: und Ny = 0: .

&r=0,mp=0
gqEL 20 gEL (5.20)
Lo sar 1 g
—Bl 2" —B 5.21
Hp Ho 2 ( )
El = E! 5.22)
Bf = B 23)

T3: Elektrodynamik 18 Sebastian Gottwald (LMU)
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Def.: Elektrostatik

Grundgleichungen
der Elektrostatik

Darstellung des
elektrostatischen
Felds

Kapitel 6

Allgemeine Formulierung

Definition 6.1 (Elektrostatik).
In der Elektrostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine elektrischen
Strome. Die Grundgleichungen der Elektrostatik sind deshalb:

divE =4n[JrotE =0, rotB =divB =0 (6.1)

6.1 Elektrostatisches Feld

Satz 6.1 (Elektrostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Elektrostatik und dem Helmholtz-Theorem folgt B = 0 und
die Darstellung des elektrostatischen Felds:

—

) ., X [X) x =%
——— ' = (6.2)
[x — x| [x = X|? |x — x|

E(X) = —grad

Beweis: Nach Satz A.11 kénnen wir das elektrische Feld ausdriicken durch

B(x) — —grad ( 1 [ div E(zY d3X§ ot ( 1 [ rot E(xY d3x§

an |z — 2 an |z —

falls E fiir |&| — oo schneller verschwindet als 1/|x|. Mit den Grundgleichungen der Elektrostatik ist
der erste Ausdruck in Gleichung (6.2) sofort klar. Diesen kénnen wir aber weiter vereinfachen:

@ dBx= _/dsxmmlr)]éiai 1 dBxIzy = — 2

—orad =
s |z — = |z — |z — xR |z — ! |
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Coulombsches
Gesetz

Poisson-Gleichung

Darstellung des
elektrostatischen
Potentials

6 Allgemeine Formulierung

Bemerkungen 6.1
(i) Ist fiir ein konkretes elektrostatisches Problem die Ladungsverteilung bekannt, so kann mithilfe
von Gl. (6.2) das elektrostatische Feld berechnet werden.

(ii) Die Kraft auf eine punktformige Ladung innerhalb eines elektrostatischen Felds ist gegeben
durch F = gE. Dabei geht man in der Elektrostatik immer davon aus, dass die Probeladung
beweglich ist, aber diese keinen Einfluss auf die Quelle des Felds E hat (da sonst Zeitabhéngig-
keiten auftreten wiirden).

(iii) Im Falle einer Punktladung kann man die Ladungsverteilung o(X) schreiben als

o(x) = Q4(x)
Damit ergibt sich fiir das elektrische Feld das Coulombsche Gesetz:
Q X
E(X) = —5—
%7 x|

(iv) Der letzte Term in Gl. (6.2) kann auch als Summation (bzw. Integration) iiber die elektrischen
Felder von Punktladungen dg = d3:cg(x) aufgefasst werden, die durch das Coulombsche Gesetz
gegeben sind.

6.2 Elektrostatisches Potential

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld (wegen rot E = 0) das Gradientenfeld eines
Skalarfelds ¢:

E = —grad ¢

Eingesetzt in die erste Grundgleichung der Elektrostatik ergibt sich die sogenannte Poisson-
Gleichung?

— [ 4nd (6.3)

Satz 6.2 (Elektrostatisches Potential)
Als Losung der Poisson-Gleichung und unmittelbare Folge von Gl. (6.2) erhdlt man das
elektrostatische Potential durch:
I:I !/
o= ) g (6.4)

Ix — x|

Beweis: Wegen (siche Ubung) —Am%m@ = 4md(x — x ist ¢(x) aus (6.4) Losung der Poisson-
Gleichung. O

Bemerkung 6.2
@ ist nur bis auf eine Integrationskonstante eindeutig festgelegt. Meistens wéhlt man ¢ so, dass
lim ¢ =0.

|z| - oo

1Diese geht fiir [ 0 in die Laplace-Gleichung Ad = 0 iiber.
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6 Allgemeine Formulierung

Beispiel 6.1 (Eindimensionale Ladungsverteilung)
Sei eine eindimensionale Ladungsverteilung der Linge 2a entlang der X-Achse mit La-
dungsdichte

“oa) fr Xl <
_g/(2a) fir|x|=<a
Ax) = 0 sonst

gegeben (z.B. ein verschwindend diinner Stab). Wir wollen das elektrische Feld in der
Mitte des Stabs entlang der Geraden durch X = 0 bestimmen (d.h. uns interessieren nur
die Punkte X = (0,y,0) mit y [0, 0)). Dazu bendtigen wir zuerst einen Ausdruck fiir
die Ladungsdichte []

[X) = Ad(y)d(z) ©(a — Ix])

mit der Indikatorfunktion @(x) := 1,~0. Das Potential $(0,y, 0) erhalten wir dann leicht
aus Gl. (6.4):

¢(0,y,0) = 4;AI:dx

—a X2+4y?

Um dieses Integral zu 16sen, setzen wir U := X+ X2 + y2 und erhalten
C 1 — 1

Ly
“d E@ a a2 2
00,y,00=2A  —=2Aln h XEy: Heonmm 2F &Y
u(0)
Damit kénnen wir nun das elektrische Feld E = —grad ¢ entlang der oben betrachteten

Geraden bestimmen:
E(0,y,0) = —grad$ = —€,0,¢(0,y,0) = = 2éy
y y-+a

Aufgrund der Zylindersymmetrie des Problems kénnen wir den Definitionsbereich von E
auf die Flache durch den Punkt z = 0 und senkrecht zur Ladungsverteilung ausweiten:

—1
E(x=0p) =6, -0 firp.= y24z2
p PPt

Grenzfalle:

(i) a [Cp:Das elektrische Feld nimmt die Form E(p) = 5 an (Feld einer Punktladung).

(ii) a [CpEs ergibt sich die Form? eines unendlich langen geladenen Drahts®: E (p) = %.

2Diese Gleichung erhilt man sehr einfach, indem man die erste Maxwellgleichung iiber einen Zylinder der
Hohe | integriert, dessen Symmetrieachse mit dem Draht zusammenfillt: 2mpl E = 4l A, also E = 2A\/p.

3 Diese Gleichung gilt auch entlang der X-Achse, wobei E auch fiir X — oo konstant bleibt. Dieses
Verhalten widerspricht den Bedingungen, die das Helmholtz-Theorem an ein elektrisches Feld stellt, was
aber kein Problem darstellen sollte, da die Idealisierung eines unendlich langen Drahtes in Wirklichkeit
niemals auftritt. Sie dient letztlich nur dazu, den Fall a > p einfach zu behandeln.
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Kein Feld in Leitern

Die Ladung sitzt an
der Oberflache

6 Allgemeine Formulierung

6.3 Leiter in der Elektrostatik

Wir wollen einige grundlegende Eigenschaften von Leitern in der Elektrostatik zusammen-
tragen:

Innerhalb eines idealen Leiters gibt es kein elektrisches Feld. In ohmschen Leitern
gibt es nur dann ein elektrisches Feld, wenn ein Strom fliefit (j = KE), was in der
Elektrostatik nie der Fall ist.

Aus div E = 4mn [Iblgt, dass innerhalb von Leitern in der Elektrostatik auch [ = 0 ist.
Das heifit, eine eventuell vorhandene Ladung muss sich an der Oberfliche aufhalten.

Seien a und b zwei beliebige Punkte innerhalb eines Leiters. Wegen

ist das Potential innerhalb eines Leiters konstant.

Aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Felds beim Uber-
gang zwischen zwei Medien muss die Feldkomponente parallel zur Oberfliche aulerhalb
des Leiters verschwinden. Das Feld steht also immer senkrecht zur Oberfléche.
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Gesamtenergie einer
diskreten
Ladungsverteilung

Potentielle Energie
einer
kontinuierlichen
Ladungsverteilung

Kapitel 7

Feldenergie

7.1 Diskrete Punktladungen

Wir wollen zunéchst die Energie berechnen, die nétig ist um n raumfeste Punktladungen in
eine bestimmte Konfiguration (Lage zueinander im Raum) zu bewegen:

Die erste Ladung lisst sich ohne Krafteinwirkung an eine beliebige Stelle im freien Raum
bewegen (E; = 0). Die Ladung g, wird hingegen bereits ein Feld (das Feld der ersten Punkt-
ladung E; im Abstand |X; — Xz| =: r12) spiiren:

= 02 01
Eo=—  QEi-dl=02¢1(X2) = ——
00 Mo
Die dritte Ladung muss gegen die beiden Felder der vorhandenen Ladungen bewegt werden:

E3 — w + % + %
ri2 ri3 ra23

Die gesamte Arbeit E,,, die verrichtet werden muss, um n Punktladungen zu positionieren
ist damit gegeben durch

EoLlggl | b gl

E, = T _ ki) (7.1)

r; 2 rij
i=11<j<i ¥ ij=14#5

7.2 Kontinuierliche Ladungsverteilung

In direkter Analogie zum diskreten Fall, konnen wir im kontinuierlichen Fall schreiben:

- , -
el IO o gow = % k) (x) d®x (7.2)

2 [x — x|



Selbstwechsel-
wirkung

Feld- entspricht
potentieller Energie

7 Feldenergie

Bemerkung 7.1 (Punktladungen in der Elektrodynamik)
Bei x”= x ist gibt es im kontinuierlichen Fall keine Singularitit fiir £, da iiber ein Volumen
integriert wird, welches fiir » — 0 schneller als 1/r verschwindet.

P
Fiir Punktladungen (o(X) = , ¢:0(X — X;)) ergibt sich innerhalb dieser Beschreibung folgender
Ausdruck fiir die Feldenergie

1 X i i 1 xX 2
E == 94 =&, + = 4
2 =1 Tid 2 oy T
Die Reihe, die hier zusétzlich zu &, auftritt wird unendlich grof}, da r;; = 0 fiir alle 7. Man nennt den

eigentlich nicht definierten Ausdruck ¢?/r;; Selbstwechselwirkung und interpretiert sie als Energie,
die zum Aufbau einer Punktladung notwendig ist. Der Begriff einer Punktladung ist also jenseits
der klassischen Elektrodynamik, weshalb wir im Folgenden die Selbstenergie von Punktladungen
konsequent ignorieren.

Satz 7.1 (Feld- und potentielle Energie)
Fur eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist die potentielle Energie E des Systems gleich
der im Feld vorhandenen Energie:

1 1 1
1 IEOMX) 5 3 3, _ L 2 43
= ——2dxd°x'= Wpd°x=— |E|°d .
2 X — x| X Fa7X T |[E[”d°x (7.3)

Beweis:

1 E@) E@q d3Xd3XEI —

2) Jo—2F %/ (@) d(x) d®x = %/divE(w)d)(w) d3x

= i/(div(Ed))—E-grad(b) d3x
- i}[q)E-daJri/\EFde
T osnm 8m

Da ¢p(x) x ﬁ fiir r := |&| — oo ist E e %2 und somit

1
7{¢E~do'o<F—>0

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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Def.
Legendre-Polynome

Erzeugende
Gleichung

Kapitel 8

Multipolentwicklung

Befindet man sich sehr weit von einer Ladungsverteilung [[X) entfernt, so kénnen wir sie

nidherungsweise durch das Coulombpotential @(X) = % beschreiben. Diese sehr grobe Néhe-

rung kann mit mit durch die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials verfeinern.

Dazu benotigen wir die Legendre-Polynome:

Definition 8.1 (Legendre-Polynom).
Polynome der Form

l
P(X) = ﬁ&(xz —1) (8.1)

heilen Legendre-Polynome. Die ersten drei Polynome ergeben sich zu

Po(x) =1, Pi(X) =X, Pa(x)= %(3x2 —1)

Satz 8.1 (Orthogonalitit und Erzeugende)
Die Legendre-Polynome erftillen die Orthogonalitatsbedingung

= 2
P (X)P;e(x) dx =

_Z 5 2
. o0+ 1 1 (8-2)

Sie werden erzeugt durch die Gleichung
1 1

2'Py(x) (8.3)

T 172 —o7x
1+2z2—2zx _,
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Entwicklung des
Potentials in
Legendre-Polynome

Monopol-Term

8 Multipolentwicklung

8.1 Allgemeine Entwicklung des Potentials

Zuerst wollen wir den Abstand |[X—X’| in Abhéngigkeit von r := |X| und r’ := |X’| schreiben:

1
| | | | r’2

r
X == r24+r2—=2x-x'= r2+r2—=2rr'cost/ =r 1+?—2—cose

/!

r

mit dem Winkel 0’ zwischen X und X’. Damit ergibt sich fiir das elektrostatische Potential
einer Ladungsverteilung [(X’):

] "\ A3+’ 1
_ ~/ Iﬂ ) d°x _ 1 d3 / / L p 9/
() r24+r2—2rr'cos® r X ) - ¥ t(cos®)
1
= T d3x’ X )r''P;(cos®’)
1=0
Mit der Definition
1
f= & X)r'Py(cos8’) (8.4)
erhalten wir schlie3lich
f S S |
o) = = 0ix) (55)
1=0

@; nennt man 2!-Pol-Term.

8.2 Spezialfille

Wir wollen die ersten drei Entwicklungen genauer untersuchen:

Monopol (I = 0)

Wird nur bis zum ersten Glied der Reihe entwickelt, so erhélt man
1 - q
000 = go(x) = = X T) =1 (5.6)

Wie qewyartet, ist die grobste Néherung durch das Coulombpotential der Gesamtladung
Q:= [X)d®X' gegeben.
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Dipol-Term

Quadrupol-Term

8 Multipolentwicklung

Dipol (I =1)

Der zweite Term der Entwicklung ergibt:
1 1
¢1 = = r’ cos @' [X') d3x’

]

1
Mit r' cos®’ = 22 = A - X’ und dem Dipolmoment p = X’ [[X’) d®x’ ergibt sich

|

1

¢1=—n-p (8.7)

-

Ist die Ladung so verteilt, dass zwei gleiche Pole exisiteren und damit Q = 0 ist, dann ist
¢1 der fithrende Term in der Multipolentwicklung von ¢.

Beispiel 8.1
Besteht ein Dipol aus zwei Punktladungen +q (bei X1) und —q (bei X2), so ist dessen
Dipolmoment gegeben durch

1 1
p= XIX)EX = xqB(X —x1)—8(x —x2))dx = qd

mitd::X]_—Xg.

Quadrupol (I =2)

Berechnen wir den dritten Term der allgemeinen Multipolentwicklung:

1 = 1
o, = = r’2§(3 cos? 8 — 1) X)) d3x’
Mit r'2 cos?8’ = (- x')? = ﬁixgﬁjxg und r? = n%r? = N;N;9;; r'? kénnen wir schreiben
1 = 1
¢2 = Fﬁzﬁj (3X;X; - r/zéij) Iﬂ/) dSX/ =: FﬁlﬁjQ” (88)

Den symmetrischen und spurfreien Tensor Q;; nennt man Quadrupolmoment.

Bemerkung 8.1 (Abhingigkeit vom Koordinatenursprung)

Die (Multipol-)Momente sind im Allgemeinen abh#ngig vom Koordinatensystem, bzw. von der
Wahl dessen Ursprungs. Es ist zweckméflig den Ursprung geméf einer moglichen Symmetrie der
Ladungsverteilung zu wihlen. Das kleinste, nichtverwschwindende Multipolmoment ist aber immer
unabhéngig von der Wahl des Ursprungs.
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8 Multipolentwicklung

8.3 Elektrisches Feld und Wechselwirkung von Dipolen

Elektrisches Feld

Elektrisches Feld Mit dem Potential eines Dipols ¢(X) = % konnen wir das elektrische Feld berechnen:
eines Dipols -

Wechselwirkungsenergie zweier Dipole

Wir kénnen die potentielle Energie einer Ladungsverteilung [(X) in einem duferen Feld, das
durch das Potential ¢(X) beschrieben wird, darstellen durch

1
E= [O)o(x)dx

Fiir den Fall, dass sich ¢ innerhalb der Gréfienordnung der gegebenen Ladungsverteilung []
nur langsam verdndert, konnen wir entwickeln

1
E=  [X)($(0) + [RD) - x)d*x = Qd(0) —p- E(0)

Wechselwirkungs- Uns interessiert nun die potentielle Energie eines Dipols p; im Feld eines zweiten pa (wobei
energie von der Abstand r zwischen den Dipolen verglichen mit der Ausdehnung d der Dipole grof} sei):
Dipolen

~ p1-p2—3(N-p2)(N-p1)
— =

Eio =—p1-Ez =En (8.10)
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Randbedingungen

Allgemeine Ldsung
der
Poisson-Gleichung

Kapitel 9

Randwertprobleme

9.1 Randbedingungen und Eindeutigikeit

Fiir die meisten elektrostatischen Probleme ist es zu kompliziert, das elektrische Feld mithilfe
des Gauflschen Satzes zu ermitteln. Dann bedient man sich dem elektrostatischen Potential,
denn dieses ist meist einfacher bestimmbar:

I:I /
b(x) = ) gox (9.1)

I — x|

Ist aber beispielsweise die Ladungsverteilung [1dmgeben von einem Randbebiet, oder herr-
schen dhnliche komplizierte Raumstrukturen vor, so ist das durch diesen Ausdruck gegegeben
Potential eventuell keine allgemeine, sondern nur eine spezielle Losung der Poisson-Gleichung

3 —4n] (9.2)

Mit einer allgemeinen Losung wird man unter Beriicksichtigung bestimmter Randbedingun-
gen Probleme innerhalb einem bestimmten Raumgebiet V, das moglicherweise von einem
Medium (z.B. von einem Leiter) abgegrenzt wird und eventuell selbst Kérper beinhaltet, be-
arbeiten konnen. Die nétigen Randbedingungen werden dabei Aussagen iiber das Potential
am Rand 0V des Volumens und iiber vorhandene Ladungsverteilungen im Innern beinhalten.
Man unterscheidet die

(i) Dirichlet-Randbedingung: ¢ ist auf dem Rand 9V festgelegt.

. A.10
11 eumann-Ran Ingung: Die Richtungsableitung D, ="Nn- ichtung des
ii) N Randbed Die Rich blei ch( ) [ i Rich d
Normaleneinheitsvektors A von 0V ist auf dem Rand 0V vorgegeben.

Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung ist gegeben durch die Summe aus einer speziel-
len (inhomogen) und einer homogenen Losung ¢, (Losung der Laplace-Gleichung C@ 2 0):

o)

X=X d3X' + ¢ (x) (9.3)

d(x) =
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9 Randwertprobleme

Satz 9.1 (Eindeutigkeitssatz)
Eindeutigkeit der Die allgemeine Losung ¢(x) der Poisson-Gleichung ist fur die Dirichlet-Bedingung eindeu-
Losung tig, wohingegen die Neumann-Bedingung das Potential nur bis auf eine additive Konstante
festlegt.

Beweis: Nehmen wir an, es gebe zwei verschiedene Losungen ¢1, ¢2 der Poisson-Gleichung, welche
eine Dirichlet-Bedingung [bzw. Neumann-Bedingung] erfiillen. Sei § := ¢1 — ¢2, dann ist

AY=—4An[H4ANCZ0  und Y|y, =0 [bzw. (R-VY)|yy, = 0]

Wegen der ersten Greenschen Identitét fv (WAY + (VY)2)d3x = fav YV - do ist

/V(vw)2d3x - }[ww . Ado =0

Also muss V{ verschwinden, womit ) in V konstant ist. Da § aber auf dem Rand verschwindet, ist
insgesamt Y = 0, womit ¢1 = ¢2 [bzw. ¢p1 = d2 4 const.]. O

Bemerkungen 9.1
(i) Befindet sich eine begrenzte Ladungsverteilung ¢ im freien Raum (0V — oo) und ist wie
iiblich lim,| . e ¢ = 0, dann folgt aus Gl. (9.3) fiir die homogene Losung lim,| ., oo ¢r = 0.
Da aber Agp, = 0, und eine Losung der Laplacegleichung keine lokalen Extrema haben kann

(siehe néchster Abschnitt), ist ¢p(X) = 0. Somit ist ¢(X) gegeben durch
z
oxY 5 o
p(X) = I — XEFd x

Dies ist konsistent mit unseren bisherigen Uberlegungen zum elektrostatischen Potential von
Ladungen im Raum.

Faradayscher Kafig (ii) Betrachten wir ein ladungsfreies Volumen V', das von einem Leiter umgeben wird, so gilt fiir
das Potential:

Ap=0 inV , ¢=const auf OV

Damit ist wiederum ¢ = 0 im Volumen, da keine lokalen Extrema existieren diirfen, und
dadurch E = —gradp = 0 (in V). Eine solche Anordnung wird auch Faradayscher Kfig
genannt.

9.2 Eigenschaften der Losungen der Laplace-Gleichung

Die Werte ¢(x) (i) Sei ¢ eine Losung der Laplace-Gleichung. Man kann den Wert des Potentials am Punkt
sind Mittelwerte X Uber eine Mittelwertbildung der Werte auf dem Rand einer Kugel K mit Radius R
um X erhalten:
1 (|
X) = —— do 9.4
000 = gz @ (9.4)
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9 Randwertprobleme

Beweis: Zunichst wollen wir nur das Potential am Ursprung einer Punktladung q am Ort
(0,0, z) betrachten. Es ist

1

1 é q Z 2
—— ¢ ¢pdo = 21 R“ sin 6 d6
4mR2 4nR2 V/R2sin?8 + (z — Rcos 8)2

9 % ;du
2 R2 4 22 — 2Rzu)

q 1 T
= ———+/R2 2 2R 0

2RZ\/ +z Z cos .
_ 4 —z—rn=1
= R+ -@-R)=~

Das Ergebnis stimmt also mit dem bekannten Ausdruck fiir das Potential einer Punktladung
tiberein. Wegen des Superpositionsprinzips, gilt die Vorschrift aber fiir jede beliebige Ladungs-
verteilung.

Diese Eigenschaft der Potentiale, die der Laplace-Gleichung geniigen, wird zur numeri-
schen Losung von Randwertproblemen ausgenutzt, indem ausgehend von den bekann-
ten Randwerten die einzelnen Werte des Potentials im Volumen iiber eine Iteration
bestimmt werden.

(ii) Eine Losung ¢ der Laplace-Gleichung hat keine lokalen Extrema.
Dies folgt unmittelbar aus (i), da definitionsgeméfl der Mittelwert der Punkte um das
Extremum niemals dessen Wert erreichen wird. Es ist auflerdem Plausibel, dass ein

Potential, fiir das [ 0 ist, kein lokales Extremum existieren kann, da fiir Extrema
iLA.020>0 (<0) [O31,2,3 ist.

Es kann also nur am Rand 0V Extrema geben und innerhalb des Volumens wird fiir
eine Probeladung keine stabile Lage moglich sein.

9.3 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die Laplace-Gleichung eines Potentials mit Randbedingungen kann mithilfe eines Separa-
tionsansatzes gelost werden. Wir werden sehen, dass wir mit dieser Methode einen ganzen
Satz von (unendlich vielen) Losungen erhalten, die moglicherweise eine der Randbedinungen
nicht erfiillen. Aufgrund der Linearitét der Laplace-Gleichung ist die Summe aller Losungen
ebenfalls eine Losung, die — mit entsprechenden Koeffizienten versehen — die geforderten
Bedingungen erfiillen kann.

Wir wollen uns hier auf achsensymmetrische Potentiale beschréinken und benutzen Kugel-
koordinaten: ®(r, 8, ¢) = ®(r, ). Die Laplace-Gleichung lautet dann

1
2 —_— 1 =
0-(r<o,9) + Sinsaﬁ(smﬁaﬁtb) 0 (9.5)

Der Separationsansatz ®(r,8) = R(r) ©(9) liefert
1, 1 1 1
1 d ,dR 1 d do 0

Rar "dar T o@smeds Vg
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9 Randwertprobleme

Eine konstante Summe aus Funktionen, die jeweils nur von einer aber von verschiedenen
Variablen abhéngen ist nur moglich, wenn die einzelnen Summanden bereits Konstanten
sind. In diesem Fall heben diese sich sogar gegenseitig auf. Es ergeben sich die gewthnlichen
Differentialgleichungen

1 d I:IdR 1
N =

mit einem beliebigen Parameter | [IRI.

e An der Struktur der Radialgleichung erkennt man, dass diese sich einfacher 16sen lésst, wenn

wir zusétzlich den Ansatz R(r) = @ machen, denn damit wird Gl. (9.6) zu
d®u ul(r)
— = —l(l+1
dr? r? (+1)

Losungen dieser Gleichung lassen sich raten: ui(r) = r'** und ua(r) = r~' Also ist die
allgemeine Losung fiir R(r) der Form

R(r) = Ar' + ri (9:8)

e Schreiben wir die Differentialgleichung (9.7) fiir die J-Abhéngigkeit der Losung in der Form

. <«

d . dO . _
px] smﬁ% + 1l + 1)sinvO(I) =0,
so fillt die Ahnlichkeit zur legendreschen Differentialgleichung® auf. Setzen wir also z = cos 6:
<«
,d 7 2. dO , B
smﬁa 1-=z )E +I(l+1)sinvO® =0,
womit wir fiir ganzzahlige | = 0, 1,2, ... die Legendre-Polynome? als Losungen erhalten:
O() = P(cos ) (9.9)

Wir erhalten also unendlich viele Losungen von Gl. (9.5), die sich nur durch den Parameter
| unterscheiden. Die allgemeinste Lésung der Laplace-Gleichung fiir azimutale Symmetrie
ist somit gegeben durch

L1

B
o(r,9) = Arrl + rl—jl Pi(cos9) (9.10)
=0

1Damit ist die Gleichung %((1 —x2)Fx)) + I(I + 1)f(X) = 0 gemeint, mit den Legendre-Polynomen
P;(x) als Losungen.

2Es gibt eine zweite Klasse von Lésungen, die sog. Legendre- Funktionen zweiter Art. Da diese aber fiir
9 = 0,  divergieren, sind sie physikalisch nicht relevant.
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Beispiel 9.1 (Potential innerhalb einer Kugel)

Uns interessiert das Potential im Innern einer Hohlkugel, wobei wir (Dirichlet-Bedingung)
das Potential auf der Kugelschale als bekannt voraussetzen (®(R,3) = ®o(9)). In diesem
Fall muss B; verschwinden, da das Potential sonst am Ursprung divergiert:

1
o(r,d) = Arr'P(cosd)
1=0
Die Dirichlet-Bedingung fithrt zur Gleichung
AR'P;(cos ) = () (9.11)
1=0

Um nach den Koeffizienten A; aufzuldsen, multiplizieren wir diese Gleichung mit P, (cos &)

und integrieren iiber y := cos® vony = —1 bisy = 1:
2I—+1AlR Omi = B Do ()P, (cos D) d(cosT)

Fiir eine bekannte Funktion ®g sind nun die Koeffizienten A; und dadurch @(r,3) be-
stimmt:

T

A= SR 71(po(3)Pl(cosﬁ)d(cos3) (9.12)

Beispiel 9.2 (Metallkugel in durerem E-Feld)

Wir betrachten eine leitende Kugel mit Radius R innerhalb eines dufleren homogenen
elektrischen Felds E und interessieren uns fiir das resultierende Potential, dass durch die
Wechselwirkung der Kugel mit dem Feld entsteht. Dazu soll die Dirichlet-Randbedingung

®(R,8) = @o = const. (9.13)
o(r CRB) = —Epz(r,9) =—Eprcosd (9.14)
erfiillt werden. Diese Bedingungen fiihren zu den Gleichungen
B 1
AR + Rl—il Pi(cos®) = @oPo(cosd) (9.15)
1=0
Ar'Pi(cos®) = —EgrPi(cosd) (9.16)

1=0
Wir vergleichen die Koeffizienten der Legendre-Polynome:
aus (9.15):  Bo = (9o —A¢)R, B0 = —AR**
aus (9.16): Ap =0, A;=—Eg, A;;>1=0.

Mit den bekannten A; kénnen wir die B; bestimmen: By = @oR, B1 = EoRS, Bii~1=0.
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Das gesuchte Potential hat also die Form
1,01
®oR R

(D(I’, 'S) = T - EO r— r—2 cos 9 (917)

Bemerkungen 9.2
(i) Das elektrische Feld ldsst sich nun leicht bestimmen:

E = —grad®d=-6,0,9— ég% Oy D

» .
= R;’Zbo + Fgcosd 1+
”

oR3 «— - R «
F ér — EO 1-— 7'_3 sin ﬁéﬂ

(ii) Die Gesamtla?ung der Kugel erhalten wir nun aus
47Q= E-do=2r dIR’E,(R)=4nR¢o = Q= ¢oR

0

Induzierter Dipol (iii) Besonders interessant ist der Fall @ = 0, wofiir das Potential die Form

3
&(r,9) = —For cos 9 + EOR—2 cos
r

annimmt. Dies ist die Uberlagerung des Potentials —Foz des homogenen Felds ohne Kugel
mit dem Potential eines induzierten Dipols mit Dipolmoment p = EoR%é.:

B(r,0) = —Foz + % (9.18)
Die induzierte Oberflachenladungsdichte ergibt sich aus

drodV = Anédo = E(R)-do = E,(R)do = £(0) = %Eo cos

9.4 Formale Losung der Poisson-Gleichung

Wir haben zwar mit Gl. (9.3) bereits die allgemeine Losung der Poissongleichung fiir Rand-
wertprobleme angegeben, wollen diese Losung aber mithilfe der Greenschen Funktion fiir
den Laplace-Operator nochmals entwickeln.

Definition 9.1 (Greensche Funktion).
Sei U ein Di[erentialoperator und ¢@(x) die Losung der Gleichung

Uop(x) = 1(x) (9.19)

mit einer Inhomogenitdt 1 (x). Eine Greensche Funktion G(x) ist die Losung der Gleichung
Def.: Greensche

Funktion
UG(X) = d(X) (9.20)
Eine spezielle Losung der inhomogenen Di [erentialgleichung ist dann gegeben durch die
Faltung
1
Ps(X) =G M= G(x—x)I(X)dx (9.21)
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Bemerkung 9.3 (Greensche Funktion als Inverse)
Formal kann man G als (Rechts-)Inverse des Differentialoperators U mit UG = 1 interpretieren.
Denn damit ist es moglich die inhomogene Differentialgleichung U¢ = I nach ¢ aufzultsen:

Up=UGI=UGI) = ¢=0GI

Satz 9.2 (Greensche Funktion des Laplace-Operators)
Die Greensche Funktion des Laplace-Operators, das hei3t eine Losung der Gleichung

[G(K) = —4md(X) (9.22)
ist die gegeben durch

G(x) = ﬁ +F(X) (9.23)

mit einer Funktion F(x, x’), welche die Laplace-Gleichung [E{k) = 0 Iost.

Beweis: Siche Ubung O

Die Poissongleichung [@ F —4mn [ Wird also gelost durch
1 1
—1 3 )
G(X—X/)(—4T[ I;Bk/))d = Ix — x|

= X' + op(X)

®(x)

mit einer Losung @, der Laplace-Gleichung.

9.5 Spiegelladungen

Nehmen wir an, es befinde sich eine Punktladung bei den Koordinaten (0,0, a) := Xq iiber
einer (unendlich weit ausgedehnten) geerdeten Metallplatte in der xy-Ebene. Wir suchen
das Potential im oberen Halbraum (z = 0).

Dazu miissen wir also die Poisson-Gleichung
V¥ —4mgd (X — Xo) (9.24)
l6sen, mit den Randbedingungen: (i) V (x,y,z =0) =0, (ii)) V - 0 fiir |[X]| - oo.

Wenden wir uns zunichst aber einem anderen Problem zu: Wir denken uns zwei Punktladun-
gen im Abstand 2a mit Ladung +q und —@ und benutzen fiir deren Position die Ortsvektoren
Xp und —Xp. Das resultierende Potential ergibt sich zu

P(Xx) = e 9 5 1 - (9.25)
I} —=Xo|  [X+ Xol X2 +y2+(z—a)? X2 +y2+(z+a)?
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Man erkennt schon das verbliiffende Resultat:

Im Halbraum z = 0 ist @ aus GIl. (9.25) eine Losung der Poissongleichung
C@ = —4mqd(Xx — Xp) mit den Randbedingungen (i) und (ii). Da diese Losung
eindeutig (Eindeutigkeitssatz) ist, haben wir damit gleichzeitig das Problem mit
der Metallplatte gelost: @|,., =V.

Bemerkungen 9.4 (Oberflichenladung)
Die Oberflichenladung der Metallplatte ergibt sich zu

coy Bz 1ovi g
= 47 T 4m 9z« _, 2m(x2 +y2 +a?)3/2
e Fiir ¢ > 0 ist £ < 0 mit einem Betragsmaximum [{|mae = 572 bei z =y = 0.

e Fiir p:= 2+ y?2 — oo verhiilt sich ¢ wie p%.

e Die gesamtezinduzierte Ladung auf der Platte ist

Qi: de':...:—q

Beispiel 9.3 (Kontinuierliche Ladungsverteilung, Greensche Funktion)
Sei nun eine kontinuierliche Ladungsverteilung [[X) vor einer geerdeten Metallplatte an-
gebracht. Es ist also die Poisson-Gleichung

CQX) = —4m[(X) (9-26)

iiber der Platte (z.B. oberer Halbraum z = 0) zu losen. Die Greensche Funktion G des
Laplace-Operators 16st die Gleichung

[G(kK) = —4md(X)

Laut (9.23) kennen G bis auf eine Funktion F, welche die Laplace-Gleichung erfiillt. Aller-
dings wissen wir, dass das Potential V einer Punktladung am Ort X4+ vor einer Metallplatte
(in der xy-Ebene) die Gleichung [V 3 —4mqd(X — Xo) erfiillt:

1 ) ) 1
V(X) = -
() =4 [X — X4 |IxX—x_|
wobei X_ den Ort der Spiegelladung von ( angebe: X_ = X4+ — 2(X+ - N)A (mit dem
Normaleneinheitsvektor A der Ebene). Die Greensche Funktion hat damit die Form
1 1
G(X,X+) = (9.27)

T X =Xa]|  X—Xs +2(X+-A)A|

der zweite Terme 16st die Laplace-Gleichung im oberen Halbraum. Uber
1

P(X) = G(X,X+) [[k+) d®%+

erhélt man schlieBllich das gesuchte Potential.
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Kapitel 10

Allgemeine Formulierung

Definition 10.1 (Magnetostatik).
In der Magnetostatik behandelt man nur zeitlich konstante Felder und keine Ladungen. Die
Grundgleichungen der Magnetostatik sind deshalb:

an.
roth%IJ, divB =0, 1otE =divE =0 (10.1)

10.1 Magnetostatisches Feld

Satz 10.1 (Magnetostatisches Feld)
Aus den Grundgleichungen der Magnetostatik und dem Helmholtz-Theorem folgt E = 0 und
die Darstellung des magnetostatischen Felds:
. 1
1 JX) a1 JX)x(x—X)
B(X) = —rot d*x' = - dx’ 10.2
) c¢ [x — x| T [x —x/|3 x (10.2)

Beweis: Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus dem Helmholtztheorem und den Grundgleichungen
der Magnetostatik. Fiir die zweite Gleichung berechnen wir:

1 ; 1 i x;j — x5
B; = _Sijkaj / ﬂ dSXD: __Sijk M# d3XD
c |z — = c |z — xR |z — |

Bemerkung 10.1 (Spezialfall: Strom durch einen diinnen Draht)
Die Erfahrung zeigt, dass der Strom I durch einen diinnen Draht konstant ist. Dies ldsst sich wie
folgt zeigen:
z z
I(X+dx)—I(X)= J-do= divjdV =0

Dabei wurde benutzt, dass laut der Kontinuitéiitsgleichung in der Magnetostatik 0 = 0t + divj =
div j gilt.
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Magnetfeld eines Somit kénnen wir in (10.2) die Ersetzung j (X) dV — Idl durchfiihren:
stromdurchflosse- 7
nen I dl x (X — XE)y

B(x)=-

Drahts c X — X8 (10.3)

Diese Beziehung ist als Biot-Savart-Gesetz bekannt.

Beispiel 10.1 (Gerader stromdurchflossener Draht)

Wir betrachten die Stromdichte j(X) = 1 6(x)d(y) é., also einen geraden stromduchflos-
senen Draht entlang der z-Achse. und wollen das durch den Stromfluss entstehende Ma-
gnetfeld B mit zwei verschiedenen Methoden berechnen:

(i) Symmetrien und Maxwellgleichung
In Zylinderkoordinaten hat das B-Feld nur eine Komponente, die ¢-Richtung, denn
zum einen ist B quellenfrei, womit keine Radialkomponente existieren kann und
zum anderen ist B ein Pseudovektor, weshalb sich dessen Vorzeichen bei Raumspie-
gelungen nicht dndert, somit also bei Umkehrung der Stromrichtung eine eventuelle
z-Komponente des B-Felds unverédndert bliebe. Damit ergibt sich

41 4T[I:| = 21
—1l=— j:-do= B-dl=B,2 CB=—¢
c c J-ao »2TP pcew

(ii) Biot-Savart-Gesetz
Genauso konnen wir direkt das Biot-Savart-Gesetz anwenden:

I I:Idlx(x—x’) | I:Idz’é;x(x—z’éz)
- === 2)_ 2

B = c [x — /|3 c 2, 72
1 H 1
I e (N e T A W e ' E 21
= ¢ —Elq = > > = _Cetp
0 p2 + 272 0 p prt+z zE—o00 P

10.2 Magnetostatisches Vektorpotential

Wie wir bereits wissen, kann B, da quellenfrei, durch ein Vektorpotential A mittels B = rot A
dargestellt werden. Oftmals ldsst sich dieses Potential leichter bestimmen als das Magnetfeld
(z.B. bei Randwertproblemen). Um eine Gleichung fiir A zu erhalten, schreiben wir die erste
Grundgleichung der Magnetostatik um:

4T .
THJ =rot B = rot (rot A) = grad (divA) — A1
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Da A beziiglich der Eichtransformation A’ = A + grad X frei geeicht werden kann, ist es
immer moglich div A = 0 zu erhalten®. Wir erhalten also eine Poisson-Gleichung fiir A:

am
m—?nj

Sie wird gelost durch

A(X) ==

J(X)

Ix = x|

d3x’

1Mit einem X, dass die Gleichung AX = —div A erfiillt.
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Magnetisches
Skalarpotential

Laplace-Gleichung
fur @as

Kapitel 11

Randwertprobleme

Mochte man das Magnetfeld bzw. das H-Feld innerhalb eines Raumgebiets bestimmen,
das von einem idealen Magnetikum ausgefiillt ist, dann muss man dort Gl. (5.8) und (5.9)
mithilfe von B = pH 16sen. Ist zusétzlich j; = 0, so vereinfacht sich (5.8)

4m.
rotH = Ny, =0
C
Damit gibt es ein Skalarfeld @y, mit

= —grad @y (11.1)

Um @, im Raumgebiet zu bestimmen, miissen wir dort die Gleichung
0 =divB = pdivH = —pdivgrad @as = — Lqad (11.2)

losen.

Bemerkung 11.1 (Randbedingungen)
An den Grenzflichen miissen die Stetigkeitsbedingungen aus (5.17) und (5.19) eingehalten werden:

Bl:]: le,:l HlI:I: Hzl:l
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Entwicklung des
Vektorpotentials in
Legendre-Polynome

Kapitel 12

Multipolentwicklung

12.1 Vektorpotential und Magnetfeld eines Dipols

Genauso wie in der Elektrostatik kann man auch das Vektorpotential

L Fee

A(X) =
> c [x — x|
mittels
1 1 1 1
=t == —  Py(cos®)
—_ / Hz
x=x1 r 1+ = = 2T7Dcos o =0

in Legendrepolynome entwickeln. Wir wollen im Folgenden speziell die ersten beiden Sum-
manden dieser Entwicklung betrachten:

|

AX) = o i J(X)r'"'Py(cos @) d3x/
1 = 1 -
= — jJX)EBX +—=  JX)r'cos® d®x +...
cr cr?
1 = X -
= o GO+ o5 e d (12.1)

Um diese Integrale auszuwerten bzw. umzuschreiben betrachten wir zunéchst die Stromdich-
te j, multipliziert mit zwei Funktionen ¥ und g. J sei rdumlich begrenzt, d.h. macht man
r nur geniigend grof}, so kann man eine Kugel mit Radius r um die Stromdichteverteilung
legen, sodass durch den Rand dieser Kugel kein Strom flie3t. Damit ist

1 1
div (fgj)(X)d¥x' = fgj-do =0
1% v
Weil in der Magnetostatik immer divj = 0 gilt, ergibt sich
1
0= (fj - Cgdgj  CEIEX (12.2)
v
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12 Multipolentwicklung

Jetzt konnen wir (12.1) auswerten:

e Um eine Losung fiir den ersten Summanden mit (12.2) zu erhalten, setzen wir f =1
und g = X}
(- (-
0= Jiox,dx' = jpd®x
v v

e Wenn wir f =X/, und g = X, in (12.2) einsetzen, ergibt sich
1

0= (X, Jr + X} jm)d3x’
1%

Setzen wir die Ergebnisse ein:

1
X . Xk . .
Ai(X) = ore X, Ji A% = “5ere (Xijk = X3i) A%
1 ]
_ % (8:10km — 8kim ) X} jom A e e i X o A3
— 2cr3 le:kIm klVim lJm — 2cr3 ikn<lmn lJm
1 .
AX) = ——xx X xjx)dx 12.3
2cr3

Definition 12.1 (Def.: Magnetisches Dipolmoment).

Magnetisches Das magnetische Dipolmoment wird durch
Dipolmoment .
1 B,
m = o X' % j(x")d3x/ (12.4)
definiert.

Der fithrende Term in der Multipolentwicklung fiir das magnetostatische Vektorpotential ist
Fuhrender damit gegeben durch
Entwicklungsterm
mxx mxn
des . A(X) = — = . (12.5)
Vektorpotentials r r

Bemerkungen 12.1
(i) Man beachte die Ahnlichkeit von (12.5) zum Dipolterm des elektrostatischen Felds: ¢ = B,

(ii) Da es keine magnetischen Monopole gibt, ist das Verschwinden des Entwicklungsterms mit
[ = 0 von vorneherein zu erwarten.

(iii) Aus (12.5) kénnen wir nun das Magnetfeld eines magnetischen Dipols berechnen:

np np
Bi = EijkajAk = EijkEklpajmlﬁ = (&;léjp — 5ip5jl)ml GJZ
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Magnetfeld eines
Dipols

Def.:
Gyromagnetisches
Verhdltnis

12 Multipolentwicklung

Dabei ist
3
Ny Ojpr> — 3xpa;r djp — 3npn;
9i—> = 6 = 3
T T T

Insgesamt erhalten wir

3(n-m)Nn—m
B(x) = % r#0 (12.6)
r
(iv) Die physikalische Realisierung von magnetischen Dipolen sind zum einen Kreisstrome, wobei
hier noch weitere Terme in der Multipolentwicklung auftreten (keine reinen Dipole) und zum
anderen homogen magnetisierte Kugeln (reine Dipole). Fiir letztere verschwinden alle weiteren

Terme der Entwicklung.

12.2 Spezielle Konfigurationen

12.2.1 Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife

Das Dipolmoment einer ebenen stromdurchflossenen Leiterschleife ergibt sich zu

1 (I (I I
m=— xxjXxX)dx=— xxdl=-o 12.7
% J(x%) % L. c (12.7)
O =
Wobei 0 = (%dO:E aaxxdl'

12.2.2 Gyromagnetisches Verhiltnis

Allgemein gilt
1 1
m=_ XV d®x

falls v die Geschwindigkeit der Ladungstriiger ist, die durch die Verteilung [[X) beschrieben
werden. Wird der Strom durch die Rotation eines starren Korpers verursacht, so kann man
annehmen, dass fiir die Ladungstrigerdichte [1dnd die Massendichte L[] gilt

1 L
Q M
mit der Gesamtladung Q und Gesamtmasse M. Es ist damit

1o

_ - x 3
m_2cM X x v [ ]Jd°x

Fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten |v| [CCi#t

Q

VT (12.8)

m=g
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Potentielle Energie
im dauleren
Magnetfeld

12 Multipolentwicklung

mit dem Drehimpuls L des Koérpers. Im klassischen Fall ist g = 1 und z.B. fiir Elektronen
ist g = 2. g wird gyromagnetisches Verhdltnis genannt.

12.2.3 Potentielle Energie einer Stromdichteverteilung im dufleren
Magnetfeld

Nehmen wir an, eine lokalisierte Stromverteilung j befindet sich in einem #ufleren Magnetfeld
B, dann ist die Gesamtkraft auf diese Verteilung gegeben durch
1

1
F:E d*x M x B

Das Magnetfeld soll sich dabei im Gebiet der nichtverschwindenden Stromdichte wenig
dndern, sodass es der Nidherung

B,(x) = Bi(0) + (0,B:)(0) x»

geniigt (Ursprung wird in die Mitte der Stromdichte gelegt). Das ergibt
1

1 .
Fo.= < d*X i J ik [Bi(0) + (8,B1)(0) Xy,]

(|
Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass d®xj(X) = 0 und jiX, = %ankp (X % J)p, womit
1

1 -
Frn = o EkimEnkp (0nB1)(0) &% (XX ) = (BipBmn = 81nBimp) (9B1)(0) M

Wegen div B = 0 verschwindet der zweite Summand:

Fon = (0,,B1)(0) My = (0,0(m - B))(0) (12.9)
Wegen F = —gradV mit der potentiellen Energie V ist

V=-m:B (12.10)

12.3 Idealer Punktdipol

Wir wollen zunéchst die einzelnen Komponenten des Magnetfelds einer lokalisierten Strom-
dichteverteilung j iiber ein kugelférmiges Volumen K integrieren, welches die Stromdichte-
verteilung enthélt:

1 (| 1
B; d3X = EijkajAk d3X = EijkAk dO'j
K S @{
1

= =&k dX k
c v I 5]%|x x’ 9
n

R2
sin 9 dd dé (12.11)

= Gk dXJk( )

oK IX—=X|
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12 Multipolentwicklung

Wir bedienen uns nun ein weiteres Mal der Entwicklung von 1/|x—x'| in Legendre-Polynomen.
Auflerdem benutzen wir das allgemeine Additionstheorem der komplexen Kugelfldchenfunk-
tionen:

4m
Pl (COS qJ) = 2|——|—1

m=—1

Y (8 )Y (9, §) (12.12)

P = cosdcos?d + sinIsind cos(¢p — ¢’) ist dabei der Zwischenwinkel von X(9,¢) und
X' (¥, ¢'). Somit

11
lell: BT r Y (9, 0) Y0 (9, 6)

ST T Vim (12.13)
10 el 214+1r

Zusétzlich kénnen wir N in Kugelkoordinaten darstellen durch
N = cos ¢ sin 9€1 + sin VI sin V€, + cos V€3
Wie man leicht nachpriift, sind die einzelnen Komponenten n; darstellbar als Linearkombi-

nationen der Kugelflichenfunktionen Y15 (9, ¢) mit K = —1,0, 1. Damit kénnen wir (12.11)
weiter vereinfachen:

(I 5 1 y 1
Bix = NG dju(x) R Ve ®.0) Vin(e.0)n, d0
K c =0 e 2+1R o
1 1
R2 ] | —r Y
= —Oh X jp(X) =55V, 9)  Y1,.(3,4)n; dQ
c - 3 R O
(I
= ek AdBx Jrp(X)r P1(cosW) n; dQ
- [
= ek EX jp(X)r n-n'n;dQ
- M
= <&k dB3x i (x) r'nj, ng n; dQ
O

Das innere Integral kann man mithilfe der Darstellung von n; als Linearkombination der Ku-
gelflichenfunktionen Y15 (8, ¢) (k = —1,0,1) und deren Orthonormalitéit berechnet werden
zu

1 AT
n; Ng dQ = —6jk
oK 3
Also ist
= 4m e - 8m
Bd¥x = ¢, — 9% @3x (X)X, = — 12.14
. T e Je (X)X 3 ( )
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12 Multipolentwicklung

Nach (12.6) ist das Magnetfeld eines Dipols gegeben durch
myg
Bi = r—3(3nin;€ — 6119)

Die Ausdehnung des Dipols soll nun verschwinden, d.h. wir betrachten einen idealen Punkt-
dipol. Wir wollen {iberpriifen, ob obiger Ausdruck fiir das Volumenintegral des Magnetfelds
auch fiir diese idealisierte Konfiguration giiltig ist. Da das Dipolfeld am Ursprung singulédr
wird, miissen wir iiber ein Volumen auflerhalb einer kleinen Kugel um den Ursprung inte-
grieren:

1 [ 1 1 1
Bi d°x = drr F dQ (3nin]€ - 61]9) =My In T:I 4?6119 - 41-[67;]@ =0

€

Dieses Ergebnis héngt nicht von der Wahl von [db, weshalb gilt

1
lim B;dx=0 (12.15)

e—0

Dies steht im Widerspruch zu (12.14). Das Problem lésst durch eine Erweiterung des Dipol-
felds 16sen:

p_Jnn-m-m, %”m 3(x) (12.16)

Bemerkung 12.2 (Wechselwirkungsenergie zweier Dipole)
Mit dieser Korrektur kénnen wir wegen (12.10) die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole angeben:

3(n-mMa)(N-M2) =M1 Mz 87\ oy s(x) (12.17)

Vi2=Vaa=-m1-Bzx= 3 3

T3: Elektrodynamik 48 Sebastian Gottwald (LMU)



Teil IV

Die kovariante Formulierung der
Elektrodynamik

49



Relativitdtsprinzip

Ausbreitungs-
geschwindigkeit von
Wechselwirkungen

Relativistische
Mechanik

Kapitel 13

Das Relativitatsprinzip

13.1 Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkun-
gen

Bezugsysteme, in denen freie Teilchen eine konstante Geschwindigkeit besitzen, heiflen In-
ertialsysteme. Das Relativitatsprinzip besagt:

In allen Inertialsystemen herrschen die gleichen Naturgesetze.

Das bedeutet, alle Beobachter, die sich mit konstanter Geschwindigkeit gegeneinander be-
wegen, sind vollig gleichberechtigt.

In der klassischen Mechanik werden Wechselwirkungen zwischen Kérpern durch Potentiale
beschrieben, die von den Ortskoordinaten der beteiligten Korper abhéngen. Die resultie-
rende Wechselwirkung geschieht innerhalb dieser Beschreibung instantan. In Wirklichkeit
gibt es aber eine minimale Zeitdifferenz zwischen der Anderung des Zustands des einen
Korpers und der Wirkung auf den anderen Korper. Bezieht man deren rdumlichen Abstand
mit ein, so kann man eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wechselwirkungen
bestimmen. Aus dem Relativitdtsprinzip folgt, dass diese Ausbreitungsgeschwindigkeit in
allen Inertialsystemen gleich grofl sein muss. Auflerdem stellt sich heraus, dass sie gleich der
Lichtgeschwindigkeit

¢ =2.998-108m/s

in Vakuum ist.

Die Verbindung des Relativitatsprinzips und der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Wechselwirkungen wird Einsteinsches Relativitatsprinzip genannt, um es vom Ga-
lileischen Relativitétsprinzip (unendlich grofie Ausbreitungsgeschwindigkeit) zu unterschei-
den. Die aus diesem Prinzip resultierende Mechanik, heifit relativistische Mechanik. Eine
wichtige Neuerung in dieser Theorie, stellt die Relativitdt der Zeit dar. In der klassischen
Mechanik sind die Ortskoordinaten relative Grolen wahrend die Zeitkoordinate absolut ist.
In der relativistischen Mechanik sind Ort und Zeit in diesem Sinne dquivalent, d.h. die
Angabe einer bestimmten Zeit macht — genauso, wie bei fiir Ortskoordinaten — erst dann
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verschwindendem
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Def.: Abstand

13 Das Relativitatsprinzip

Sinn, wenn sie auf ein bestimmtes Bezugsystem bezogen wird. Dies folgt aus dem (Einstein-
schen) Relativitétsprinzip: In einem Inertialsystem, das sich relativ zu einem Beobachter
gleichférmig bewegt, werde ein Signal (mit der Geschwindigkeit ¢) ausgesandt. Nach den
iiblichen Regeln der Addition von Geschwindigkeiten wiirde der Beobachter im ruhenden
System eine von ¢ abweichende Signalgeschwindigkeit beobachten. Das Relativitétsprinzip
kann also nur eingehalten werden, falls Zeit nicht absolut ist, sondern immer auf ein be-
stimmtes Inertialsystem bezogen wird.

13.2 Abstiande

Betrachten wir zwei Ereignisse A und B in einem Inertialsystem |. Diese werden charak-
terisiert durch die rdumlichen Koordinaten Xi,Y1,2z1 und Xp,Y2,2Z> und den verschiedenen
Zeiten t; und ty. Sind die Ereignisse das Aussenden und Empfangen eines Signals mit Licht-
geschwindigkeit, so ist der Abstand zwischen den Ereignissen gleich ¢(ty —t1). Wir erhalten
in diesem Fall also

(Xa = X1)> + (Y2 —y1)? + (22— 21)? —c*(t, — 1) =0

Beschreiben wir dieselben Ereignisse in einem anderen Inertialsystem® I'. Die Koordinaten
der Ereignisse seien Xi,Y1,21,t] und X5,Y5,25,t5. Auch in 1’ gilt die Gleichung

(X =x1)?+ (Y2 —V1)? + (2 —21)? —A(t, —t7)* = 0
Definition 13.1 (Abstand).
Seien Xi,Y1, 21,1t und Xz, Y2, 22, t> die Koordinaten zweier beliebiger Ereignisse, so wird die
Grole

st =%ty — t1)? — (X2 — x1)? = (Y2 —y1)? — (22 — 21)? (13.1)
als Abstand dieser Ereignisse (innerhalb einer fiktiven flachen vierdimensionalen Raumzeit
mit Koordinatenachsen ct, X1, X2, X3) bezeichnet. Sind die Ereignisse infinitesimal nahe bei-
einander, so ist der Abstand ds gegeben durch

ds? := ¢?dt? — dx? — dy? — dz? (13.2)

Damit wird i.A. eine Metrik definiert, die sog. Minkowski-Metrik.

Invarianz der Abstinde

Wie wir oben bereits gesehen haben, ist ds = 0 unabhiingig vom gewéhlten Inertialsystem
(Konsequenz der konstanten Lichtgeschwindigkeit). Wir wollen untersuchen, ob es im all-
gemeinen Fall (ds B 0) eine &hnliche Invarianz unter Koordinatentransformation in andere
Inertialsysteme gibt.

1Dass verschiedene Inertialsysteme im Allgemeinen relativ zueinander in gleichférmiger Bewegung sind,
wird im Folgenden nicht mehr explizit erwihnt.

T3: Elektrodynamik 51 Sebastian Gottwald (LMU)



Invarianz der
Abstdnde

13 Das Relativitatsprinzip

Allgemein muss gelten
ds? = ads’®

mit einer Konstanten a, denn ds? und ds’? sind von der gleichen GriéBenordnung. Diese
Konstante kann nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit zwischen | und 1’ abhéingen
und nicht von den Koordinaten der Inertialsysteme, da deren Koordinatenurspriinge belie-
big gewihlt werden kénnen (Homogenitéit der Raumzeit) und die Richtung der Relativge-
schwindigkeit ebenso keinen Einfluss auf die Absténde haben darf (Isotropie des Raums).
Seien nun drei verschiedene Inertialsysteme I, 11, I2 gegeben. v und vy seien die Geschwin-
digkeiten von 11 und I, relativ zu I, vi2 sei die Relativgeschwindigkeit zwischen 11 und .
Dann gilt

ds? = a(vy)ds? , ds® =a(vp)ds3 , ds? = a(vip)ds3
Und daraus erhalten wir die Relation

a(vz)

a(v1)

Der Betrag vi2 ist eine Funktion von vy, v, und des Winkels zwischen vi und vz. Die rechte
Seite von Gl. (13.3) ist aber unabhinging von diesem Winkel. Damit kann die Gleichung
nur stimmen, wenn a auch unabhingig von den Relativgeschwindigkeiten ist, also fiir alle
Inertialsysteme denselben Wert annimmt. Aus Gl. (13.3) folgt dann, dass a = 1 sein muss:

a(Vlg) = (133)

Satz 13.1 (Gleiche Abstinde)
Der Abstand zweier Ereignisse ist unabhdangig vom Inertialsystem:

ds? =ds”® bzw. s*=5" (13.4)

Bemerkung 13.1

Der Abstand zweier Ereignisse kann raumartig (s < 0), zeitartig (s> > 0) oder lichtartig (s> = 0)
sein, je nachdem, wie sich ¢ dt? und da? + dy? + dz? zueinander verhalten. Zwei Ereignisse, deren
Abstand raumartig ist, kénnen sich demnach nicht beeinflussen (in der klassischen Physik nur
bei gleichzeitigen Ereignissen moglich), da die maximale Geschwindigkeit der Wirkung des einen
Ereignisses nicht ausreicht um die rdumliche Distanz vor dem Eintreten des anderen Ereignisses zu
iiberwinden.

Diese Eigenschaft der Ereignisse ist nach Satz 13.1 unabhingig vom Bezugsystem.

13.3 Eigenzeit

Betrachten wir ein Inertialsystem I, in dem mehrere Uhren beliebige Bewegungen ausfiithren.
Wir kénnen damit jeder Uhr ein eigenes Bezugsystem zuordnen, in dem die jeweilige Uhr
die Eigenzeit des Systems angibt. Fiir einzelne Zeitpunkte kénnen die Bezugsysteme als
Inertialsysteme aufgefasst werden. Wihrend der Zeit dt, die eine in | ruhende Uhr misst,
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Eigenzeit

In bewegten
Systemen vergeht
die Zeit langsamer

13 Das Relativitatsprinzip

1
bewegt sich eine spezielle Uhr um  dx? + dy? + dz2? wiihrend sie selbst die Zeit dt’ misst
und im eigenen Bezugsystem ruht: dx’ = dy’ = dz’ = 0. Da es sich um dieselben Ereignisse
handelt, unterscheiden sich die Abstinde ds und ds’ nicht:

c2dt? — dx? — dy? — dz? = c?dt?

Dabei gibt (dx? 4 dy? + dz?)/dt?> = v? die Relativgeschwindigkeit zwischen der bewegten
Uhr und I an. Die infinitesimale Eigenzeit dT des bewegten Systems ist somit gegeben durch

2
dt— 1-— ‘C’_2 dt (13.5)

Fiir eine Zeitspanne t, — t; im ruhenden System, erhélt man die Zeitdifferenz t, — t] im
bewegten System dann mittels Integration

—1
t’—t’—gzdt 1—f (13.6)
2 1 " c2 .

Als direkte Folge aus obigen Ausdriicken ergibt sich, dass die Eigenzeit eines bewegten
Objekts immer geringer ist als die Zeit im ruhenden System. D.h. in bewegten Systemen
vergeht die Zeit langsamer.

Bemerkung 13.2 (Scheinbares Paradoxon)

Mit der Erklirung fiir das sogenannte Zwillingsparadoxon kann man sich die Konsistenz obiger Uber-
legungen klar machen: Bewegt man eine Uhr relativ zu einer anderen, wobei beide am Startpunkt
dieselbe Zeit zeigen sollen, und fiihrt die bewegte Uhr wieder zuriick zu diesem Ausgangspunkt,
so wird auf dieser Uhr weniger Zeit vergangen sein, als auf der ruhenden Uhr. Nun kénnte man
meinen, es sei paradox, dass am Ende eine Zeit tatsdchlich langsamer als die andere vergangen ist,
da man diese Situation genauso gut aus der Sicht der bewegten Uhr betrachten konne, fiir die dann
die andere Uhr bewegt wiirde und somit auf dieser die Zeit langsamer zu vergehen habe. Doch diese
Uberlegung ist in diesem speziellen Fall nicht korrekt, da aufgrund der Riickkehr der bewegten Uhr
diese nicht mehr innerhalb eines Inertialsystems ruht und somit das Relativitdtsprinzip nicht gilt.

Bemerkung 13.3
Die Eigenzeit eins Objekts ist gegeben durch

Zp

Zp
P
AtP= 1 Adt? — dz? — dy? — dz? = ds

A C

ol

A

Dabei wird entlang dessen Weltlinie? integriert. Fiir die Eigenzeit eines ruhenden Kérpers integriert
man somit {iber eine Gerade parallel zur Zeitachse. Die Eigenzeit eines Korpers, der eine Bewegung
entlang einer geschlossenen Kurve ausfiihrt, resultiert also aus der Integration iiber eine gekriimmte
Weltlinie, welche die Weltlinie des ruhenden Korpers in den Punkten A und B schneidet. Da nun
die Eigenzeit des ruhenden Korpers ldnger ist als die des bewegten, nimmt das Integral
Zp
ds (13.7)
A

fiir gerade Weltlinien den maximalen Wert an. Dies ist eine Eigenschaft, die mit dem pseudo-
euklidischen Charakter der vierdimensionalen Raumzeit verkniipft ist.

2Entsprechend den dreidimensionalen Trajektorien spricht man in der vierdimensionalen Raumzeit von
Weltlinien.
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13 Das Relativitatsprinzip

13.4 Die Lorentz-Transformation

Wir suchen nun eine Transformation von einem Inertialsystem | in eine anderes Inertial-
system I, d.h. wir suchen einen Ausdruck, der es erlaubt aus den bekannten Koordinaten
X,Y,z,t die Koordinaten X’,y’,z’,t' zu berechnen.

Da der Abstand ds unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem den gleichen Wert behlt, wird
diese Invarianz als Bedingung dienen, die von der gesuchten Transformation erfiillt werden
muss. Die einzigen abstandserhaltenden Transformationen sind einfache Translationen und
Rotationen. Da wir nicht nur die Urspriinge unserer Koordinatenachsen verschieben, sondern

vor allem in bewegte Systeme transformieren méchten, benstigen wir Rotationen®.

In der vierdimensionalen Raumzeit gibt es sechs Freiheitsgrade fiir Rotationen (in der Xy-,
yZ-, ZX-, tX-, ty- und tz-Ebene). Betrachten wir den einfachsten Fall einer Relativbewe-
gung von |’ entlang der x- bzw. x’-Achse, so bleiben die anderen riumlichen Koordinaten
unbeeinflusst:

y=y ., z=7 (13.8)

Damit bleibt nur eine Rotation* in der tx-Ebene um den Winkel o als mogliche Transfor-
mation:

x =X cosho +ct'sinha, ct=xsinha+ ct' cosha (13.9)

Mit dieser Transformation ist die Bedingung c?dt?> — x? = ds? = ds’? = ¢?dt? — x? erfiillt.
Betrachten wir nur die Transformation des Ursprungs von 1/, d.h. X’ = 0, so erhalten wir

X
X =ct'sinha, ct=ct'cosha < tanha:&

Dabei ist X/t =: v gerade die Relativgeschwindigkeit zwischen den Inertialsystemen. Durch
ein wenig Umformen ergibt sich

sinha = ~IJ:LC|: , cosho = —Iél:

Durch Einsetzen in Gl. (13.9) erhalten wir schliefilich die Lorentz-Transformation

/ / / / 2
x:—i\{%, y=Y, z=172, t:t—&yl_—c (13.10)

1-4 1-2

Bemerkungen 13.4
(i) Die inverse Lorentz-Transformation erhilt man durch einfaches Ersetzen von v durch —v, da
man die Situation genauso aus dem Inertialsytem I'“betrachten kann, wobei sich I relativ zu

IPmit —v bewegt.

3 Aufgrund der vier Dimensionen, in denen wir uns hier befinden, sind diese Rotationen mehr als gewshn-
liche Drehungen im Raum, sondern beziechen mittels der Zeitkoordinate auch Relativbewegungen mit ein.

4Diese Rotationen unterscheidet sich von den iiblichen dreidimensionalen durch den Einsatz von Hyper-
belfunktionen anstelle von trigonometrischen. Dieser Unterschied ist eine weitere Konsequenz der pseudo-
euklidischen Geometrie der Raumzeit.
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13 Das Relativitatsprinzip

ii) Fiir ¢ — oo geht die Lorentz-Transformation in die klassische Galilei-Transformation iiber:
g
=zt y=y z=2Tt=14" (13.11)

(iii) In der Lorentz-Transformation duBert sich auch die Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Wechselwirkungen, denn fiir v > ¢ werden die transformierten Koordinaten imaginér.
Ebenso kann v niemals die Lichtgeschwindigkeit erreichen, da sonst der Nenner verschwindet.

(iv) Anders als die Galilei-Transformation ist die Lorentz-Transformation nicht kommutativ. Dies
lasst sich leicht einsehen, da Rotationen prinzipiell nicht kommutativ sind, vorausgesetzt sie
werden nicht um dieselbe Achse ausgefiihrt.

13.5 Eigenlinge

Die Linge eines Objekts lg in dessen Ruhesystem wird Eigenldnge genannt. Sei ein Ob-
jekt relativ zu einem bewegten Inertialsystem 1’ in Ruhe und misst man dessen Lénge
(Ausdehnung entlang der Bewegungsrichtung) in 1’, so wird diese nicht seiner Eigenlinge
entsprechen.

I’ bewege sich nun entlang der X- bzw. x’-Achse. Die Endpunkte des Objekts seien in sei-
nem Ruhesystem | gegeben durch X1 und Xz, in 1’ durch x} und X5. Nach der Lorentz-
Transformation gilt

}:I th }{/ i ,t/ Q x/
AX:XZ_X]_: 1 — | =

v2 v2 v2

Sei | die Linge des Objekts in 1’, dann ist wegen lg = AX:

V2
=l 1-5 (13.12)

Somit ist die Lénge eines Objekts in einem relativ dazu bewegten System immer kleiner als
seine Eigenldnge. Diese Tatsache bezeichnet man auch als Lorentz-Kontraktion.

13.6 Transformation von Geschwindigkeiten

Bewege sich wieder 1’ relativ zu | mit der Geschwindigkeit v in X-Richtung. Wir suchen nun
einen Ausdruck, um die Geschwindigkeit v eines Teilchens in | mit der Geschwindigkeit v’
des selben Teilchens in I’ zu verkniipfen. Es ist

4 ydt! dt/+ 2dx’
ax— Y qy —ay dz—dz, di— S
1-%
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Transformation von ~ Damit erhalten wir
Geschwindigkeiten
dx vV
Vo= —
T dt 1+ 5V,
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Def.:
Orts-Vierervektor

Def.: Vierervektor

Kapitel 14

Vierervektoren und Tensoren

14.1 Vierervektoren

Definition 14.1 (Orts-Vierervektor).
Einem Ereignis in der vierdimensionalen Raumzeit mit den Koordinaten ct, x,y, z kdnnen
wir einen sog. Orts-Vierervektor zuordnen:

xt = (x%,x, x?,x3) = (ct,x,y,2) (14.1)

Definition 14.2 (Vierervektor).

Allgemein nennt man jedes Element A* = (A°, A, A2, A®) der vierdimensionalen Raumzeit
einen Vierervektor, wenn seine Komponenten unter einem Wechsel des Bezugsystems wie
der Orts-Vierervektor transformieren:

1 Vv 1 1 v 1
AO =y AIO + EAll , Al =y A/l + EAIO ’ A2 _ AIZ, A3 _ A13 (142)

] [h
mity = 1—v?/c? é. Das Quadrat der Lange eines Vierervektors ist — analog zur Ldnge
des Orts-Vierervektors — gegeben durch

A= (A — (AL — (A%)? — (A%)? (14.3)

Analog zu den Bezeichungen fiir Abstédnde nennt man einen Vierervektor A* mit [AIC 0
raumartig, LAICS 0 zeitartig und [AICZ 0 Nullvektor.

o7
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14 Vierervektoren und Tensoren

14.1.1 Ko- und kontravariante Vektoren

Die Vierervektoren? A* sind Elemente des vierdimensionalen Vektorraums V . Sie werden als
kontravariante Vektoren bezeichnet. Die Elemente des zu V dualen Raums V * (Menge aller
linearen Abbildungen von V nach R) heilen kovariante Vektoren und werden mit einem
tiefgestellten Index bezeichnet: B,. So wird iiber

B A" = BoA® + B1A! + BoA? + ByA® (14.4)

ein inneres Produkt (ein Pseudo-Skalarprodukt) definiert, also eine Abbildung von V. - R.

Weisen wir dem kovarianten Vektor A, die lineare Abbildung zu, die als Wert das Quadrat
der Lénge eines Vierervektors A” liefert, so konnen wir wegen

ALAR = AgA® + AJAT + ALAT + AGA3

in der hier betrachteten vierdimensionalen Raumzeit (mit Minkowski-Metrik) die Identitédten

Ag =A% A =-Al A =-A? Az=-A3 (14.5)

festlegen, denn damit entspricht A,A* dem Ausdruck aus Gl. (14.3).

14.1.2 Vierergeschwindigkeit

Man definiert die Vierergeschwindigkeit durch

_dx”

v 14.6
0 (14.6)
1 1
mit ds = cdtZ —dx2 —dy? —dzZ = cdt 1— %. Damit ergibt sich
1 1

T s == H‘Lﬁi L=l (1,v/c) (14.7)

-2 1-2

c2 c2

Bemerkung 14.1
o Es ist u,ut = dr,dz”/ds? = 1. Damit ist die Vierergeschwindigkeit der Tangenteneinheits-
vektor an die Weltlinie.

A . o H
e Genauso kann man die Viererbeschleunigung einfiihren: w" = ‘37;8 .

IMan benutzt meist griechische Indizes, wenn die Werte 0, 1, 2, 3 eingesetzt werden und lateinische, falls
man sich auf den Raum-Anteil beschriankt.
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14.2 Tensoren hoheren Ranges

Auch fiir Tensoren hoheren Ranges fiihrt man die Begriffe ko- und kontravariant zur Be-
zeichnung von A, und A"* ein. Nun gibt es aber auch die Moglichkeit gemischter Indizes
A,/. Innerhalb des Minkowski-Raums gilt dieselbe Regel, wie fiir ko- und kontravariante
Vektoren: Das Heben oder Senken eines Ortsindex verandert das Vorzeichen, wahrend der

Zeitindex dieses nicht beeinflusst.

Bemerkung 14.2 (Symmetrische und antisymmetrische Tensoren)

Ein Tensor heifit symmetrisch, wenn er invariant unter Vertauschung der Indizes ist: A"” = A",
antisymmetrisch, wenn A*” = — A"* ist. Symmetrische Vierertensoren zweiten Ranges besitzen zehn
unabhéngige Eintrdge. Da die Diagonalelemente eines antisymmetrischen Tensors verschwinden
miissen, besitzen diese Vierertensoren nur sechs unabhéngige Eintrige.

Da fiir symmetrische Tensoren A,” = A", schreiben wir A},.

14.2.1 Metrischer Tensor des Minkowski-Raums

Durch Senken des einen oder Heben des anderen Index im (vierdimensionalen) Kronecker-
Delta 3); erhilt man den kovarianten (bzw. kontravarianten) Metriktensor 1, (bzw. n*)
des Minkowski-Raums:

—1 1
1 0 0
-1 0 o0
nw=1Fg o -1 o (14.8)
0 0 0 -1

Das innere Produkt X, y* kann damit als Wirkung des Metriktensors 1, aufgefasst werden:
N X"YH = X, y" (14.9)
Die Lénge eines Vierervektors X¥ wird dann verallgemeinert zu
NupXEX” = X, X" (14.10)
Diese Beziehung zeigt die Verbindung des metrischen Tensors n,, zur Metrik des Minkow-
skiraums, also zur Vorschrift der Léngenbestimmung. 1, ist damit nur ein Spezialfall eines

metrischen Tensor g,,, der i.A. zur Lingenmessung beziiglich der jeweiligen Metrik des
Raums eingesetzt wird.

Bemerkung 14.3 (Heben und Senken von Indizes)

Von der Eigenschaft des Senkens von Indizes 7n,,2" = x, des metrischen Tensors 7., wird gerne
gebrauch gemacht. Der metrische Tensor transportiert einen Vierervektor damit sozusagen in den
Dualraum (bzw. fithrt einen Basenwechsel durch). Genauso gilt n*"z, = z*
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14.2.2 Lorentz-Gruppe

Eine Lorentz-Transformation — wie der Boost in x-Richtung aus (13.10) — kann in einen
Tensor geschrieben werden:

1 1
Y vi o0 0
v =y 00
N = h 0 1 0 (14.11)
0 0 0 1
Definition 14.3 (Lorentz-Tensoren).
Tensoren, die Uber
T (X)) = AR N TV (X) (14.12)

in andere Inertialsysteme transformiert werden konnen, werden Lorentz-Tensoren genannt?.

Beispiel 14.1 (Lorentz-Skalare und -Vektoren)
Lorentz-Skalare sind invariant unter Lorentz-Transformationen (kovariant). Die Transfor-
mation von Lorentz-Vektoren (Vierervektoren) erfolgt hingegen durch

X = N XY (14.13)

Definition 14.4 (Lorentzgruppe).

Als Lorentz-Gruppe bezeichnet man die Menge aller linearen Automorphismen (bijektive
lineare Abbildungen, die den Raum auf sich selbst abbilden) des Minkowskiraums, die das
innere Produkt (Pseudoskalarprodukt) erhalten. Dies sind die bereits eingefuihrten Lorentz-
Transformationen.

Aus der Bedingung der Abstandserhaltung, konnen wir eine Tensorbeziehung fiir die Ele-
mente A*, der Lorentzgruppe ableiten:

X, X" = NN XX L
Es ergibt sich damit zunéchst

AN, =083 (14.14)
Weil allgemein A = r]m/\o‘ﬁr])‘ﬁ gilt, finden wir

8 = Mo A%GN = M A%GN A =0 (AT) 2 NN, = (NATIA)Y,
SchlieBlich ergibt sich als definierende Gleichung der Elemente der Lorentzgruppe:

ATnA =n (14.15)

28teht auf der rechten Seite der Faktor det A, so definiert die Transformation einen Pseudotensor.
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14.2.3 Levi-Civita-Symbol

Das Das Levi-Civita-Symbol €“¥¢* (auch total antisymmetrischer Tensor) in vier Dimensionen

Levi-Civita-Symbol  ist ein (Pseudo-)Tensor vierten Rangs. Es hat die Eigenschaft unter Vertauschung beliebiger
Indizes das Vorzeichen zu wechseln. Daraus resultiert, dass alle Eintréige mit zwei gleichen
Indizes verschwinden. Legt man €923 = 1 fest, so besteht das Levi-Civita-Symbol nur aus
den Eintragen 0, +1, —1. Jeder Eintrag der aus einer ungeraden Permutation von Indizes des
Elements €922 entsteht, hat damit den Wert —1.

Definition 14.5 (Duale Vektoren und Tensoren).
Duale Tensoren Sei A% ein antisymmetrischer Tensor, dann wird

1
A = EsW@AAQA (14.16)

der zu A% duale (Pseudo-)Tensor genannt. Ebenso ist €%/ A; zum Vierervektor A’ dual.

Beispiel 14.2 (Kreuzprodukt)
Das (dreidimensionale) Kreuzprodukt a < b = ¢ kann als dualer Vektor zum antisymme-
trischen Tensor Cg := agh, —a,hg aufgefasst werden:

1
Ca = 5€aCoy (14.17)

14.3 Differentiation und Integration

14.3.1 Partielle Ableitung

Partielle Ableitung ~ Das totale Differential dg = %dxi eines Skalarfelds kann als inneres Produkt des Vierer-
als kovariante Gradienten (10,9, [@[Imit dem infinitesimalen Vierervektor dx* verstanden werden, womit
Komponente % = 0,, als kovariante Vektorkomponente aufgefasst wird. Damit kann beispielsweise die

(Vierer-)Divergenz 8;A’ in iiblicher Weise notiert werden.
Satz 14.1 (Transformationsverhalten von 0,,)

0,, transformiert wie ein kovarianter Vierervektor:

Beweis: Es ist GE' = —mgx ég. Wir benétigen also die Riicktransformation von x® in x@:
x
XB = AL XY o ALXH = A LAR XY = 82XV = x?
v m m v v

o0 axe

b= %o = N0 O
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14.3.2 Fliachenelemente

Im Dreidimensionalen ist der Flidcheninhalt eines infinitesimalen Parallelogramms, das von
dr und dr’ aufgespannt wird, gegeben durch |dr < dr’|. Die Projektion dieses Flichenstiicks
auf eine Koordinatenebene X,Xg hat damit den Inhalt® dx,dxj; — dx;dxg =: dfas. Zur
Charakterisierung eines solchen Fliachenstiicks benutzt man aber den Flidchennormalenvektor

1
df, = dXodXj; €05y = 5eoémdfoéﬁ (14.19)

df, ist damit der zu df,,5 duale Tensor. Ubertrigt man dies auf die vierdimensionale Raum-
zeit, so kann man den zu df*” = dx*dx’” — dx’#dx” dualen Tensor df **# bilden:

1
dfF o8 — §5aﬁwdf;w (14.20)

Nach einer kurzen Rechnung, stellt man fest, dass df#**df 7, = 0 (Orthogonalitét) gilt. df *af
stellt also eine passende Verallgemeinerung des Fléchennormalenvektors df; dar.

14.3.3 Hyperflichenelemente

In drei Dimensionen gibt das Spatprodukt dreier Vektoren a, b, ¢ das Volumen V des Par-
allelepipeds an, das von diesen Vektoren aufgespannt wird: V. = a - (b < ¢). Das Spat-
produkt lasst sich iiber die Determinante der Matrix aus den Komponenten der Vektoren
a, b, ¢ berechnen. Damit kénnen wir analog den Inhalt des Hyperflichenelements im vier-
dimensionalen Raum, das durch dx*,dx’*,dx”# aufgespannt wird, ausdriicken durch den
antisymmetrischen Tensor dritten Rangs

dx*  dx*  dx’*
dSH#ve — det mv dx’v  dx"v 1 (1421)
dxe dx’¢ dx"e

Wieder ist es sinnvoller den zu dS#”¢ dualen Tensor bzw. Vierervektor dS*# zur Charakte-
risierung des infinitesimalen Hyperflichenelements zu benutzen:

1
ds” = —Ea.:f“wkds,,gA (14.22)

Dabei dient der Faktor —1/6 dazu, die einfache Beziehung dS,,» = €., dS# zu erhalten
(wWegen €.\ €70 = —634). Mit diesem Ausdruck erhalten wir sofort:

dS*® =ds® ds®® =ds?, ds™® =—ds?,

3 Allgemeiner erhélt man den Inhalt der Projektion dieses Flichenstiicks auf eine Oberfliche, die mit den
Parametern 9 und ¢ parametrisiert wurde, aus der Projektion von dr x dr"auf den Normaleneinheitsvektor
%tba: x 0px der Oberfliche (mit Normierungsfaktor N).
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Beispiel 14.3
Wihlt man die Koordinatenachsen so, dass dx’ = (0,dx,0,0), dx’* = (0,0,dy,0) und
dx”* = (0,0,0,dz), so ist

SO = s1% — dxdydz

14.3.4 Volumenelement
Das infinitesimale Volumenelement der vierdimensionalen Raumzeit ist gegeben durch

dQ = cdtdxdydz (14.23)

14.3.5 Integralsitze

(i) Das Volumenintegral der Viererdivergenz entspricht dem Fluss des Vierervektors A*
durch die Hyperfliche dS*:

1 1
A*dS, = 9,A"dQ (14.24)

(ii) Auch zwischen der Integration tiber eine (zweidim.) Fliche und die von ihr eingeschlos-
sene Hyperflache gibt es einen Zusammenhang:

] ]
A dfr, = (dS, 0,A" —dS, 9,A") (14.25)

(iii) Ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen vierdimensionalen Kurve kann in ein
Flussintegral der von ihr eingeschlossenen Flédche transformiert werden:

] ]
A dxt = 9,AN dF (14.26)
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Kapitel 15

Relativistische Mechanik

15.1 Lagrangefunktion eines relativistischen Teilchens

Ein klassisches freies Teilchen lésst sich durch seine Lagrangefunktion Ly, = #2 > beschreiben.

Um die entsprechende relativistische Lagrangefunktion zu erhalten, die fiir ¢ - oo in Ly
iitbergeht, gehen wir von der Wirkung

ta

aus. Die einzige Bedingung, die S erfiillen muss, ist die Invarianz unter Lorentztransforma-
tionen?, da aufgrund des Relativititsprinzips die physikalische Wirkung unabhinging vom
Inertialsystem ist. Da die Wirkung eines Teilchens die Bewegung entlang dessen Trajektorie
erfassen sollte, muss die Integration entlang einer Weltlinie iiber eine skalare Grofle erster
Ordnung erfolgen. Die einzige Moglichkeit auch die Kovarianz zu erfiillen bietet der Abstand

ds:

!

S [ ds
A

Wie aus Bemerkung 13.3 hervorgeht, ist IZ(IjS entlang einer geraden Weltlinie (ruhendes
Teilchen) maximal, wihrend fiir gekriimmte Kurven beliebig kleine Werte angenommen wer-
den konnen. Da wir aulerdem entsprechend dem Hamiltonschen Variationsprinzip minimale
Wirkungen suchen, setzen wir fiir die Proportionalitdtskonstante —Q ein.

[} ——1

V2
S=-a ds = —ac 1——dt (15.1)
A c

1Die Eigenschaft einer Griéfe oder Gleichung, invariant unter Lorentztransformationen zu sein, wird
Kovarianz genannt.
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15 Relativistische Mechanik

Um a zu bestu{}men sehen wir uns den klassischen Grenzfall an, fur den L in L ibergehen

sollte. Wegen 1—Xx2 = 1— —X2 fur x [CIdst L = —ac + 0‘2” fiir v/c [I1Da aber
eine additive Konstante in L keme physikalischen Auswirkungen hat, erhalten wir o aus

av? L my womit o = mc. Letztendlich ist

2c 2
1
2 v2
=-mc- 1-— 2 (15.2)

15.2 Energie und Impuls

Berechnen wir den Impuls eines freien relativistischen Teilchens:

2 . .
po= b _ MG Vo 0%

: 2
0X, 1— Z_; c2v 1— Z_;
Also
p— 4£|:2 (15.3)
-2

Aus der Lagrangefunktion und dem Impuls erhélt man die Gesamtenergie:
—1

2
E=p-v—L= —Iﬂl:+mc —V—

c2
c2

Die relativistische Gesamtenergie ist also gegeben durch

eo 0 (15.4)

Auffallend ist die verbleibende Energie bei v = 0, die sog. Ruheenergie

Eo = mc? (15.5)

Bemerkung 15.1 (Keine Massenerhaltung)

Die Ruheenergie eines Festkdrpers £ = me? beinhaltet die Gesamtenergle der Teilchen, als denen
er besteht. Da digse i.A. nicht ruhen, besitzen sie eine Energie & > m;c 2 Deshalb ist & #* mlc2
und damit m #
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15 Relativistische Mechanik

Satz 15.1 (Relativistische Energie-Impuls-Beziehung)

Energie-Impuls- Fur den relativistischen Impuls und die relativistische Energie gilt die Beziehung

Beziehung
E2 = ¢?p? + m%c* (15.6)
Beweis: Durch einfaches Quadrieren von (15.3) und (15.4) und Vergleichen. |

Definition 15.1 (Viererimpuls).
Def.: Viererimpuls Den vierdimensionalen Impuls definiert man uber

P = —:%, pd=(E/c,p) =my(c,V) (15.7)

Fiir p# konnen wir ebenso schreiben

dx# dx#
L — - = —
p my it mdT (15.8)

Bemerkung 15.2

Die zweite Beziehung in (15.7) erhélt man aus den Identitéten

Z z
9s _ oL, ~ dOL, OL
N ;aa‘:’plz -
8 "dL 9L . OL. d 7oL .
5 = E—%x—%x dt =1L — o %x dt=L—pv=-E&
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Kapitel 16

Relativitat und Elektrodynamik

Im Folgenden wollen wir die Grundgleichungen der Elektrodynamik aus allgemeineren Uber-
legungen ableiten. Ausgangspunkt ist die Wechselwirkung von Ladungen mit dem Feld.

16.1 Bewegungsgleichung einer Ladung im Feld

16.1.1 Viererpotential und Wirkung

Wir kénnen annehmen, dass das Wirkungsintegral eines geladenen Teilchens in einem elek-
trischen Feld zum Einen aus der Wirkung eines freien Teilchens und zum Anderen aus der
Wechselwirkung des Teilchens mit dem Feld besteht. Experimente zeigen, dass die Ladung
q die einzige Eigenschaft eines Teilchens ist, iiber die es mit dem Feld in Wechselwirkung
tritt. Die Eigenschaften des Felds kann durch einen zeit- und ortsabhéngigen Vierervektor
A* das Viererpotential, beschrieben werden. Die Wechselwirkung von Feld und Teilchen
tritt im Wirkungsfunktional durch den einfachen Term

-
- % A, dx" (16.1)

in Erscheinung. Ist a der Anfangs- und b der Endpunkt der Weltlinie eines Teilchens im
elektromagnetischen Feld, so ist die entsprechende Wirkung also gegeben durch

Ld 1

S = —mcds — %AH dx* (16.2)

Bemerkung 16.1 (Zeit- und Ortskomponenten des Viererpotentials)
Die Menge der Ortskomponenten A, A2, A® werden im Vektorpotential A zusammengefasst, wihrend
A® = ¢ als Skalarpotential bezeichnet wird:

A" = (9, A)
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16.1.2 Lagrangefunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Mit dem Vektor- und Skalarpotential konnen wir nun die Wirkung als Integral iiber die Zeit
darstellen:

e 1
S = —mc? I—Z—2+%A-v—q(p dt
Also ist
1
_ 2 v2 9
=-mc® 1=+ A-v—qe (16.3)

16.1.3 Hamiltonfunktion einer Ladung im elektromagnetischen Feld

Aus der Lagrangefunktion erhilt man die Hamiltonfunktion mittels H = v - g—ﬁ — L mit dem
verallgemeinerten Impuls

Ol pmy L8

P.=—-= A= = .
v — + A=p+ A (16.4)
2
Damit ergibt sich
2 2 2
H:—ﬂl:—i—%A-v—i-mcz 1—\é—2—%A-v+q(p:—I£I:+q(p
1-% 1-%

Die Hamiltonfunktion sollte aber nicht von v, sondern von P abhingen. Dafiir konnen wir
wegen p = P —2A und E = H—q @ die relativistische Energie-Impuls-Beziehung verwenden:

(H—q9)? =c?(P —g/cA)? + m%c*
Schliefllich erhalten wir

1 —
=y 51
H= m2c*+c? P_EA +q0 (16.5)

16.1.4 Bewegungsgleichung und das elektromagnetische Feld

Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern

101 1 1
d L oL d q q

& oy Ix ~ dt grad (A- V) +qgrad@ =0 (16.6)
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Diese Gleichung lasst sich weiter vereinfachen:

e Wegen [{alb) = (ax Oh3 (b- Oakax ( [XB)+b( [Xa) (siche erstes Ubungsblatt):
grad (A V) = (v: OA+ Vv xrot A

e Wegen A = A(X) ist

¢ q :'. q .. 9
a p+EA =p+E(atA+>'<i6iA)=p+E(atA—|—(v- EE')

Wir finden schliefSlich die Bewegungsgleichung

dp

i —qgrad(p—%atA—i— %erotA (16.7)

Die rechte Seite der Gleichung gibt also die Kraft an, mit der das elektromagnetische Feld
auf das Teilchen wirkt. Sie besteht aus zwei Teilen: ein geschwindigkeitsunabhingiger Teil
und ein Teil, der von der Geschwindigkeit abhéingt und immer senkrecht zu dieser steht.

Definition 16.1 (Elektrisches und magnetisches Feld).
Wir definieren an dieser Stelle das elektrische Feld

1
E := —grad@ — < 0:A (16.8)
und das magnetische Feld
B :=rotA (16.9)

Sie bilden zusammen das elektromagnetische Feld.

Damit ergibt sich die bekannte Lorentzkraft:

I
p=q E+_xB (16.10)

16.1.5 Elektromagnetischer Feldstéirketensor

Um die Bewegungsgleichung in vierdimensionaler Schreibweise zu erhalten leiten wir diese
nochmals seperat aus dem Hamiltonschen Wirkungsprinzip her?:

L q (I
0§ =06 —mcds— EAde“ =0

1Dazu benutzen wir die sog. Variationsableitung 8F(-) := d-(- + ne) (n: Variationsfunktion).
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- 1 q q 1
S = —mcd dx,dx+ — EéA#dx“ - EAﬂd(éx“)
dx,, d(dx*)
= —me %ayAﬂax" dx" — %Aﬂd(éx“)
q q
= —mcu, — EA" d(ox*) — EOUAMESX” dx*

mit u, := dx,/ds. Nun konnen wir partiell integrieren:

— — b q q —
S = —mcu,— EA“ X! + mc du,, dx" + < dA,, oxH — anA# dx* ox”
1 1

du
- mc d—s“ ds 5x* + %6,,AH [dx” &x* — dx*8x”|
Wegen dx” = uvds und mit einer Vertauschung von Summationsindizes erhalten wir

]

du, 0,AU" — %OHAUUU dxtds =0

5s =  mele 9
ds c

Die Bewegungsgleichung lautet damit

du, _ g

mc ==
ds c

u” (0,A, —0,A,)

Definition 16.2 (Feldstirketensor).
Die Eigenschaften des elektromagnetischen Felds lassen sich im elektromagnetischen Feldstdrke-
tensor

FH = grAY — 9 AX (16.11)

zusammenfassen.

Damit gilt fiir die Bewegungsgleichung

m
mcddiS - %F‘“’u,, (16.12)

Bemerkungen 16.2
(i) Wegen F% = 3°A" — 9'A° = 9, A" + 9ip = —E* und F" = —(9;A7 — 9;A") = —¢;5 B* kann
der Feldstérketensor geschrieben werden als
0 -—-E* —-E?* —-FE°
“BE* 0o -B® B? §
~@E* B2 0 -B'
E* -B*> B' 0

o (16.13)

(ii) Die Matrixdarstellung des zu F* dualen Tensors F'™ = %EMUQ)\FQ)\ kann gewonnen werden,
indem man in den Eintragen die Ersetzungen E — B und B — —E durchfiihrt.
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16.2 Ladungserhaltung und Eichinvarianz

Definition 16.3 (Viererstromdichte).
Auch die Strom- und Ladungsdichte des dreidimensionalen Raums kann in einen Vierervek-
tor geschrieben werden:

jro= ﬂ;% W) (16.14)

Satz 16.1
Die Viererstromdichte ist ein Lorentzvektor (Vierervektor).

Beweis: Wegen dq = [dV gilt
n
dqdx® = [k dv :%dvm:judg -

Da dQ ein Skalar und dx* ein Lorentzvektor ist, muss j* ebenfalls ein Lorentzvektor sein.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir bereits festgestellt, dass die Elektrodynamik
eine Eichtheorie ist, d.h. die Grundgleichungen sind invariant unter Eichtransformationen
der Potentiale A* - AF—0"x. Wir werden gleich sehen, dass diese Eigenschaft zur Ladungs-
bzw. Stromerhaltung fithrt, also zur Kontinuitdtsgleichung. Der Wechselwirkungsterm der
Wirkung aus Gl. (16.1) lidsst sich mit der Viererstromdichte j* schreiben als
1 1 1 ] 1
Sy = —% Audx == ALTEK GV = == AjdQ

Unter Eichtransformation erhilt man
1 1 1

Smf[Au - auX] = Smf + (auX)J—# dQ = Smf + N X3 dSH B Xauj# 40,

was man mit dem verallgemeinerten Satz von Gaufl aus Gl. (14.24) sieht. Unter Variation
verschwindet das Integral iiber den Rand des vierdimensionalen Volumens. Die Forderung
nach Eichinvarianz verlangt also das verschwinden des letzten Terms, was gleichbedeutend
ist mit der Kontinuitatsgleichung

d,j" =0 (16.15)

Satz 16.2 (Kovarianz der Kontinuitéitsgleichung)
Die Kontinuitdtsgleichung d,,j# = 0 ist invariant unter Lorentz-Transformationen:

0/j" =0,j" =0 (16.16)

Beweis: Es gilt

03" =NAYON,jO =850, =0, =0 O
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16.3 Die Maxwell-Gleichungen

Wir wollen im Folgenden die Maxwell-Gleichungen (2.1) — (2.4) nicht nur in vierdimensio-
nale Notation umschreiben, sondern diese aus den in diesem Kapitel gewonnenen Zusam-
menhéngen herleiten.

16.3.1 Die homogenen Feldgleichungen
Aus der Definition des Feldstirketensors F#¥ folgt sofort die Gleichung
agF,uu + aqu,u + a,uFu,g =0 (1617)

Da diese Summanden durch gerade Permutationen ihrer Indizes auseinander hervorgehen
konnen wir die Gleichung umschreiben zu

M2, F,, =0

Dabei wird deutlich, dass es sich hierbei um vier unabhingige Gleichungen handelt. Die
linke Seite entspricht bis auf einen konstanten Faktor gerade einer Ableitung des dua-
len Feldstirketensor F** | womit wir schlieBlich eine sehr kompakte Form der homogenen
Maxwell-Gleichungen gefunden haben:

9,F*M =0 (16.18)

Bemerkung 16.3
Dass diese Gleichung tatsichlich dquivalent zu den beiden homogenen Maxwell-Gleichungen (2.3)
und (2.4) ist, sieht man durch Einsetzen verschiedener Werte fiir A. A = 0 fiihrt zu

—0BY — 3B? - 9;:B%= -divB =0

und A =1 zu

<«

1 71
EGtB1+82E3—83E2: E@B +10tE =0
1

16.3.2 Die inhomogenen Feldgleichungen

Die bisher gefundenen homogenen Feldgleichungen beschreiben die elektromagnetischen Fel-
der noch nicht vollsténdig, wie man schon daran erkennt, dass sie im Gegensatz zum ma-
gnetischen Feld keine Zeitableitungen des elektrischen Felds enthalten.

Bisher haben wir nur das Wirkungsfunktional der vorhandenen Teilchen S,,, und der Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen und dem Feld S,,; benotigt, da beim Aufstellen der Be-
wegungsgleichung das Feld als bereits bekannt angenommen wurde. Es existiert aber auch
eine Wirkung des Felds ohne anwesende Teilchen, die wir mit S¢ bezeichnen wollen.

[ S
S=S;+S,+Sny=Sy— mc ds— A, dx” (16.19)

ol
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Die Summenzeichen sollen darauf hinweisen, dass wir nun von beliebigen Ladungen ausgehen
(die als Summe von Elementarladungen beschrieben werden kénnen). Um Sy zu bestimmen,
stellen wir folgende Uberlegungen an:

e Das elektromagnetische Feld kann superponiert werden, was durch zahlreiche Experi-
mente belegt wird. Die Feldgleichungen miissen deshalb linear in F#” sein. Bei der Auf-
stellung von Gleichungen mittels Variation wird die zu bestimmende Grofle, beziiglich
deren Auftreten unter dem Integral im Wirkungsfunktional, um einen Grad verringert.
Wir benétigen hier also einen Integranden, der quadratisch in F#¥ ist.

e Bei der Variation, die zu den noch fehlenen Feldgleichungen fithren soll, miissen die
Potentiale A#* die Rolle von Koordinaten einnehmen, da diese die einzigen verdnderba-
ren Parameter sind, wenn nur die Eigenschaften der Felder ohne Teilchen interessieren.
Die Lagrangefunktion darf i.A. nur von den Koordinaten — also den Potentialen — und
deren ersten Zeitableitungen abhéngen. Damit diirfen keine Ableitungen von F#¥ in
der Wirkung Sy auftreten.

e Die Wirkung muss als kovariante Grofle ein Skalar sein, womit auch der Integrand des
Wirkungsfunktionals nur ein Skalar sein kann.

Die einzige Méglichkeit fiir Sy um diese Bedingungen zu erfiillen ist gegeben durch
1
S;=B FuLF"dQ

mit einer Konstanten 3, die von den gewiihlten Einheiten des Felds abhingt. Im Gaufischen
Einheitensystem wird B zu —1/(167c) (das negative Vorzeichen wird benétigt, um bei der
Variation ein Minimum zu finden). Wir erhalten also

1

1
F,.F" dQ (16.20)

Sp=——
f 16mc

Die benoétigte Wirkung lautet folglich

! 1 1
S=— mc ds— ! F. F*dQ — ! A,jrdQ (16.21)
B t6mc " c2 vl '

Wie bereits angemerkt, erhalten wir eine weitere Feldgleichung, wenn wir in diesem Wir-
kungsfunktional die Potentiale variieren, wihrend die Teilchenbewegung als bekannt ange-
nommen wird. Deshalb verschwindet der erste Summand in (16.21):

11 [

1 1
8 = —  ——(FMOF,, + Fu0F") + 5j3A, dQ
161TC( pv +Fp ) + CZJ H
1 12,
= - —CF*“’SFW + < J1OA, dQ
1 1 1 -
= —  —FM™9,0A,) — —F"0,(8A,) + Zi"(0A,) dQ
c 81c C
1 1 -
= - - [ _-H
mcF a46AMy+CZJ(6AM) dQ
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Mit partieller Integration im ersten Summand ergibt sich

1 1
— v i -
4T[CaUF + CZJ 0A,dQ =0,

womit wir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen entwickelt haben:

a,FH = —%nj“ (16.22)

16.3.3 Die Kovarianz der Maxwellgleichungen

Da die Maxwell-Gleichungen die Form von Lorentz-Tensorgleichungen (Tensorgleichungen
mit Lorentz-Tensoren) annehmen, sind diese invariant unter Lorentz-Transformationen. Dies
kann man leicht iiberpriifen:

- 0=0,F"™ = AJNGN,0,F " = N 0gF ™" = 95F™7 =0
am. am .
- aI’jFUw — _TT[J/# - /\MgavFﬁ’y _ _TT[/\#K,JK
w 4T[ Wk w 4'T['UJ
= A, /\“ﬁavFﬁ"’:—?B,{j = O,F=——j

Die Feldgleichungen der Elektrodynamik haben also in allen Inertialsystemen die gleiche
Form (Folge des Relativitétsprinzips).

16.4 Lorentz-Transformation der Feldstarken

Aus dem Transformationsverhalten des Feldstiarketensors unter einer bestimmten Lorentz-
Transformation konnen wir explizite Gleichungen fiir die transformierten elektrischen und
magnetischen Felder angeben. Dafiir schreiben wir zunéchst

F/H =Ny F™ = NN\ F A2 = NN FA = A EAN 2 = A F(nATn)2,

Nun kénnen wir mittels Matrixmultiplikation und da wegen (14.11)
—1 —1

y yB 0 0

Tove _ y 0 0
W\”)v—%o1o
0 0 0 1

gilt, den transformierten Feldstirketensor berechnen. Das Ergebnis (fiir die unabhéngigen
Eintriige) lautet

0 E? yE? —2y[3833 yE3—i;yBBZ2
0
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Somit erhalten wir die Transformationen
E*=E! E?=y(E?-BB%), E®=y(E®+pB? (16.24)
Bt =B!, B?=y(B?+BE®, B?=y(B®-BE? (16.25)
Mit B := (B,0,0) ergibt sich die kompakte Form

(=B, BL=y(B-BxE), (16.27)

Bemerkung 16.4 (Inverse Transformation)
Da die Inertialsysteme gleichberechtigt sind, erhalten wir die inverse Transformation, indem wir 3
durch —3 ersetzen.

Beispiel 16.1 (Das Feld einer gleichférmig bewegten Punktladung)
Wir betrachten das Feld der (in S) bewegten Ladung zunéchst aus deren Ruhesystem S’,
das zum Zeitpunkt t = 0 = t/ mit S zusammenfillt. In S’ gilt

E = r%x’ ud B/ =0,
falls wir die Ladung in den Ursprung von S’ setzen. Um die Felder mittels Koordinaten aus
S ausdriicken zu kénnen, benttigen wir die Lorentz-Transformation der S’-Koordinaten.
Um die Gleichungen moglichst einfach zu halten wollen wir das Feld im Punkt P mit den
Koordinaten (0,a,0) in S berechnen. Dafiir erhalten wir die Lorentz-Transformationen

2

Xt=—-yvt, X?=x2=a, x®*=x3=0

Nun koénnen wir die oben gewonnenen Transformationsgleichungen anwenden:

T en . X —qyvt
E* = E =0 = (y2V2t2 + a2)3/2
a
E2 — yER— ay
Y (y2v2E2 + a2)3/2
N
E = yeR=y¥ —o
3
B! = B"=0

BZ — y(BIZ _ BEIS) — 0
ayBa

3 _ 2 _ 2 _

Wir kénnen diese Gleichungen in eine kompaktere Form bringen jndem wir weitere Va-
riablen einfithren: Abstand von P und Punktladung r := |r(t)| = Vv2t2 + a2), Winkel @
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zwischen X'-Achse und r = (—vt, a,0). Damit ist sin ) = a/d, womit wir den Nenner aus

obigen Transformationen schreiben kénnen als
1
y?—-1a? 2
a? +yvit? = a2 +y3(rr—a?) =yr? 1- T y2ré(1 —B?sin® g)
Wir finden schliefflich
(16.28)

E= ar
y2r3(1 — B2sin? g)3/2

Bemerkungen 16.5
(i) Das gefundene elektrische Feld einer bewegten Punktladung ist zwar radial, aber nicht iso-

trop.

(ii) Es ist

IE| = = fir ¢ = 3, 3%
- 715 4 firy=0,7

In der y-z-Ebene ist dieses Feld also gréfler als das einer ruhenden Punktladung, wéihrend

1
Y

es entlang der Bewegungsrichtung kleiner ist.

Fiir das magnetische Feld konnen wir schreiben

—1
B —pBE%. —BxE '=° V;r (16.29)
16.5 Invarianten
Aus dem Feldstirketensor F#¥ konnen wir niitzliche kovariante? Groflen gewinnen:
F.F" =2(B?—E?) (Skalar) (16.30)
F*F, =—4E B (Pseudoskalar) (16.31)

2Pseudoskalare sind nur kovariant unter eigentlichen Lorentz-Transformationen: Transformationen mit

det A = +1.
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Wellengleichungen
der Elektrodynamik

Kapitel 17

Ebene Wellen

17.1 Die Wellengleichung

Die Maxwellgleichungen in Materie (5.6) - (5.9) lauten fiir lineare Medien,
D=¢E, B=pH, (17.1)

wenn keine freien Ladungen und Strome vorhanden sind:

dvE = 0 (17.2)
HE
rotB—TatE = 0 (17.3)
rotE—l—%atB =0 (17.4)
divB = 0 (17.5)

Durch Bildung der Rotation der zweiten und dritten Gleichung kénnen die elektromagneti-
schen Wellengleichungen abgeleitet werden:

L%af—lzﬂ = 0 (17.6)
]
C—Zaf—lzﬂ = 0 (17.7)

Losungen dieser Gleichungen sind Wellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Ve = 5 (17.8)

HE n

wobei n := \/m als Brechungsindex bezeichnet wird.
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17 Ebene Wellen

17.2 Monochromatische ebene Wellen

Die Felder
E(x,t) = Ege!®®=«)  B(x,t) = Bgekz—) (17.9)

sind Losungen der obigen Wellengleichungen. Sie werden ebene Wellen genannt, da die
Bereiche konstanter Phase Ebenen bilden. Mithilfe der Wellen- und Maxwell-Gleichungen
erhalten wir einige Eigenschaften dieser Wellen:

e Die Parameter w und Kk := |K| der Ebenen Wellen sind nicht unabhingig voneinander,
sondern durch die sog. Dispersionsrelation miteinander verkniipft. Sie ergibt sich aus
den Wellengleichungen:

L2k —o, |:%|: % (17.10)

V2
e Aus divE = divB = 0 folgt
kK-Eo=k-Bg=0. (17.11)

Die Feldamplituden stehen also beide senkrecht zu K. Solche Wellen nennt man trans-
versal.

e Aus der dritten Maxwell-Gleichung folgt ik < Eg = 1% By, also sind auch das magne-
tische und elektrische Feld nicht unabhéngig voneinander:

Bo = nk x Eg, und Bg = nEg (17.12)

Insgesamt finden wir damit, dass Eg, Bg und K ein rechtshindiges Orthogonalsystem
bilden.

17.3 Energiedichte und Intensitéit

Oben haben wir die ebenen Wellen in komplexer Schreibweise notiert. Wenn wir physikali-
sche Groflen, wie die Intensitdt der Welle bestimmen wollen, miissen wir die physikalische
Realisierung dieser Losungen verwenden, d.h. nur Real- oder nur Imaginérteil. Sei Eg und
Bo reell, dann sind durch

E(x,t) = Egcos(k - X —wt), B(X,t) = Bgcos(k - X — wt)

ebene Wellen definiert. Die Energiedichte des elektromagnetischen Felds im Medium ist
gegeben durch

1 1

1 1 1
W=—(E-D+H -B)=— ¢E?+-B? 17.13
8n( + ) e +u ( )
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17 Ebene Wellen

Hier erhalten wir wegen n?/p = € die zeit- und ortsabhingige Energiedichte

W = %Egcosz(k X — wt)

Der Poynting-Vektor (Energiestromdichte) ist gegeben durch

__° =~ % NKEZcos?(k - x —ot) = °K
_4T[|J.EXB_4T[|J.nkEOCOS (k- x wt)_nkW (17.14)

Definition 17.1 (Intensitét).
Die Intensitat einer elektromagnetischen Welle wird definiert als zeitliches Mittel der Lange
des Poynting-Vektors:

I ::|[sq3:v|w|}v%|lzo|2 (17.15)

17.4 Polarisation

17.4.1 Basis der Linearen Polarisation

Sei {€1, 65,63 = k} ein Orthonormalsystem. Allgemein lisst sich die Welle aus (17.9) mit
E., E; [ schreiben als

E(X,t) = (E1€;1 + E»&;) e’k-@—wd (17.16)

Die Polarisation der Welle wird dann durch Wahl der komplexen Koeffizienten E; und E»
festgelegt:

(i) Lineare Polarisation: E; = Eoe?®, E; =0
[[BH) =é1Epcos(k - X —wt + 9)
(ii) Zirkulare Poloarisation: E; =Eg, E; = iEg

[[H) = Eo€; cos(k - X — wt) — Egéz sin(k - X — wt)

17.4.2 Basis der zirkularen Polarisation
1 1
Wihlt man eine andere Basis €4 := \/ii(él +1ié) und schreibt

E(X,t) = (E+é4+ + E_é_)eikz—wd (17.17)

mit E4 = \%(El [CiH,), so erhilt man
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(i) Lineare Polarisation: bei E_/E, = *1
(ii) Zirkulare Polarisation: bei E_ =0 oder E4 = 0.

(iii) Elliptische Polarisation: bei E_/E. = rei®
Dabei ergibt sich ein Halbachsenverhéltnis von gﬁ@

17.5 Allgemeine ebene Welle

Satz 17.1

Allgemeine ebene Allgemein ist jeden Funktion u(x, t), die aus zwei Funktionen f und g mittels

Welle
u(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt) (17.18)

gebildet wird, eine Losung der Wellengleichung.

Beweis: Eine monochromatische Losung der eindimensionalen Wellengleichung ist gegeben durch
Aeik(z—ut) 4 Be—ik(z+ut)

Aufgrund der Linearitit der Wellengleichung ist

dk

u(x, t) :/[A(k)eik(z—vt+B(k)e—ik(z+ut)] "

ebenfalls eine Lésung. Dieser Ausdruck kann aber als Fouriertransformation zweier Funktionen aufge-

fasst werden:

u(x,t) = F(x — vt) + g(x + vt) O
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Kapitel 18

Elektromagnetische Wellen an
Grenzflichen

18.1 Reflexion und Brechung

Trifft eine elektromagnetische Welle auf eine Grenzfliche (diese sei in der x-y-Ebene) zweier
Medien mit Brechungsindizes n. und ng, so kommt es zu Reflexion und Brechung. Dafiir
betrachten wir die drei Wellen®

E.
=
E.

EeO ei(ke -z—wet)

EtO ei(kt - —wrtt)

ErO ei(kr -z—wrt)

An der Grenzflache ist die Parallelkomponente des elektrischen Felds stetig. Setzen wir den
Ursprung in die Grenzfliche und sei durch X = (X, y, 0) ein beliebiger Punkt der Grenzfliche
gegeben, so muss gelten

E(U + Eﬂ _ Ei\ - E!O ei(ke'fce—wet) + Eﬂo ei(k'r'fce—wrt) _ Eﬂo ei(kt'ﬂce—wtt)

Diese Relation ist fiir alle Zeiten nur dann erfiillbar, falls

We =W = Wy =W (18.1)

Wegen w/k = ¢/n ergibt sich damit

ke =ke = 2n., k= =n, (18.2)

Auflerdem muss gelten

ke Xg = kr Xg = kt - Xa (18.3)

1Die Indizes stehen fiir einfallend (), gebrochen/transmittiert (t) und reflektiert (r).
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Die X- und y- Komponenten von K., K,. und Kk; sind somit identisch, d.h. die Wellenvektoren
befinden sich in einer Ebene (z.B. in der X-z-Ebene). Ist o der Einfallswinkel, gemessen zum
Lot der Grenzfliche, so konnen wir diesen Zusammenhang auch schreiben als

K. sina, =k, sina, = k; sina,

Wegen k. = k. ergibt sich das Reflexionsgesetz

‘ae =aq, (18.4) ‘

und wegen k./k; = n./n; erhalten wir das Brechungsgesetz

N, sin a, = N sin o (18.5)
| |

18.2 Die Fresnelschen Formeln

Mithilfe der Stetigkeits- und Sprungbedingungen des elektromagnetischen Felds an Grenz-
flichen konnen wir Gleichungen ableiten, welche die Feldstédrken von reflektierter und ge-
brochener Welle mit der einfallenden in Beziehung setzen, die Fresnelschen Formeln.

Dazu unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E [Elnfallsebene (hier: X-z-Ebene).

Fall 2 Das elektrische Feld ist linear polarisiert mit E [Hinfallsebene.

Wir wollen uns hier mit der genaueren Behandlung auf Fall 1 beschréanken. Wenden wir die
in Abschnitt 5.4 hergeleiteten Stetigkeits- und Sprungbedingungen auf die ebenen Wellen
aus Fall 1 an:

e Die Komponente des elektrischen Felds parallel zur Grenzflache (hier: x-y-Ebene) ist
stetig. Mit Eg = Egé,, gilt dann

Eeo + Ero = Etwo (18.6)

e Die Komponente des Magnetfelds parallel zur Grenzfliche geniigt der Sprungbedin-
gung B!/ul = Bg/uz.
Da Ep, Bo und k ein Orthogonalsystem bilden, liegt Bp in Fall 1 ganz in der Ein-

fallsebene. Die Komponente parallel zur Grenzfliche ist dann durch die Projektion
Bll = Bg cosa mit dem Einfallswinkel o gegeben. Wegen Bg = nEq ergibt sich

1 1 1
—n.Eqcosa— H_neETO cosol = u—ntEto cos Ol (18.7)

e e t
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Fresnelsche Formeln  Daraus? erhalten wir die Fresnelschen Formeln:

(Fall 1)
Eto - 2Ne fosg (18.8)
<0 Necosa + L& n2 —n2sin® o
) — Ke 2 _ 12 il
Eo _ Necosa—fe nf—nZsin’a (18.9)
EeO

S I 2 _ n2gin?
Ncoso + | * NE—Ngsin®d

Fresnelsche Formeln  Fiir Fall 2 geben wir nur das Ergebnis an:

Fall 2)
Ew 2nent;;osg| (18.10)
Ewo 1 : '
<0 enZcosa 4+ n. n? —nZsin’a
len2cos00—n, N2 —n2sin’ o
Evo _ i t €08 ¢ oy et (18.11)
EeO

S 2
Fenfcosa+n. nf—nZsin®o

Bemerkungen 18.1

Senkrechter Einfall (i) Fiir den speziellen Fall senkrechten Einfalls und unter der Annahme pe &~ p: (im optischen
Bereich oft erfiillt) vereinfachen sich die Formeln zu

Eio 2ne Eo ne—mt
= , —=2_" 18.12
FEeo Ne + Nt FEeo Ne + Nt ( )
Phasensprung (ii) Bei Reflexion am dichteren Medium (n: > n.) ist
ETO
<0 18.13
EeO ( )
Das bedeutet, es gibt einen Phasensprung von E um 7 bei Reflexion am optisch dichteren
Medium.
(ili) Fiir sehr flachen Einfall & — 5 und ng > ne gilt
Ew—0, Lro: (18.14)
«Eeo-

18.3 Anwendungen der Fresnelschen Formeln

18.3.1 Intensititen

Die an der Grenzfliche ankommende Intensitdt wird durch groflere Einfallswinkel abge-
schwiicht gemif

cC €
1(0) = S—HHES cos O (18.15)

2Die anderen beiden Randbedingungen fiihren auf keine neuen Bezichungen.
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Def.:
Transmissions- und
Reflexionsgrad

Brewsterwinkel

Totalreflexion

18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Definition 18.1 (Transmissions- und Reflexionsgrad).
Der Transmissionsgrad ist definiert durch den Quotient

I g/n o, E
T.— t SR CS® o 18.16
l. &/n.cosa Eg ( )

analog der Reflexionsgrad

C_1
g,

EeO

R.— |_ _ (18.17)

Ist E senkrecht zur Einfallsebene polarisiert (Fall 1), so ergbit sich beispielsweise
I:I

T = 4—nent COS «x COS ot
(ne cos a+ ”e S ne COS at)?

+T=1
R_ (ne cos<3¢——ntc05at)2 é

~ (necos a+ﬁ—ent coS art)?

18.3.2 Brewsterwinkel

Sei p/Y; = 1. Fiir die Polarisationsrichtung des elektrischen Felds parallel zur Einfallsebene
(Fall 2) ist E,.q = 0, falls

N; cosd = N, cos O

Da immer n.sina = n; sin 0y gilt, erhalten wir fiir den Winkel unter dem es keine parallel
zur Einfallsebene polarisierte Reflexion gibt, den sog. Brewsterwinkel :

n
ap = arctan — (18.18)

€

18.4 Totalreflexion

Betrachten wir den Fall n, > n;, dann gilt nach dem Brechungsgesetz

sin O n
._t ——°2>1
sin O n;

Fallt die elektromagnetisch Welle nun unter einem Winkel 0 mit sin0g = Z—: ein, so wére

bei Brechung sin 0; > 1, was niemals erfiillt ist. Das bedeutet, fiir @ = 0g wird die gesamte
Welle reflektiert.

Im Falle von Totalreflexion ist nun

—1 1 —1
. 2 . 2
n2 . sina . sin“a ]
cos Oy = 1——;s1n20(: 1—— =1 —1=:iC
ng sin® Qg sin® Og
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18 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Evaneszente Welle  und wegen K; - X = K;(Xsin0; + z cos 0 ) gilt fiir die transmittierte Welle
E, Cefft® [efereosor — g (18.19)

Die transmittierte Welle fillt bei Totalreflexion also exponentiell ab.
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Ladungsverteilung
in leitenden Medien

Kapitel 19

Elektromagnetische Wellen in
leitenden Medien

In ohmschen Leitern gilt die konstituierende Gleichung (KG) j; = KE. Die Maxwellglei-
chungen in Materie (hier D ersetzt durch €E und H durch B/p) nehmen damit die Form
an

dvE = i) (19.1)
rotB—u?eatE - %MKE (19.2)

1

divB = 0 (19.4)

19.1 Ladungsverteilung in leitenden Medien

Mit der KG fiir ohmsche Leiter erhalten wir aus der Kontinuitétsgleichung eine Differential-
gleichung fiir [l

4mK
0= —div]; = —KdivE = — — [
(A1
=:1/r
mit der Losung
[At, X) = e~ "/7 (410, x) (19.5)

Nach einer Zeit t [T dterschwindet damit eine vorher vorhandene Ladungsverteilung.
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19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

19.2 Wellengleichung und Dispersionsrelation

Mit C= 0, (19.1), 0,(19.2), rot (19.3) und (19.4) erhalten wir die beiden Wellengleichungen
Wellengleichungen

in leitenden Medien % 1

4m
—of—-[CH = — ZHKOE, (19.6)
1
=9’—-[CB = _an 2,B 19.7
c2 t c2 MK OB, ( . )

fiir deren Losung wir wieder monochromatische ebene Wellen ansetzen kénnen:
E(x,t) = Egei®==D B(x,t) = Bgeib=—1 (19.8)
Eingesetzt in die Wellengleichungen ergibt sich die Beziehung
n2 El
2

~ 4m ~
2 2 : 2 _ :
w” +k == pPKi® = Kk ==z + 14TIK®

e
2

Dispersionsrelation ~ Mit T = €/(4mK) und v = c¢/n konnen wir die Dispersionsrelation in leitenden Medien

aufschreiben
| I
~ 1 o) .
k=- w?+i=-=:k+iq (19.9)
\ T

Aufgelost nach k und q erhalten wirt

1 L1 g b

k :v& 1 +
= 3= 14+ —= 1 19.10
q 2v (wT)2  — ( )
Exponentiell Fiir die Wellenlosungen ergibt sich eine exponentiell abfallende Amplitude:
abfallende . ‘
Amplituden E = Ege %!z —wD) B = Bge %%eihz—wh) (19.11)
(Skine [eKt)

Bemerkungen 19.1
(i) Als Eindringtiefe d bezeichnet man die Weglénge z, nach der nur noch 1/e der urspriinglichen

Amplitude vorhanden ist: d = %.

(ii) Die GroBenordnung von wr legt den Real- und Imaginérteil von k fest:

e wr>1: k=2, qz%, d =~ 2uT
(Dies entspricht also einem schlechten Leiter. Im Extremfall von 7 — oo erhalten wir

einen Nichtleiter mit ¢ = 0.

o wr KL 1: kzqz%pg

Diese Eigenschaft haben gute Leiter. Fiir 7 — 0 ergibt sich ein idealer Leiter mit d — 0
und E = 0 im Leiter (totale Abschirmung).

1Kann man leicht iiberpriifen, indem man das Betragsquadrat “2‘2 = k2 4 g2 berechnet.
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19 Elektromagnetische Wellen in leitenden Medien

(iii) Wie man aus den Maxwellgleichungen ableiten kann, bilden die Vektoren E, B, k weiterhin
ein Orthogonalsystem. Aus (19.3) folgt k x E = 2B und daraus

Bo = <kEo (19.12)
w
Fiir k kénnen wir |l;:|em mit o = arctan { schreiben. Damit ist klar, dass E und B nicht mehr
in Phase sind:
Boe " = £ |k Boe it (19.13)
w
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Elektronen des
Mediums als
schwingende Dipole

Verbindung zum
makroskopischen
Modell

Kapitel 20

Dispersion

20.1 Klassisches Oszillatormodell

Mit einem Oszillatormodell fiir lineare Medien kénnen wir eine Theorie fiir € entwickeln.
Dabei betrachtet man die gebundenen Elektronen als Oszillatoren, die vom elektromagneti-
schen Feld zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden, geméf} der Bewegungsgleichung

m(X +yX + w3x) = eE(t)

mit E(t) = Ege™! am Ort des entsprechenden Elektrons. Mit dem Ansatz X(t) = Xoe~ ™!
erhalten wir fiir die Auslenkung Xo die Beziehung

e/m

Xo=—5—5———
Wi — w2 —iyw

Eo

Einem schwingenden Elektron kann ein (zeitlich verdnderliches) elektrisches Dipolmoment
zugeordnet werden:

e2/m
p(t) = ex(t) = mE(t)

Die Elektronen der Molekiile des Mediums sind i.A. unterschiedlich stark gebunden. Von
den Z Elektronen eines Molekiils gebe es deshalb f; Elektronen mit der Resonanzfrequenz
w; und Dampfung y;. Diesen Elektronen wird somit des Dipolmoment

e2/m
pu(t) = wlz—mz——iylooE(t) (20.1)

zugeordnet. Mit der Molekiildichte N ist die Polarisierungsdichte P gegeben durch

D 1
P— 2 =N Py =XE(®),
l
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20 Dispersion

Drude-Formel womit der Zusammenhang zur Suszeptibilitit und damit zu € = 1 + 41X hergestellt ist:

4iNe2 L—1 ¢
gw)=1+

- 20.2
m l w? —w? —iyw (20.2)

Bemerkungen 20.1
(i) Die quantenmechanische Behandlung der Wechselwirkung von Materie mit elektromagneti-
schen Wellen liefert dieselbe Formel (bei geeigneter Definition von f;, w; und ;).

(ii) Die Wellengleichung in linearen Medien
< <«

<
23 1 ”E(w) 5
'[}2 62 8,5 - A E=0

—9’- AN E=

L ~ P
wird durch ebene Wellen E (X, t) = Eoe’** ™% gelsst, mit k = £ £(w). Dag(w) € C, kénnen

c

wir wieder k = k + iq mit k,q € R setzen:
E=E, e 97 ei(kz—wt)

Hier definiert man dann den Absorptionskoeffizient iiber die verlorene Intensitit gemif3

P
2q = 2% I e(w)
Brechungsindex AuBlerdem kann man den Brechungsindex n iiber v = ¢/n definieren, womit man
c ck(w) ¢,z “p N
n(w) = o5 = 0 = CRiEW) () (203)
erhalt.
(iii) Fiir e(w) &~ 1 ldsst sich = e(w) in
pE(w)~1+27TN62X fi _1+27TN62Xf w? —w? +imw
- m . w? —w? —iyw m . ! (w? — w?)? + y2w?
entwickeln.

e Im Allgemeinen ist 7; < w;, womit der Realteil von 1/ auflerhalb des Bereichs um die
Resonanzfrequenzen w; gegeniiber dem Imaginéarteil dominiert. Hier gilt die Abschétzung

orNe2 X
n(w) =1+ Wme 7 I
1 l

— w2

o Fiir w < wy ist n(w) > 1. Im Bereich, in dem O,n(w) > 0 spricht man von normaler
Dispersion.

P
e Fiir w &~ w; tritt Resonanzabsorption auf, da der Imaginérteil von = e(w) grofi wird. In
diesem Bereich ist d,n(w) < 0, hier spricht man von anomaler Dispersion.
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Medium mit freien
Elektronen

Interne Stromdichte

20 Dispersion

20.2 Niederfrequenzlimes

Gibt es innerhalb eines Mediums freie Elektronen, d.h. gibt es ein | mit w; = 0 (dies soll hier

fiir | = 0 gelten), dann konnen wir fiir die Dielektrizititszahl schreiben®
4iNe2 L—1 . 4nNe2f,
gw)=1+ 5 > i -
m 10 Wf — 0?2 —iy;w mw (Yo — iw)

Schickt man nun elektromagnetische Wellen mit sehr kleiner Frequenz (w — 0) durch das
betrachtete Medium, so bleiben die ersten beiden Summanden von €(w) endlich und werden
niherungsweise reell, wohingegen der letzte Summand (ins Imaginiire) divergiert.

Setzen wir nun

2
|M , mit K(O.)) — Lﬁ
m(yo —iw)

und betrachten die Maxwellgleichung (in Materie mit g = 1) rot B — @atE = 47’71 ¢ mit
dem zeitabhiingigen Feld E = Ege~™*:

. 4m . LWE, am
rotB—l—l%@)E:?njf = I’OtB‘i‘l%(u))E:?n(_lf‘i‘K((}J)E)

Das heifit, wir kénnen fiir niedere Frequenzen w die Maxwellgleichung mit € = €,(®) ver-

wenden, wenn wir zusétzlich eine interne Stromdichte freier Ladungen j ¢,; einfithren und zu
J# =t J#.e hinzuzihlen:

Jp=Jre +KO)E =Jse+ir (20.4)
Dies entspricht der bereits frither eingefithrten KG fiir Ohmsche Leiter.

Bemerkung 20.2
Fiir w — 0 setzen wir auflerdem

fw—0) =, (0) + 2O _ _y z‘4::—”

mit €,k € R.

. P
Die Wellengleichung in linearen Medien hat ebene Wellen als Lésung mit & = 2 g(w). Fiir geringe

Frequenzen ergibt sich

— — 000 r

~ 4 4 1
PR VL S L, SR S
C w C g v T

mit 7 = ¢/(47k) und v = ¢/+/e. Dies entspricht der Dispersionsrelation in leitenden Medien (19.9).

1Die Zahl fo der Elektronen mit wg = 0 pro Molekiil verschwindet fiir Isolatoren und nimmt einen Wert
ungleich null fiir Metalle an.
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Dispersion fur
groRe Frequenzen

20 Dispersion

20.3 Hochfrequenzlimes

Fiir groie Frequenzen ® [, 1 st

o _ 41N Ze?

2
gw)=1- (A)_Z , mit Wy (0p: Plasmafrequenz)

Damit ergibt sich fiir die Dispersionsrelation

Bemerkung 20.3 (Giiltigkeit des Hochfrequenzlimes)

e In Dielektrika gelten die Gleichungen nur fiir w > w;.

(20.5)

(20.6)

e In Plasmen aus frei beweglichen Leitern (w; = v = 0 VI) gelten obige Gleichungen fiir alle

Frequenzen w.
2

o In Metallen? ist fiir w 3> o: K(w) = —;—Z also
2
w
() = 2rw) — 2

2Fiir Metalle ist , im Bereich von 1016 s™1 (UV-Bereich).
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Allgemeines
Wellenpaket

Allgemeines eindim.
Wellenpaket

Kapitel 21

Wellenpakete in dispersiven
Medien

v__
Die Dispersionsrelation k() = < CQ(M) kann auch als
ck
wk) =— 211
(k) n(k) (21.1)

aufgefasst werden. Die Amplitude der ebenen Wellen kann im Allgemeinen auch von K bzw.
w abhéngen:

E (X, 1) = Eg(k)e'*®~~ 0D

Wegen der Linearitéit der Wellengleichung sind Superpositionen von ebenen Wellen ebenfalls
Losungen:
1

d®k Eg (k) g'k-z—w ) (21.2)

E(x, 1) = (23[)3

21.1 Eindimensionales Wellenpaket

Im Folgenden wollen wir fiir einen Spezialfall des allgemeinen Wellenpakets

B

o dk d(k) eitke—w®)D) (21.3)

u(x,t) =

— 00

explizit die Integration ausfithren, um die Form des Pakets bei vorgegebener Verteilung 0(K)
zu finden. Wir wihlen eine GauBsche Verteilung?®

(k) = Ae—k—ho)? (21.4)

1Lassen wir die Verteilung immer schmaler werden, bis sie eine Dirac-Distribution annihert, so erhalten
wir wieder eine ebene Welle mit k = K.
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Wellenpaket fuir
eine Gaufsche
Verteilung G(k)

Gruppen- und
Phasen-
geschwindigkeit

Veranderliche
Breite

21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Im Falle grofler o wird nur ein kleiner Bereich um ko zum Wellenpaket beitragen. Deshalb
interessiert hier auch fiir 0 (K) nur ein solcher Bereich:

i

dw E 1 d?w E 5
(.k)(k) w(ko) + & = (k ko) + 5 W = (k ko)

wo + V(k = ko) + B(k — ko)?

Das ergibt
- " —a(k—Fko)? qi(koz—wot) ai(k—ko)(x—vt) n—iB(k—ko)?t
U(X,t)-._— dk e ( 0) e(o O)e( 0)( v)e B( 0)

— 0o

Mit Substitution k' := k — ko und quadratischer Ergéinzung kann man die Integration leicht
ausfiithren. Die Losung lautet

1
u(x, t) = AT githor—wot) g~ fiiihn (21.5)
' 2 a+ipt '

Fiir die Intensitat gilt

2 c((x—vt)2
I X, t)|? = —Iﬁl: e 2a+p2e%) 21.6
O OF = - E L6)
Man erhélt fiir die Intensitét also wieder ein Gauflsches Wellenpaket. Dieses hat das Zen-
trum bei X = vt und bewegt sich deshalb mit der Gruppengeschwindigkeit v = Z—z o’ Die

Phasengeschwindigkeit v, = /K unterscheidet sich i. A. von dieser?.

Beispiel 21.1 (Plasma) 1
In Plasmen gilt die Dispersionsrelation @ =  ®2 + k?c2, womit sich fiir die Phasen- und

Gruppengeschwindigkeit ergibt:

—i1
w2 4 c2k?

Vp = f >C
w3 + c2k?2

Die Breite von |u(X, t)|? ist nach (21.6) nicht zeitlich konstant. Sie ist gegeben durch

—1
a? + p2t2

d(t) = _

(21.7)

2Nur fiir n(k) = n = const. ist 22 = c/n = v,,.
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21 Wellenpakete in dispersiven Medien

Das heifit, |u(X, t)|? wird breiter und flacher (Amplitude [Cd1') — zwar fiir kleine t noch lang-
Bedingung fur die sam, fiir groflere Zeiten Wi(ﬁ die Abhéngigkeit aber linear. Diese Zeitabhéngigkeit existiert

Zeitabhangigkeit nur fiir B £ 0, also fiir ‘fTij B 0, was immer dann der Fall ist, wenn
ko
dn
— B0,
dk

also in dispersiven Medien.
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Felder in der Wand

Losung innerhalb
des Hohlraums

DGL fur die
Koe [ziehten

Kapitel 22

Wellenleiter

Stellen wir uns einen zylindrischen Hohlraum (Achse in z-Richtung) mit beliebigem Quer-
schnitt vor, dessen Wand aus einem idealen Leiter bestehe. Das heift, innerhalb der Wand
verschwinde das elektrische Feld!. Wegen der dritten Maxwellgleichung (2.3) ist B dann
zeitlich konstant und da zur Zeit t = 0 kein Magnetfeld vorhanden sein soll, gilt in der
Wand des Hohlraums

E=0, B=0 (22.1)

Innerhalb des Hohlraums miissen wir dann die freien Maxwellgleichungen

divE = 0 (22.2)
rotB—%atE =0 (22.3)
1
rotE+ 0B = 0 (22.4)
divB = 0 (22.5)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen Ell = 0 und B, = 0. Wir suchen dabei
speziell Wellenlosungen der Wellengleichung [E1= 0 bzw. [Bl= 0 mit Ausbreitung in
z-Richtung:

E(x,t) = Eo(x,y)e'®* =D B(x,t) = Bo(x,y)e'k*=«,

Damit erhalten wir ein zeitunabhéngiges Problem fiir die Koeffizienten der Felder
1 5 1 1 5 1
2402+ 2 k2 Epxy)=0, 02102+ —Kk2 Bo(x,y)=0 22.6)
x y C2 0 1y — Y, T Yy C2 0( ’y) - ( .

1Das heifit, wir nehmen an, dass @ — 0, bzw. ® < Yo, denn dann wird K reell und &(w — 0) = € + i‘h'TN
hat einen groflen Imaginérteil, womit fast die ganze elektromagnetische Welle sofort absorbiert wird.
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Zusatzliche
Gleichungen

Verbleibende
Problemstellung

Keine TEM-Wellen
in hohlen
Wellenleitern

22 Wellenleiter

Dies scheinen zunéchst sechs unabhéingige Differentialgleichungen fiir die Komponenten von
Eo =: (E;,Ey, E.) und Bo =: (B,,B,, B.) zu sein. Mithilfe der Maxwellgleichungen und
unserem Ansatz fiir monochromatische Wellen in z-Richtung sehen wir aber, dass nicht alle
Koeffizienten-Komponenten unabhéngig voneinander sind. Aus (22.3) und (22.4) folgt

i“B, = 0,E.—ikE,, i“B, — ikE, —0,E.
—i“E, = 9,B.—ikB,,  —i%E, — ikB,—9,B.

Dies sind vier weitere Gleichungen fiir die sechs Koeflizienten. Aufgelost nach E, und E,
bzw. B, und B, erhalten wir

; I&;I 1
|

B = re—ie OB TKE
; 1 1

: kd,E. — %OIBZ

Ey w2/c2 — k2

(analog fiir B, und By). Das heift, E.(X,y) und B,(X,y) legen die Losung fest.

Letztendlich sind die beiden Gleichungen

] W2 (. (. o2 ]
a§+a§+c—2—k2 E.(x,y) =0, a§+a§+c—2—k2 B.(x,y) =0 (22.7)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zu losen.

Bemerkung 22.1 (Spezialfille)

e TE-Welle (transversal-elektrische Welle): E. =0, B, # 0
e TM-Welle (transversal-magnetische Welle): B. =0, E; # 0
e TEM-Welle (transversal-elektromagnetische Welle): E, = B, =0

Satz 22.1
TEM-Wellen sind in hohlen Wellenleitern unmoglich.
Beweis: Wegen E. = 0 und der ersten Maxwellgleichung (22.2) ist
(02Es + 0yEy)e’ ™™D =0 = 9,E, + 9yE, = div Eo(x,y) = 0
Wegen B, = 0 gilt wegen der dritten Maxwellgleichung
(rot E), = 0;Ey —0yE;z =0
Auflerdem gilt wegen E, =0
0=-0.Ey(x,y) =0yE. —0.Ey, 0=0.E.(X,y)=0.E; —0:E. O
Das sind gerade die Komponenten von rot Ey. Es existiert damit ein Skalarfeld ¢(X,y) mit Eg(X,y) =
—grad ¢(X,y). Dieses muss wegen div Eg = 0 die Laplace-Gleichung A¢ = 0 erfiillen. Losungen der
Laplace-Gleichung haben keine lokalen Extrema. Am Rand muss ¢ aber konstant sein, da die Wand

des Hohlraums ein idealer Leiter sein soll. ¢ ist deshalb iiberall konstant und somit Ep = 0, was fiir
die geforderten Wellenlésungen nicht erlaubt ist.
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22 Wellenleiter

Bemerkung 22.2

Um dennoch TEM-Wellen leiten zu kénnen, benutzt man Koaxialkabel.

Beispiel 22.1 (Rechteckwellenleiter, TE-Welle)

Bsp.: Rechteck- Sei der Querschnitt eines Wellenleiters rechteckig (Querschnitt: [0,a] < [0,b] mit a > b).
wellenleiter Fiir eine TE-Welle lautet die zu 16sende Gleichung
[ (|

212+ % B =0
20+ 3 (X y) =

Die Randbedingung B+ = 0 fiir x = 0, a lautet
B.(0,y) =0, B.(a,y)=0

Die Parallelkomponente des elektrischen Felds ist wegen E, = 0 gleich der y-Komponente
E, = 0 und wegen (siche oben zusidtzliche Gleichungen) —“E, = ikB, —d,B. gilt

0;B. =0

Diese Randbedingungen und obige DGL werden durch

Cofr =1 Crghy
B.(X,y) = Bogcos % cos Ty mit m,n [CINg auler m=n=20

erfiillt. Eingesetzt ergibt sich de Dispersionsrelation

m2 n2

21,2 32 82 : _
ke =W —ws,, mit Wy, =CN "

Ist ® < Wpn, so ist k imaginidr und die Welle kann sind nicht ausbreiten. Die kleinste
Frequenz w,,,, und damit die Grenzfrequenz ist dabei durch w19 = cm/a gegeben.
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Wellengleichungen
fur die Potentiale

Losungen der
homogenenen
Gleichungen

Kapitel 23

Allgemeine Losung der
Maxwellgleichungen

Nach Satz 3.1 sind die Wellengleichungen

Cdl = 4nilk©) (23.1)
- Mgy 22

den Maxwellgleichungen dquivalent. Dabei sind die Potentiale definiert iiber

B = rotA
1
E = —gradd) - EatA

und erfiillen die Lorenz-Eichbedingung

1
S0+ divA=0 (23.3)

23.1 Allgemeine Losung der homogenen Gleichungen

Die Losungen der freien Wellengleichungen sind gegeben durch allgemeine Superpositionen
von ebenen Wellen:

7 e

dr(x,t) = e (bh(k)ez(k»m—w(k)t) (23.4)
. ‘

An(x,t) = ane Ap (k) eite=e®D it (k) = ke (23.5)

Aus der Eichbedingung erhalten wir

9 (k) — k- An(k) = 0 (23.6)
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Spezielle Losung
fur ¢

Losung mittels
Greenscher
Funktion

23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

23.2 Die retardierten Potentiale

Nun wollen wir spezielle Losungen der inhomogenen Gleichungen finden. Wie wir sehen
werden, werden diese Losungen retardierte Potentiale genannt.

Um in (23.1) die zeitliche Differentiation zu vereinfachen zerlegen wir beide Seiten der Glei-
chung mittels Fouriertransformation in t:

]

Bt = 2 gxm)e
dw ;
,t — - , —iwt
%, 1 S plx e
Das ergibt
dw w? ®
- _F _ —iwt _ - —iwt
o = Cd(x,w)e o 4mp(X, ) e

Um diese Gleichung zu erfiillen, muss gelten

L
I_T-_IC—2 O(X, ) = —4mp(X, w) (23.7)

Wie wir bereits in der Elektrostatik gesehen haben, kénnen solche inhomogenen Differenti-
algleichungen (U@ = | mit Inhomogenitéit 1) mithilfe einer Greenschen Funktion G geldst
werden, welche die Gleichung UG = 8 (mit der Dirac-Distribution ) erfiillt. Die Losung
erhalten wir dann iiber die Faltung | [G. Wir benotigen also eine Greensche Funktion fiir

U= [CFWb?/c?

Satz 23.1 (Greensche Funktion fiir A + 02/c?)
Die Losung G der Gleichung

L=
I_fl-_lc—2 G(x) = —4md(x),

also die Greensche Funktion fur ——( C=1?/c?), ist gegeben durch

1 )
G(x) = Meﬂwlﬂc\/c (23.8)

Beweis: Es ist

2G(x) = aiKaii)eiwlwl/c_,_iﬁeiwlwl/ci}
|| c ||

_ (agi) giwlzl/c | (aii) i@ giwlal/e Xi
|| ||/ ¢ ||

2 R 2 X
_ 0% giwlal/e XiXi @ ivje) /e 32T~ 2XiXi

c? lz* e |z|*

=1/x|?
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Konstruktion der
Losung mittels
Faltung

Spezielle Losungen
von (23.1) und
(23.2): Die
retardierten
Potentiale

23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

Wegen |:|i2 (alﬁ) = —# kompensieren sich der zweite und vierte Term:

92G(x) = ewI=l/e {a. — = =

Da 1/(—A4m|x|) eine Greensche Funktion fiir A darstellt, ergibt sich

w2

AG(z) = —4nd(ax) e™l=l/e — 2 B@) = 4nd(=) — ‘;Lzze(w),

womit G(a) die Greensche Funktion von A + 0?/c? ist. g

Mit G kénnen wir nun Gleichung (23.7) fiir die Fouriertransformierte @(X, ) 15sen:

T 00X 0)
P(x,0) =G = d*x m giwle—a'f/c (23.9)

Die spezielle Losung von (23.1) erhalten wir mittels Riicktransformation
], [ 1 1
do 5 ,p(X,0) _, d3x’ dw :
X, t) = - PV e—zw(t—\a:—w'?/c) — - b XI, ) e—uutr
L) 21 [x — x| [x—=x'| 2m p( )
mit t,. :=t— |[x — X'|/c, der sog. retardierten Zeit!. Das innere Integral ist aber gerade die
Riicktransformation von p(X’, ®) mit der Zeitvariablen t,.. Deshalb erhalten wir

—

— /
O(x, 1) = d&’%, t—t—|x—xc  (23.10)

Fiihren wir dieselben Schritte fiir die Losung A von (23.2) durch, so ergibt sich analog

—1

1 5,0t
A(x,t):E dx’W (23.11)

Bemerkung 23.1 (Lorenz-Bedingung (23.3))

Die retardierten Potentiale, Losungen von (23.1) und (23.2), kénnen nur Losungen der Maxwell-
gleichungen erzeugen, falls sie auch die Lorenz-Eichbedingung (23.3) erfiillen:

(x5t

» o
B’ Oro(X5tr)
X 7
Ix —xTf

X — T +0

L0up(x, ) + DA, 1) = -

1Diese Zeitverzdgerung kénnen wir anschaulich verstehen. Nehmen wir an, wir beobachten vom Ort @ aus,
die zeitabhingige Ladungsverteilung [am Ort 2% Aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen erhalten wir die Informationen von [imer um | — &4/C zeitverzogert. Im nicht-relativistischen
Grenzfall, den man formal mit ¢ — oo erhilt, ist t, — t und die Potentiale gehen in die aus der Elektro-
und Magnetostatik bereits bekannte Form iiber.
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23 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen

Berechnen wir dafiir

GixSt) 1 050t o, ]
& X —xJ |x —xJ0t, Ox; +ilx ’tr)al|x —x
1 04 0tr ., 0 o 1
= = (Xt ——
[x — xJot, oz Ji(X5 )0 [x — x

i (X5t) | divii(x5)
-
[x —x [x —x

Da die Stromdichte j;(x5't,) als raumlich begrenzt anzunehmen ist (physikalisch sinnvoll), gilt

auflerdem
Z | Z - o O
(X 7t'r (X ,tr
dsx%?i( ) = dami( ) =0

[x — xT [x — xT
Die retardierten Damit ergibt sich zusammen mit der Ladungserhaltung fiir die Lorenz-Bedingung:
Potentiale sind 7 » _ 7
automatisch 1 p.0 Aro(xtr) | ji(x5t) _1 dax[ﬁtﬁ)(x?tr) + divj (x5t) -0
Lorenz-geeicht c [x — xT Ix — xT c [x — %

Die retardierten Potentiale erfiillen somit die notwendige Lorenz-Eichung, d.h. sie dienen zur Er-
zeugung allgemeiner Losungen der Maxwellgleichungen.
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Bewegte
Punktladung

Eigenschaft der
Dirac-Distribution

Kapitel 24

Liénard-Wiechert-Potentiale

Da wir nun die Form der elektrodynamischen Potentiale fiir gegebene zeitabhéngige Ladungs-
und Stromverteilungen kennen, kénnen wir explizite Losungen fiir verschiedene Ladungsver-
teilungen berechnen. Fiir den einfachsten Fall, d.h. wird die zeitabhingige Ladungs- und
Stromverteilung durch eine bewegte Punktladung g verursacht, ergeben sich die sogenann-
ten Liénard-Wiechert-Potentiale.

Die Punktladung bewege sich auf der Bahn r(t), dann sind Ladungs- und Stromdichte
gegeben durch

[, 1) =qd(x —r(t), Ji(x1) =qr(t)d(x—r(t))

Die spezielle Losung fiir das skalare Potential erhalten wir dann aus

|:I !
d(x,t) = X % mit F(X') :=x —r(t—|x—x'|/c) (24.1)
Satz 24.1 1 1
Seien Xq eine einfache Nullstelle von f(x) und Df = g—g{; die Jacobi-Matrix von f, dann
gilt
3(F(x)) = (det DF) "1 3(x — Xo) (24.2)
Beweis:

Sei G eine Testfunktion, dann gilt nach dem Transformationssatz der Integralrechnung
[ 8@~ 20) @) ¢*x = [ 5(£(2) G(f(@) + @0) det(DF) ¢*x = G(f (o) + 20) = G(wo),

falls f(axo) = 0. g
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Eindeutigkeit der
retardierten Zeit

Berechnung der
Funktional-
determinante

24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Damit ist 3(F(x’)) = (det DF)~18(x — r(t,)), weil F(r(t,)) = 0 mit t, = t —|x — r(t,)|/c
und wir erhalten fiir (24.1)

]
bx,t) = dBx w (det DF (x))~? (24.3)

Sei nun R(t) der Abstand vom Beobachtungspunkt X zur Punktladung auf der Bahn r(t):

R(t) = x — r(t) (24.4)

Damit gilt

IR(tT)l =|x- r(tr)l = C(t_ tr)

Satz 24.2 (Eindeutigkeit des retardierten Zeitpunkts)
Die retardierte Zeit t. =t — R(t,.)/c ist eindeutig festgelegt.

Beweis: Nehmen wir an, es gebe t1, to mit t1 # t2 und c(t — t1) = R(t1), c(t — t2) = R(t2). Es gilt
dann

cltc — t1] = |R(t1) — R(t2)| =: AR

Dabei ist AR immer kleiner oder gleich dem in [tz — t1] von der Punktladung q durchlaufenen Bahn-
segment AS. Das heifit

__OR b
lte —ta] = [tz —ta]’

womit sich die Punktladung schneller als das Licht bewegen wiirde. Die Zeiten t2 und t; miissen also
gleich sein. O

Zur Berechnung der Funktionaldeterminante aus (24.3) notieren wir zunéchst eine andere
Schreibweise fiir die Determinante einer 3 < 3-Matrix:

det A = @kahazjagk

Damit kénnen wir det DF(x’) berechnen:

det DF(X) = e”k(a'f1 (0/F2) (0} 3%

L 1
= & 6 r atT atr 6 — ¥ atr
- ijk 1i — 1axi ZaX;- 3k SaX;c

ot,
= 1- Sukl’1a ,5275% Sukrza X! " 0103 —
ot, r; X; — X!
= 1-v, — 11— %N 24.5
ox!, c |xX—X| ( )
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24 Liénard-Wiechert-Potentiale

Jetzt konnen wir die Integration in (24.3) ausfiihren:

1

(b(X, t) =q d3x’ 6(XI — r(tT)) q

[X = X'| = Fi(X; — x})/c T X ()= Bi(t) (6 — ri(t)

Die Liénard- Das Skalarpotential ¢ einer bewegten Punktladung ist also gegeben durch
Wiechert-Potentiale

d(x,t) = R_qﬁﬁ (24.6)

Analog konnen wir die Rechnung fiir A durchfiihren und erhalten

A(X,t) = %a (24.7)
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Kapitel 25

Strahlung einer beschleunigten
Punktladung

Wie wir im Folgenden sehen werden, fithren uns die Liénard-Wiechert-Potentiale auf ein elek-
trodynamisches Strahlungsfeld. Das heif3t, eine beschleunigte Punktladung emittiert elektro-
magnetische Strahlung.

25.1 Strahlungsfeld

Das elektrische Feld erhalten wir aus den Liénard-Wiechert-Potentiale iiber

E(x,t) = —grad p(x, 1) — %atA(x, t)

Berechnung des Dazu berechnen wir als erstes (mit n; := R;/R)
elektrischen Felds —q
0, = ——+——[0;,R—RLI;Br —Bro;R
(0 R—B RV [ 10iBr — PrOiRy]
1] 1]
—( oR oRy,

R—B- -R)2

0 gy R s g5 R,
= wm-pre MTRT G TPRTBG ot
und
1 |%| .|
1 1 R ot, dR ot,
EatA -~ (R-B RZ gtB(R_B'R)_QB at. ot B'atr_ R0
_ q SR-B.RI-B8 R_g.r_p.2R Ot
~ ¢R—B R)2 BR=B-R)=P ot, B-R-B ot, ot
Zusammengesetzt ergibt das
L1 : CIT1
e B o R g ORI Bt
EZ_(R—B-R)Z N =B cat(R B-R)+ at, P-R-B ot, aZt’”Jrcat
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25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Dafiir wollen wir zunéchst die Grofien %ttr, g;ri, g—ﬁ und g—ﬁ berechnen:
ot, . 1Xx;, — I"i(tT) ari(tr) ot, . r
at _'1+_c|x-£§(njl at, ot Lt Bl 5
ot, 1
5t " 1-p nl (25-1)
_1x, —rg(t) ] ot ] 1
kT Tk i T
hd it = 0 4 ) ' ity
9 c |x—r(tr _ axi cn +n-po
J;t. = (25.2)
OR  r(x—r(t)) _
. =— =— 25.
ot, [x—r(t,)]| ¢ n-Bl, (25.3)
R
FT cB(t,) (25.4)
Damit
E. = d If—I—B-—BiR—I;Icn B—PB R+cp? N — B
0 R¢(1-B-n)2 YTt ¢ c(1—B-n)
111 R 1 ) 1T
q B:R 2 B-R
= =5 —f75 3 i~ Bi— 1=p-n)—(n; —pB; -n-pB-
RZ(1-p n)3 n;—P c ( B-n)—(n;—B:) B n-B c
q . , RO o =Y
= RZ1—B - n? (nz‘_Bi)(l_BH'E (ni =B;)(n-B) =Bi(n* =B n)
[ L
_ q(nZ—BZ) +q n = (n_B)xB
R?y2(1—B - n)3 cR(1—pB-n)3
Das elektrische Feld einer beschleunigten Punktladung ist somit gegeben durch
Feld einer
beschleunigten — —
Punktladung _ 3
- 4B E+qnx(n PP (25.5)
RZy2(1-B-n)35) cR(1—-B:-n)s '
tr

Eine analoge Rechnung fiir B = rot A liefert

B=nxE (25.6) |

Bemerkungen 25.1 (Diskussion)

(i) Aus (25.6) folgt sofort, dass das magnetische Feld einer beschleunigten Punktladung senkrecht
zum elektrischen Feld und senkrecht zur Verbindungslinie zwischen Beobachter und Ladung
steht.

T3: Elektrodynamik 109 Sebastian Gottwald (LMU)



Strahlungsfeld

Strahlstarke

25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

i as elektrische Fe . esteht aus einem Term o und einem Term o< .
i) D lektrische Feld (25.5) b h i T 1/R? d ei T 1/R

(iii) Im Spezialfall einer ruhenden Punktladung (B = 0) ergibt sich notwendigerweise das Cou-
lombfeld einer Punktladung:

qgn
a2
(iv) Fiir eine gleichférmig bewegte Punktladung (B = 0) bleibt nur der erste Term (o< 1/R?) in
(25.5).

(v) Der zweite ist der charakteristische Term fiir eine beschleunigte Punktladung. Dieser verur-
sacht das bereits angesprochene Strahlungsfeld. Qualitativ konnen wir das verstehen, wenn wir
den Poyntingvektor betrachten, dessen Betrag den Energiefluss pro Zeit und Fliche (Energie-
stromdichte) angibt. Da B « E, ist nun S o« E B 1/R2. Die gesamte Energie, die pro Zeit
abtransportiert wird ist damit

1
Ex|S|Ax ﬁRz = const.
Das heif3t, die abgestrahlte Energie ist unabhéngig von der Entfernung zur beschleunigten
Punktladung konstant. Diese Eigenschaft kann nur von elektromagnetischer Strahlung erfiillt
werden.

25.2 Strahlungsverlust

25.2.1 Strahlstiarke

Im Folgenden wollen wir nur das Strahlungsfeld der Punktladung betrachten, das heif3t
den zweiten Term von (25.5). Mit dem Poynting-Vektor S = ;=(E x B) ldsst sich die
de

Strahlungsleistung P’ := %= iiber

dP’ =S .do =S -nR*dQ
wegen divS = 0;W berechnen. Aus (25.6) folgt

_ CcR?

_ cR?
- T A4m

dpP’
41

n-(E xB)dQ |E|?dQ
Die Strahlungsleistung am Beobachtungsort muss aber nicht auf t, sondern auf t, bezogen

werden. Man erhilt wegen dt, = dt/(1 —-n)

P _d e _d e o dP’(l_Bln)E
dQ dQ dt.  dQ dt )

tr
fiir die sog. Strahlstdrke, die Strahlungsleistung pro Raumwinkel. Diese ergibt sich dann zu
dP 02 x (n—=B)xp

dQ ~4nc  (1-B-np (25.7)

Man sieht, dass diese nicht vom Abstand R von der Quelle abhiingt.
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Winkelabhangigkeit
der Strahlstarke

Larmor-Formel

Bedingungen an P

25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Bemerkungen 25.2 (Spezialfille)
(i) Im nichtrelativistischen Fall (3 < 1) ergibt sich

ap ap” _ ¢ 3\ (2 ¢ 52 2

EZE:RMX(I’IXBN :RB sin ¥, (25.8)
wenn ¥ der Winkel zwischen der Beschleunigungsrichtung und der Verbindungslinie zum Be-
obachtungsort X ist. Das bedeutet, die Abstrahlung ist senkrecht zur Beschleunigungsrichtung
am stéarksten.

(ii) Ist die Beschleunigungsrichtung dieselbe, wie die Bewegungsrichtung (B||B), so gilt (im rela-
tivistischen Fall)

4P _ 7 g sy
A2 4mc” (1 — BcosV)®

Im Allgemeinen ist die Abstrahlung also nicht senkrecht zur Beschleunigungsrichtung am
starksten, sondern in Richtung eines Winkels ;4. Dieser ist gegeben durch

p1+1552 -1
38

coS Imaz =

25.2.2 Strahlungsverlust im nichtrelativistischen Fall

Die beschleunigte Punktladung verliert wegen der endlichen Strahlungsleistung P = g—t‘gr
stindig an Energie. Fiir den Fall B [Tdrhalten wir aus (25.8)
P = EdQ:mBZ sinsﬁdﬁd(b:mBZQH _1(1—coszﬁ)dcosﬁ
26 )
= - — 25.9
3¢ P (25.9)

Diese Beziehung wird Larmor-Formel genannt.

25.2.3 Strahlungsverlust relativistischer Punktladungen

Um die abgestrahlte Leistung P fiir relativistische Geschwindigkeiten zu erhalten, suchen
wir einen allgemeinen Ausdruck fiir (25.9). Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist da-
bei, dass sich die Energie dE unter Lorentz-Transformationen wie die Zeitkomponente eines
Vierervektors verhélt. Wegen

dE =P dt

ist P invariant unter Lorentz-Transformationen, also ein Lorentz-Skalar. Um einen relati-
vistischen Ausdruck fiir die Leistung zu erhalten, miissen auerdem folgende Bedingungen
erfiillt werden:

(i) Fir p CITbll P in die bekannte Form (25.9) iibergehen.

(ii) Aus (25.7) sehen wir, dass die Leistung eine Funktion von 3 und deren ersten zeitlichen
Ableitung B sein muss. Hohere Ableitungen kénnen nicht auftreten.

T3: Elektrodynamik 111 Sebastian Gottwald (LMU)



Relativistische
Strahlungsleistung

25 Strahlung einer beschleunigten Punktladung

Gehen wir nun von Gl. (25.9)
2 ¢ o

Pnr = 2
3m2c3 dt

aus und ersetzen den Impuls p = mv durch den Viererimpuls p#* = ym(c,v) und dt durch
die Eigenzeit dt = dt/y:

L2 9% dp,dp*

P==
3m2c3 dt dr

Die angegebene Form ist die einzige Moglichkeit, obige Bedingungen an P zu erfiillen, denn
die Vierer-Vektoren p* und dp#/dt sind die einzigen, die zur Konstruktion des Lorentz-
Skalars P dienen. Und es ist p,p* = E2/c? — p? = m?c? und pu% I%(pup“) = 0. Es
bleibt also nur die Form in (25.2.3). Um zu sehen, dass wir daraus im Grenziibergang 3 — 0
Ausdruck (25.9) erhalten, benutzen wir die in Abschnitt 4.1 gezeigte Beziehung E = p - v.
Damit ergibt sich

nop @RS G, g
dt dt  ¢2 dt dt P dt dt - dt

Wir wéhlen deshalb das negative Vorzeichen:

2 ¢* dp,dp”
P==3mi@ o dt (25.10)

Mit E = ymc? und p = ymv erhalten wir
dp. dp” 2 2202 22200
o oar C Y moeyt —yImiet(By + By)
= FmiyS(B B — Py m? - 2mye(B - B
= —’'m?y® (B-B)°+ (1 —p?)B?
1

1
— iy B (B B

Wir finden somit

2¢? el:'lz 'zl:l
P :ng B=—(Bx=PB) (25.11)

Bemerkung 25.3 (Spezialfille)
e Fiir geradlinige Beschleunigung (B||B) ist

2¢° 642 2¢° 7dp “
P+ — = — 25.12
CF 37 B 3m2c3  dt ( )
wie man leicht aus obiger Rechnung entnehmen kann.
e Wird senkrecht zur Bewegungsrichtung beschleunigt (3 L [3)7 S0 ist
<«
2¢° 452 22 ,7dp °
P — = —_ P 25.13
0= 307 B 3m2c | dt - ( )
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Fouriertransformierte
des retardierten
Vektorpotentials

1. Naherung: a < r

Kapitel 26

Dipolstrahlung

26.1 Potentiale der Dipolstrahlung

Nun wollen wir den allgemeineren Fall einer lokalisierten Ladungs- und Stromverteilung
betrachten. Dafiir zerlegen wir zunéchst die zeitabhéngigen Gréfien in deren Frequenzkom-

ponenten:
1

Jxt) = Jxwe “do

Aus (23.11) folgt

= T -
A = do = B I emienr _ 0 Kix ) e dy
c Ix — x|
mit
1 i,e)
N _ = 3/ ) iw|lz—a/c
AXw) =7 dX Ix—x|° (26.1)

Bemerkung 26.1 (Beziehung zum Skalarpotential)
Die retardierten Potentiale miissen die Lorenz-Eichbedinung %@cp + div A = 0 erfiillen. Deshalb

konnen wir aus bekanntem A auf @ schlieBen:
Z » —
w R - C .. X
dw —?(p-i-leA =0 & ¢= ﬁdIVA (26.2)

Um (26.1) zu vereinfachen, fithren wir verschiedene Ndherungen durch. Als erstes nehmen wir
an, dass die Ausdehnung a der Quelle (Ladungsverteilung) klein gegeniiber dem Abstand
r := [X]| von Quelle und Beobachter ist. Da sich r’ := |X'| in der GréBenordnung von a
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2. Naherung:
Nichtrelativistische
Oszillationen

Zusammenhang
zum el.
Dipolmoment

Vektorpotential der
Dipolstrahlung

26 Dipolstrahlung

aufhilt, ist auch r'/r [T Aus dem Kapitel {iber Multipolentwicklung wissen wir

1 1 1 I | I
1 = T 1 r' 1 r
== — Pi(cos®) == 14+ —cosb+... == 1+0 —
[x — x| r_o T r r r r

Aus einer Taylorentwicklung von |x — x'| folgt

[ ;I:I 1 [ ;I:I:IZI
, XX r n-x r
X =X'|=r— +0 — =r 1- +0 —
r2 r r2

Also erhalten wir unter Vernachlissigung der Terme mit héherer Ordnung in r'/r :

wl|r—x
€ ! ? — 1 ikr efikn-mlj

Ix=x/| " r
Daraus ergibt sich fiir die Fourierkomponente des retardierten Potentials

ikr

A(x, k) = =

[}

d*x’ j (X', k) e~ tkn® (26.3)

Dieses Resultét liasst sich noch weiter vereinfachen, wenn wir annehmen, dass die Oszillatio-
nen der Ladungsverteilung nichtrelativistisch sind:

ro<aw Ccd - A LCal

Deshalb gilt auch kn - x’ [Tilnd damit e~*™® = 1. Wir erhalten

eikr

A(x, k) = d*x’ j (X', k) (26.4)

cr

Das verbleibende Integral konnen wir auf eine bekannte Grofie zuriickfiihren:
(I (I 1 [
B*xji = BxJrdei = PxJrox; == d°XX; 0k

Dabei wurde beim letzten Schritt partiell integriert. Die Kontinuitétsgleichung 0; [ divj = 0
geht im Frequenzraum in die Gleichung iw [ = div j tiber. Deshalb finden wir

1 (I
BxJ;(x,K) = =0 x; [, K) dB®x = —iw p;(k)

mit der Fouriertransformierten p(k) des elektrischen Dipoloments p(t). Schliellich ergibt sich

ikr

A(x, k) = —ikp(k)

(26.5)
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3. Naherung: r > A

Felder der
Dipolstrahlung im
Frequenzraum

26 Dipolstrahlung

Die Riicktransformation in den Ortsraum liefert!

L] i(kr—wt)
~ €
A1) == ickp(k) S dk (26.6)

26.2 Felder der Dipolstrahlung

Fiir Funktionen, die nur von |X| abhéngen gilt: 9;f(r) = n; 0, (r). Nutzen wir dies um die
Fouriertransformierte B (X, k) des Magnetfelds zu berechnen:

ikr

B(x,k) = rot A(r,k) = n x 9, A(r,k) = —ikn < pa,

r

Fithren wir eine weitere Niherung durch, ndmlich 0,.(e**"/r) = ike?*"/r fiir r [_A, ko ergibt
sich

ikr

B(x,k) = k?n xp & (26.7)

Da die Stromdichte j nur innerhalb einer Umgebung der Ladungsverteilung mit Radius a
von null verschieden ist, gilt auerhalb rot B = %6tE. Im Frequenzraum gilt deshalb

E(x, k) = %rot B(r,k) = % nxa,B(r,k) =B(r,k) xn (26.8)

E=Bxn (26.9)

Bemerkung 26.2 (Eigenschaften der Felder)

Die Felder sind im Mittel proportional zu 1/r; diese Eigenschaft charakterisiert sie als Strahlungs-
feld. Das elektrische und magnetische Feld stehen zueinander senkrecht und beide stehen senkrecht
zu N, also senkrecht zur Verbindungslinie von Quelle und Beobachter. Auflerdem haben E- und
B-Feld denselben Betrag.

26.3 Energiestrom und Leistung

Im Folgenden wollen wir von einer harmonischen Frequenzzerlegung ausgehen, d.h. die Fou-
riertransformierten der entsprechenden Grofien sind nur fiir eine spezielle Frequenz ® un-
gleich null:

E(x,t) = E(x)e” ™, B(x,t)=B(x)e ™!

1Der Term ek« /r beschreibt das Verhalten einer Kugelwelle.
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Energiestrom der
Dipolstrahlung

Strahlstédrke eines
Dipols

Strahlungsverhalten
eines linearen
Oszillators

Punktladung in
Kreishewegung

26 Dipolstrahlung

Man kann zeigen (z.B. in den Ubungen zur Elektrodynamik im SoSe 08 — Tutorium 1),
dass das zeitliche Mittel des Poyntingvektors aus den Feldern in komplexer Notation durch
[S[&= 5= E x B* gegeben ist. Hier ergibt sich also
s CExB = CEB n-nSBP=n K nxpp (26.10)
8n 8 8 81 r? '

Wegen dP = S-do = S-n r2dQ gilt fiir die Strahlungsleistung pro Raumwinkel (Strahlstéirke)

L Ca 512
E_r n-[3F 8_nk [n > p| (26.11)

Bemerkung 26.3
Fiir |n x p|? kénnen wir auch schreiben

Ping Pinmeieimi = [p|* — N - pJ? (26.12)

Beispiel 26.1 (Oszillierende Punktladung)
Das Dipolmoment einer entlang einer Achse (hier z-Achse) oszillierenden Punktladung ist
durch
Ll S ) IO I B
p(t) =qa(0,0,coswt) = Cgac, e " = [pe ™!

gegeben, wenn a die Amplitude der Oszillation ist. Hier erhalten wir also p = gqa€,. Wir
finden

[n < p| = |p|sin® = ga sin® :[sm% Csih?9

Die Strahlung des schwingenden Dipols verschwindet somit in Oszillationsrichtung und ist
senkrecht zu dieser maximal.

Beispiel 26.2 (Ladung auf Kreisbahn)
Befindet sich eine Ladung (z.B. das Elektron) auf einer Kreisbahn um den Ursprung, so
ist das Dipolmoment durch
[ g
p(t) = ga(coswt,sinwt, 0) = Cga(1,i,0)e "
gegeben. Also ist p=gqa(l,i,0). Damit
In>p|* = [pl* = In - p|* = 20°a° — g”a’[n, +in,|* = ¢°a*(2 — sin* 9)

Hier sind also [SLEL [0+ cos® ), d.h. entlang der Symmetrieachse (z-Achse) ist die
Abstrahlung maximal und senkrecht dazu sieht man nur die lineare Oszillation.
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Elektrische
Dipolstrahlung (E1)

Quasistatisches
Potential der
Nahzone

E2- und
M1-Strahlung

26 Dipolstrahlung

Sind alle Komponenten des Dipolmoments p(t) in gleicher Phase, so kann man schreiben
In > p|* = [p|* sin® B

Damit erhilt man fiir elektrische Dipolstrahlung (E1)?

dP

4512
40 = 51 k |p|? sin? (26.13)

Und somit P = %mz

Bemerkungen 26.4

(i) Diese Formeln stimmen mit den Beziehungen aus dem letzten Kapitel iiber beschleunigte
Punktladungen iiberein, denn setzt man z.B. r(t) = a coswt, so ist nach der Larmor-Formel
2¢° o okt 5
=3.PF) =4
(i) Die obigen Uberlegungen und Néherungen gelten nur in der sog. Fernzone (a < A < 7).

Als Nahzone bezeichnet man den Bereich, in dem a < r < X gilt. Hier kénnen wir fiir die

Fouriertransformierte des retardierten Vektorpotentials schreiben:

1 (XY T 17 (x5
N _ = 3 .0 zk|:v x 3 0
AR = . e x—x° . de Ix —xJ’

was dem Ausdruck fiir das Vektorpotential der Magnetostatik entspricht. Man nennt deshalb
A(x,t) = A(x)e ™"

quasistatisch. Der Bereich zwischen Nah- und Fernzone wird Zwischenzone (a < r ~ )
genannt. Hier sind die Beziehungen komplizierter.

(iii) Beriicksichtigt man in (26.3) auch den néchst héheren Term von emikm et ik x "
so erhdlt man zusétzlich

. 7 w .
ikr -7, ikr
¢ czn - xYj = ke FeL x5 +m-jx" += ! (x ><_]

ik
cr cr {z } ?
E2

Die Terme E2 fiihren zu elektrischer Quadrupolstrahlung, wobei aus M1 magnetische Dipol-
strahlung entsteht.

2Man bezeichnet mit Ek und Mk elektrische und magnetische 2¥-Strahlung.
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Induziertes
Dipolmoment

Def.: DiLerentieller
Wirkungsquer-
schnitt

Kapitel 27

Streuung von Licht

Hier wollen wir kurz darauf eingehen, wie die Streuung von Licht an gebundenen Elektronen
behandelt werden kann. Dabei vernachlissigen wir relativistische Effekte (3 [—L)1

Trifft eine einfallende ebene Welle
E(x,1) = Ege'(k®=h

auf ein gebundenes Elektron, so wird nach dem klassischen Oszillatormodell aus Abschnitt
20.1 ein Dipolmoment induziert:

e2/m -
t) = _ E —iwt
p(t) w5 — w2 —iyw o€

Dieses zeitabhingige Dipolmoment verursacht die Abstrahlung von elektromagnetischen
Wellen mit der Strahlstiarke
¢ o B granzs

C 2 .
8—]_[k4|p|2 sin? 9 = — |Eol? (27.1)

0P (2013) Gl
B ST me2  (w§ — w?)2 4 y2w?

dQ

Definition 27.1 (Differentieller Wirkungsquerschnitt).

Die GrolRe
do 1 dP
iQ ~ [Sfie (27.2)

mit der einfallenden Energiestromdichte S wird di Cerentieller Wirkungsquerschnitt genannt.
Wird dieser Uber den ganzen Raumwinkel integriert, so erhdlt man den totalen (oder inte-
gralen) Wirkungsquerschnitt
I:Idcr
= —dQ 27.3
Y ) (27.3)
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27 Streuung von Licht

Hier ergibt sich wegen |[S[}= §|Eo|2

do _ et 1

4
(27.4)

W .
sin® 9

dQ ~  me2

(0~ 0?1y

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann

o(v) =

mc2

o (27.5)

S

(F =@ +y70?)

Bemerkungen 27.1 (Spezialfille)
e Thomsonstreuung: wo = = 0 (freies Elektron) oder w > wo,w > ~

Thomson- und

Rayleighstreuung
2

e
=3

mc?

Hier ist der totale Wirkungsquerschnitt gegeben durch
((2
(27.6)

_. 8m 2
= Tt

mit dem klassischen Elektronenradius re.

e Rayleighstreuung:

Hier gilt
4
w
o(w) = UTw_é

T3: Elektrodynamik

w <K wo

(27.7)

Sebastian Gottwald (LMU)
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Drehmatrix

Def.: Skalarfeld

Anhang A

Mehrdimensionale Analysis

Fiir die zuséitzlichen Inhalte im folgenden Kapitel habe ich mich an Mathematik fuir Physiker
und Mathematiker, Band 2 von Rainer Wust und Applied Mathematics von Peter J. Olver
orientiert und diese selbst an die Vorlesung angepasst, weswegen sicherlich einige Fehler
enthalten sind, iiber deren Mitteilung ich mich freuen wiirde.

A.1 Felder, Tensoren und Drehungen

A.1.1 Drehungen

Wie wir bereits in der Vorlesung T1: Theoretische Mechanik kennengelernt haben, kann man
die Transformation von Vektoren X [ unter Drehungen des Koordinatensystems mithilfe
einer Drehmatrix R beschreiben:

X/ = RxXx Lo Xg = Rinj = Rinj
J

Eine solche Drehmatrix ist orthogonal (R~ = R”) und beispielsweise fiir eine einfache
Drehung (um die z-Achse um den Winkel o) von der Form

1 )
cosa sina 0

R=LCdsina cosa 0 [
0 0 1

A.1.2 Felder

Definition A.1 (Skalarfeld).
Eine Abbildung ¢ : Q [CRRF - R,x B ¢(x) heilt Skalarfeld.

Im gedrehten Koordinatensystem soll der Funktionswert ¢(x) aus dem ungedrehten System
erhalten bleiben: ¢(x) = ¢p(RTx’) =: ¢’ (X').
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Def.: Vektorfeld

Def.: Tensor

Def.: Pseudotensor

Invariante Tensoren

A Mehrdimensionale Analysis

Definition A.2 (Vektorfeld).

Eine Abbildung A : Q [CRP - R3,x B A(X) wird Vektorfeld genannt. Dabei sei A(x) als
Element eines weiteren Exemplars des R® mit Koordinatenursprung am Punkt X interpre-
tiert.

Unter Drehungen des Koordinatensystems verhdlt sich ein Vektorfeld gemal A’(x’) = RA(X).

A.1.3 Tensoren

Definition A.3 (Tensor).
Ein Tensor n-ter Stufe ist eine n-fach indizierte GroRe T = (T;,...;,,) =: T4,...s,» Welche
unter einem Koordinatenwechsel folgendem Transformationsgesetz genugt:

Till---in (X/) = Riljl s Rinjnle"'jn (X) (Al)

Beispiel A.1
Sind a, b zwei Vektoren, so ist durch T;; = A;B; ein Tensor zweiter Stufe definiert.

Bemerkung A.1

Ein als Tensorgleichung formuliertes Gesetz ist automatisch kovariant (forminvariant) unter rdum-
lichen Drehungen. Die durch ein solches Gesetz beschriebene Physik ist somit unabhéngig von der
Orientierung des Koordinatensystems (z.B. F = ma).

Definition A.4 (Pseudotensor).
Gilt fur S, ...;,, unter einem Koordinatenwechsel

n

Si,.in = (detR) Ry j, -+ Ri 5, S;

“in 1+Jn

Beispiel A.2
Sei R = P := —1 (Raumspiegelung/Paritétstransformation), so nennt man
(i) Y Pseudoskalar, falls gilt: Y/(PX) = (detP) W(X) = —Y(X);

(ii) A Pseudovektor, falls gilt: B}(PX) = (det P) P;;B;(X) = B;(X).

Dabei sollte nicht verwechselt werden, dass fiir ein Vektorfeld A(X) gilt:
AL (PX) = PijA;(X) = —A;(X).

Satz A.1 (Invariante Tensoren)
(i) Das Kronecker-Delta 9;; ist ein Tensor zweiter Stufe und invariant unter orthogonalen
Transformationen.

(i) Der Levi-Civita-Tensor [, ist ein Pseudotensor und invariant unter orthogonalen
Transformationen.
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A Mehrdimensionale Analysis

Beweis:
2. Es ist RjjRjm Ry [hn = (det R) LJi. Da det R = &1 und [gk = Lk, gilt
), = (det R) RyRjm Ry G- o

A.1.4 Verjiingung

Die sogenannte Verjungung weitet den Begriff der Spur auf Tensoren aus.

Definition A.5 (Verjiingung).
Def.: Verjungung Als Verjungung bezeichnet man eine lineare Abbildung C : T,,...;,, B T,,..,,_,, also eine
Kontraktion des Tensors um zwei Stufen.

B(.eispiel A.3. . . . — —

Sei T =: T;; ein Tensor zweiter Stufe (Matrix), dann ist durch i 0ijTij = Ty =Tr(T)
ein Tensor nullter Stufe (Skalar) gegeben. Die Spur einer Matrix ist also eine spezielle
Verjiingung.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.2 Mehrdimensionale Differentiation

A.2.1 Die Ableitung

Im Folgenden sei m,n [N, f: R™ - R", D(f) offen, x CDI(f) vorgegeben.
Definition A.6 (Landau-Symbol 0).

Def.: Seien | [N, g: R™ - R/, g(x) B 0 XICDI(g), Xo [CDI(f) n D(g). Dann sei

Landau-Symbol o

_ R O]
f(X) =0(g(x)) (X - Xg) := ST 0 (X - Xo) (A.3)
Definition A.7 (Differenzierbarkeit, Ableitung).
Def.: Ableitung T ist an der Stelle x di[Cerknzierbar, wenn eine lineare Abbildung L CLI(R™, R™) existiert,
sodass
f(x+u)—f(X)=Lu+o(u) (u-0) (A4)

L ist eindeutig bestimmt und heiflst Ableitung von f an der Stelle X. Man schreibt

Df(x) =L (A.5)
Im Folgenden sei T stets an der Stelle X differenzierbar.

Bemerkung A.2 (Partielle Ableitung)
Ist n = 1 — bzw. betrachtet man nur eine Komponentenfunktion — so wird die partielle Ableitung
nach der k-ten Variablen

88_;;._ ml[f(:Cl,...,l’k-l-h,...:pm)—f(:cl,...,mk,...:pm)]

flllﬁ oh
auch mit Dy f(x) oder Oy f(z) bezeichnet.

Satz A.2 (Darstellung der Ableitung)

Jakobi-Matrix Da f in x dilerknzierbar ist, sind die Koordinatenfunktionen f; (i [{l,...n}) von f an
der Stelle x partiell di Cerenzierbar und die Ableitung von f an der Stelle x ist die Funktio-
nalmatrix (Jakobi-Matrix):

1 1
D]_f]_ (X) s Dmfl (X)
Df(x) = [ N (A.6)
D;f,.(x) -+ Dp,f.(X)

Beweis: Da die Ableitung Df(X) eine lineare Abbildung aus L(R™,R"™) ist, kann sie als Matrix
dargestellt werden. Deshalb kénnen wir wegen Gl. (A.4) mit den Koordinatenfunktionen f; (i €
{1,..., n}) schreiben:

m

fi(x+u) —fi(z) = ) diuj+o(u) (u—0)
j=1
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A Mehrdimensionale Analysis

Setzen wir nun uw = hé, mit h € R, so ist
fi(x+ u) — f;(x) = d;prh +o(h) (h—0)
Damit ist d;x = Dy f;(x). O

In hoherdimensionalen Réaumen gelten zum Eindimensionalen analoge Rechenregeln fiir die
Differentiation.

A.2.2 Der Gradient

Im Folgenden seien m [N, @ ein Skalarfeld (¢ : R™ - R), G := D(¢) [IRI"™ offen.
Definition A.8 (Gradient).

Def.: Gradient Der Gradient des Skalarfelds ¢ ist definiert durch
grad@:G - R™,x B (D19(x) -+ Dp@(x))" (A7)
Man schreibt [@ = grad@ = (D1¢ -+ D,,@)T.

Bemerkung A.3
(i) Mit obigen Voraussetzungen ist V¢(X) = D¢(X). Das heifit, der Gradient ist die Ableitung
eines Skalarfelds und wir kénnen schreiben:

(X +U) = d(X) = Vo(X) -u+o(u) (u—0)

Gradient unter orth. (i) Der Gradient verhilt sich unter orthogonalen Transformationen V== (D= ... DL ¢HT
Transformationen (mit Di'= 52) wie ein Tensor erster Stufe (Vektor):
]

9¢UxY  9(x)  98(x) 9z;  0B(X) 1 O B
(911-‘3 (911-‘3 ox; 81137 ox; Ry = VdRXS'fRVé(X)

Definition A.9 (Richtungsableitung).
Def.: Sei ug CRI™ normiert und t IR, so wird
Richtungsableitung
X + tug) — @O(X
D1, 0) 1= i 20 W) =00

die Richtungsableitung von @ an der Stelle x in Richtung ug genannt.

Bemerkung A.4
(i) Sei speziell ug = é, (k € {1,...,m}), so gilt

Duyd(X) = Dip(X) (A.9)

Das heif3t, die Richtungsableitung in Richtung eines euklidischen Einheitsvektors éj ist gerade
die partielle Ableitung nach der k-ten Variablen.

(ii) Allgemein gilt
Duyp(X) = V(X) - Uo (A.10)
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Die Richtung des
Gradienten ist die
steilste

Aquivalenzrelation
in Wi,

Def.:
Tangentialraum

Skalarprodukt auf
Tao

A Mehrdimensionale Analysis

Beweis: Es ist

Duy®(@) = lim (9@ +tuo) — 0(a)) = Jim + (DO()tuo + o(tuo))

O(tuo) . O(t’uo)
=V . 1
T o(x) - uo + Jim t]juol|

Vo(xz) - uo + tl%

Vo(xz) - uo

Die Richtungsableitung ist also gerade durch die Projektion des Gradienten in die Richtung uo
gegeben. Damit kénnen wir mithilfe der Schwarzschen Ungleichung zeigen, dass der Gradient
immer in Richtung des steilsten Anstiegs des Skalarfelds ¢(X) zeigt:

(iii) Es gilt
|Duop(X)| = [VP(X) - Uo| < [[Vo(X)[[[[uo]| = [[Vo(X)||
Die Gleichheit gilt bei der Schwarzschen Ungleichung dann, wenn V¢ und Ug in die gleiche
Richtung zeigen. Somit ist die Steigung von ¢ in diejenige Richtung Up am steilsten, die in

dieselbe Richtung wie der Gradient zeigt. Obiges beweist ebenso, dass sich das Skalarfeld ¢
senkrecht zum Gradienten nicht dndert.

A.2.3 Der Gradient in Kugelkoordinaten
Wege im R™ und der Tangentialraum

Seien Xo [RI™, d R Die Abbildung X(-) : [=0,0] - R™,t B X(t) sei stetig differenzierbar
und Wy, := {X(-)|X(0) = Xo}. Die Elemente von W, kann man sich als Bahnen von Teilchen
vorstellen, die zur Zeit t = 0 am Punkt Xg sind.

Zwei Wege X(+) und y(-) aus W, seien dquivalent, falls ihre Geschwindigkeitsvektoren X, y
zur Zeit t = 0 dieselben sind:

X() Lyl) e X(0) =y(0) (A.11)

Alle Elemente, welche dieselbe Aquivalenzrelation erfiillen, gehéren einer Aquivalenzklasse
[%(+)] an.

Definition A.10 (Tangentialraum).
Der Raum der Aquivalenzklassen

TﬂCo = {[X()] :X(') mo} (A12)

wird Tangentialraum am Punkt X genannt.

Definition A.11 (Skalarprodukt auf T.,).
Durch

(XOL Iy OD e, = (%(0),y(0)) = %;(0)y;(0) (A.13)

ist ein Skalarprodukt® auf T, erkldrt.

1Mit (-, -) bezeichnen wir im Folgenden immer das Standardskalarprodukt im R™
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Kinetische Energie
unter Koordinaten-
transformation

Skalarprodukt auf
Ta(z0)

A Mehrdimensionale Analysis

Bemerkung A.5
Im Folgenden unterscheiden wir nicht mehr zwischen der Aquivalenzklasse [X(-)] und einem Re-
prisentanten X(-) € [X(-)], da uns jeweils nur X(0) interessiert.

Koordinatentransformationen, Skalarprodukt in Tg(,)

Wir betrachten eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung ® : R™ - R™ (Koordina-
tentransformation). Ein Weg X(-) [T}, wird zu einem Weg

®ox()=:%x(),

der durch den Punkt ®(Xg) geht.

Durch das Skalarprodukt (X(-),X(-))z,, = (X(0),%(0)) = [X(0)|? ist bis auf konstante Fak-
toren die kinetische Energie eines Teilchens zur Zeit t = 0 am Ort X gegeben. Diese Ei-
genschaft des Skalarprodukts in T, soll bei Koordinatentransformationen erhalten bleiben.
Dazu fordern wir allgemeiner

(R()Y (D ey = (X(0),Y(0) Ty, = (%(0),¥(0))

Mit dieser Forderung kénnen wir eine Darstellung des Skalarprodukts in Tg(,,) entwickeln,
denn es ist X(0) = D®(x0)%(0) und damit X(0) = (D®(Xo))"*%(0). Und wegen y(0) =
X(0) = Xo kénnen wir schreiben

(X(0),Y(0) Ty, = (DP(X0))*%(0), (DP(x0)) ¥(0)

! O
— Doxe) H(Do(x0))1x(0), 9(0)

Fiir unsere Zwecke ist es sinnvoll hier ein Satz aus der Analysis anzuwenden, der es gestattet
folgende Umformung durchzufiihren:

(DD(x0)) "+ = DO L(®(x0)) =: DO~ L(z0) (A.14)

Damit erhalten wir schlie3lich

Gradient

Sei nun Gy, 4, eine Abbildung? auf dem Tangentialraum T,,, definiert iiber

G«p,wo :TLEO - R'X(') B %(b(X(t))E

t=0

2Fasst man ¢ als Potential auf, so gibt G,z die zeitliche Anderung der potentiellen Energie zur Zeit
t=0 an.
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Def.: Gradient im
Tangentialraum

Gradient unter
Koordinatentrans-
formation

Spezielle
Transformation

A Mehrdimensionale Analysis

mit einem Skalarfeld ¢ : R™ — R. Nach der Kettenregel ergibt sich

Cop o (X(1)) = % (x(t)) = D (x0)X(0)

Dabei kann D(Xp) als lineares Funktional auf T,, verstanden werden, welches durch ein
Element A aus T,, mittels des Skalarprodukts dargestellt werden kann: D(Xg)X(0) =
(A, X(0))1,, - Dieses Element wollen wir mit grad ¢(Xo) bezeichnen, da in Ty, folgendes gilt:

Dd(x0)%(0) = ([9lko),%(0))  [—THKo) = A =: grad $(Xo)

Die definierende Gleichung fiir den Gradienten in T, ist damit

Dd(Xo) = (grad d(Xo), - ), (A.16)

Gradient in neuen Koordinaten

Sei ¢ := ¢ o ®~1 mit einer Koordinatentransformation® ®. Wir fithren im transformierten
Raum Tg(g,) eine analoge Abbildung Gg ¢ (4, ein:

X d X E X
GN 0 : 0 — y . —_— =
paata)  Tag — BX() B S O(X(1) ] Dcﬁ(%:%ﬂﬁ(@)

Nun ist einerseits
D$(zo0) = ([§lko), - ) (L% (D1p D2¢ -+ Dwd)")
und andererseits konnen wir den Gradienten in Tg(,,) gemiB Gl (A.16) einfithren iiber

(A.15) L

Dé(z0) = (grad §(zo), * )T Do~ *(20)" DO *(zo)grad §(2o), -

Damit ergibt sich

[§(Xo) = DO *(20)" DO *(20)grad ¢(zo)

Mit Gl. (A.14) ergibt sich schliefflich als Transformationsgesetz fiir den Gradienten

grad§(zo) = D®(xo)D®(xo)" [flko) (A.17)

Transformation in Kugelkoordinaten

Als Beispiel wollen wir den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen. Im Falle der Kugel-
koordinaten bietet es sich an, von der Riicktransformation ®~* =: K auszugehen:

SHiermit ist gewiihrleistet, dass ¢(&(t)) = ¢(x(t)), wodurch die Funktionswerte des transformierten
Potentials mit denen des urspriinglichen iibereinstimmen.
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K : (0,00) x (0,m) % [0,211) — R3,(r,8,9) B (rcos@sin®, rsin@sin, rcosd)
Die Ableitung D®(Xo) = DK~1(Xo) = DK(Z)* hat in Tg(s,) die Darstellung

cos@psinBy  rgcos@ocosBy —rpsin@gsin b
DK(zp) = L sih gosinBp  rosin@ocos®y  rocos@osin®y L[—1

cos Bg —IpsinBg 0
1
sin B cos Qg sin B9 sin Qg cos Bg
DK(zp) ! = |:%|coseo cos (g %coseo sin Qo —% sinfy L1
_m sin 0o Tosinfy cos Qg 0
Damit ist
1 1
1 0 0
DK(z0) '(DK(zo) "= & o H
1
0 0 r2sin? 6o
Also
I:1I 0 0 1 1 8%(%) 1
1 05 (=
grad ¢(ro, 60, Po) = IZG'I 2 0 %ﬂo) = El %—@3(90) El (A.18)
0 0 ﬁ 1 98(z0)
o 0 rasin26y, 9¢

Um den Gradienten in Kugelkoordinaten darstellen zu konnen, bendtigen wir die Darstellung
der Einheitsvektoren €, €q, €4 in Tg(y,). Dazu betrachten wir die speziellen Wege durch zg

r(t) = (ro+1t,00,90) , 6(t)=(ro,60+t o), @(t)= (ro,60,¢0 +1t)
Die krummlinigen Einheitsvektoren erhalten wir {iber
£(0) = (1,0,0), 6(0)=(0,1,0), @(0)=(0,0,1)
Beziiglich des Skalarprodukts
1
1 0 0
(*+ oy = (DK(20)"DK(z0) -, )= (E01 30 1)
0 0 rgsin®6

sind diese Vektoren orthogonal, aber nicht normiert:

1
o) = (r(0),r(0) 1@y = 1
B10)d= " (6(0),8(0))1(z(z0) = ro
[@0) 1= (@(0), ®(0))1(a(z0)) = Fosinbo
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Def.: Divergenz

Def.: Rotation (1)

Def.
Laplace-Operator

Totales Di [erkntial
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Eine mogliche Orthonormalbasis in Tg(,,) besteht also aus den Elementen

1 1
6 1= (1,0,0), € :=(0,0), &= (0.0, ——
Gl. (A.18) kann somit geschrieben werden als
- 0% . 109 A 1 0¢ .
grad @(ro, B0, Po) = T (Zo0)é, + T (20)éo + ro 5B 6@(20)% (A.19)

A.2.4 Divergenz, Rotation und der Laplace-Operator

Definition A.12 (Divergenz).
Man nennt das Skalarfeld div A := = 0,;A; die Divergenz von A.

Definition A.13 (Rotation).
Das Pseudovektorfeld rot A = = 0;A; L€, wird Rotation von A genannt.

Definition A.14 (Laplace-Operator).
Den Operator = 0;0; = [2dennt man Laplace-Operator. Wendet man diesen auf ein
Skalarfeld an, so erhdlt man die ldentitat

ChF divgrad ¢

Bemerkung A.6
Es gibt anschauliche Interpretationen der Divergenz und Rotation, auf die an spéterer Stelle genauer
eingegangen wird, wenn dazu das mathematische Riistzeug zur Verfiigung steht.

A.2.5 Differential
Seien m [N, @ : R™ - R. Die lineare Abbildung

Do(x) : R™ - R,u B Do(xX)u = L[QX) - u (A.20)
wird oft (totales) Differential genannt. Dabei benutzt man hiufig die Schreibweise

a—(pdx1+---+a—(pdxm

d(p - 6X1 aXm

Um zu verstehen, woher diese Schreibweise kommt, fithren wir folgende Schritte durch:

(i) Umbenennung: d@(x) := D@(X). Damit wird

dp(x)u = LQX) - u = O;p)(:l() Up+ -+ aa<p)£:) Un,
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(ii) Mit der Vereinbarung, dass wir links und rechts dasselbe X einsetzen, kénnen wir das
Argument weglassen. Auflerdem verzichten wir auf der linken Seite auf das u, da es
rechts abgelesen werden kann:

09 ¢
do = aXlu1+ + aXmum (A.21)

(iii) Fithren wir nun eine Abbildung g; ein, welche die spezielle Koordinate X; zuriickgibt:
gi:R"™ - R, xB x;

Und nennen wir diese Abbildung wie ihren Wert X;(X) := ¢;(X), so konnen wir von
diesem Skalarfeld das Differential geméf Gl. (A.21) bilden:

aXi aXi .
dx; = Dg;(X)u = %, Uy +...+ 6xmum =Uu;
Somit ergibt sich schliefflich fiir de:
_ O¢ 29

T3: Elektrodynamik 131 Sebastian Gottwald (LMU)



Def.: Weg

Aquivalenzrelation
von Wegen

Def.: Kurve,
Parametrisierung
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A.3 Kurvenintegrale

A.3.1 Kurven

Definition A.15 (Weg).
Seien a,b R, a<b, m [N und

r] . [a, b] — Rm
eine Abbildung. Ist n stetig, so kann man — wie bereits eingeftihrt — n als Weg im R™

bezeichnen. n(a) wird dann Anfangspunkt, n(b) Endpunkt und der Wertebereich W (n) Spur
des Weges n genannt.

Unter dem Begriff Kurve versteht man eher die Spur eines Weges. Sind also die Werteberei-
che verschiedener Wege gleich, so kann man sie unter Umsténden als ein und dieselbe Kurve
identifizieren. Um aber z.B. verschiedene Durchlauf-Richtungen unterscheiden zu kénnen,
fithren wir eine neue Aquivalenzrelation ein:

Definition A.16.
Seien a,b,a,B R, a<b, a<p und

n:ab - R™ , 9:[ap - R"

zwei Wege im R™. n und 9 sind dquivalente Wege, falls eine streng monoton wachsende,
stetige Funktion

¢:[,B] - [ab] mit g(a)=a @) =b

existiert, und n(e(t)) = 9(t) (T4, B]) gilt.

Damit besitzen zwei dquivalente Wege denselben Wertebereich und die gleiche Durchlauf-
richtung. Sind die Wege geschlossen, ist aulerdem garantiert, dass sie gleich oft durchlaufen
werden.

Definition A.17 (Kurve). -
(i) Eine Aquivalenzklasse [n] von Wegen bezuglich der oben eingefuhrten Aquivalenzrela-
tion wird als Kurve im R™ bezeichnet.

(i) Sei I' :=[n] eine Kurve, so nennt man jeden Reprasentanten von I" eine (Parameter-)
Darstellung.

Eine iibliche Schreibweise fiir die Einfithrung einer Kurve ist

M:t8 n(t) (tCdbh]) := T ist die durch die Darstellung n definierte Kurve.
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Motivation: Arbeit

Bsp.:
Arbeitsintegral
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A.3.2 Kurvenintegrale

Wenn im Folgenden Ableitungen von Kurven (bzw. deren Darstellungen) auftreten, dann
wollen wir immer davon ausgehen, dass diese existieren und stetig sind.

Seien G [CH3, n ein Weg in G, F : G — R3 ein stetiges Vektorfeld. Ist n der Weg eines
Teilchens, das der Kraft F ausgesetzt ist, so wirkt zur Zeit t am Ort n(t) die Kraft F (n(t)).

Um die Arbeit zu berechnen, die notig ist, um ein Teilchen im Feld F entlang einer geraden
Strecke S zu bewegen, summiert man die Komponenten auf:

Fzs: +Fysy +F.s. = (F,s)

Das Linienstiick zwischen n(t) und n(t 4+ h) ist fiir hinreichend kleines h nidherungsweise
eine gerade Strecke. Man kann die bendétigte Arbeit entlang dieses Stiicks dann abschétzen
durch

W = (F(n(t),n(t+h) —n(t))

Zerlegt man [a, b] in kleine Teilintervalle [t;, t;+1], so konnen wir die Gesamtarbeit von n(a)
bis n(b) entlang des Weges n abschétzen durch

L1
W= (F(n(t)),n(ti+a) —n(t:))
Fiir hinreichend kleine h ist n(t+h)—n(t) = Dn(t)-h+o(h). Also gilt in weiterer Ndherung

L1
W= (F(n(t)),n(t)) (ti+a — t;)

i

Wihlen wir die Teilintervalle immer kleiner, so wird die Niherung genauer und die (Rie-
mannsche) Summe geht in ein Integral iiber. Da die Summe fiir kleinere Intervalle die Arbeit
immer besser approximiert, wird sie im Grenziibergang At — 0 Arbeitsintegral genannt.

Die Arbeit entlang eines Weges hiangt allerdings nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der
er durchlaufen wird, also auch nicht von der speziellen Parameterdarstellung. Diese Eigen-
schaft liefert folgender Satz

Satz A.3 (Unabhingigkeit von der Darstellung)
Seien I eine Kurve in G und n : [a,b] - R™, 9 : [a,B] - R™ zwei Darstellungen von I".
Dann gilt

Ly Ld .
(F(n(1),n(t)) dt = F(3(1),8(t) dt (A.23)

Beweis: 9 und 7 sind dquivalent, also existiert @ : [a, ] — [a,b] mit @(a) = a, @(B) =b und

n(9(1)) = I(1)
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Mit der Substitutions- und Kettenregel folgt

b E] B .
[ Fmo.aw)d= [ FE@em).iem) et = [ (Fom),9) d

Definition A.18 (Kurvenintegral).

Seien I' eine Kurve in G, X : [a,b] - R™ eine Darstellung von ' und E : G -~ R™ ein

Vektorfeld. Das Kurvenintegral im Feld E langs I ist definiert Uber

- )
(EG9dx)i= (EOx(t) x(D) dt

Bemerkung A.7 (zur Schreibweise)

Anstatt (E(X),dX) schreibt man meist E(X) - dX oder auch F1(X)dz1 + ---
z z
(E(x),dx) = Ei1(X)dzy + -+ Epn(X)dem
r 7"
b

= (Ex(X(t))aa(t) + - -

a

+ Em(X(t))Zm(t)) dt

(A.24)

+ B (X)dTm:

(A.25)

(A.26)

Das heiit, man erhilt das gewohnte Integral (A.26), wenn man in (A.25) X durch X(¢) und dz;

durch @;(t)dt ersetzt.

A.3.3 Konservative Felder, Potentialfelder

Definition A.19 (Streckenzug, Gebiet).
(i) Sind x,y [IRI™, so heiflt die Kurve

S(X,y):tB x+t(y—x) (t41])

Streckenzug von X nach y.

(ii) Sei G [R™. G ist zusammenhangend, falls zu x,y [Q ein Weg x : [a,b] - R™

existiert, mit x(a) = x und x(b) =y und Spur von x(-) in G.

(iii) G ist ein Gebiet, wenn G oled und zusammenhangend.
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Definition A.20 (Konservatives Feld).
Def.: Konservatives ~ Seien G ein Gebiet, F : G - R"™ ein Vektorfeld. Das Feld F ist konservativ, falls fur je zwei

Feld Kurven 'y und 'z in G mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt
1 1
(F(x),dx) = (F(x),dx) (A.27)
Fl F2
Satz A.4
Mit obigen Voraussetzungen und einer beliebigen geschlossenen Kurve I in G gilt
1
F konservativ < (F(x),dx)=0
r

Beweis: Zerlege ' in zwei beliebige Wege. Deren Wegintegrale unterscheiden sich nur durch das
Vorzeichen. O

Definition A.21 (Potentialfeld, Potential).

Def.: Potentialfeld, ~ Unter obigen Voraussetzungen wird F Potentialfeld genannt, falls ein Skalarfeld g : G - R
Potential existiert, mit

g heiBt dann Potential zu F.

Ist z [Glder Endpunkt einej Kurve 'y in G mit festem Anfangspunkt Xo und F konservativ,
so ist das Kurvenintegral Fy(F (X), dX) eine Funktion, die nur von y abhingt.

Satz A.5

Konservative Felder  Ist m [CIN, G [CIRI" ein olerdes Gebiet und F : G - RR™ ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt:
und Potentiale

(i) F ist genau dann konservativ, falls F ein Potentialfeld ist.

(i) Ist g ein Potential zu F, dann ist fur eine Kurve K, . in G mit y als Anfangs- und z
als Endpunkt

- -
(F(x),dx) = (F(x),dx) =q(z) —a(y) (A.28)

Yy Ky,z

Beweis: Einen Beweis findet man im Buch Mathematik fiir Physiker und Mathematiker von Rainer
Wiist (S. 718ff). O
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Def.: Oberflache

Tangentialebene

Singulare
Oberflachen
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A.4 Oberflaichenintegrale

Definition A.22 (Oberfliche).
Seien Q [CRRP, p,q Q. Als Oberfliache bezeichnet man eine Teilmenge S [CIRF, die Uber
eine Parametrisierung

x:Q - R (p,q) B (x(p,q),y(p,q),z(p, 1)) (A.29)

festgelegt wird.

Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen, dass die Oberflichen sich nicht selbst
schneiden, also aus X(p,q) = X(, §) stets p = p und § = q folgt.

Beispiel A.4 (Sphire)
Eine Sphére S, mit Radius r kann parametrisiert werden durch

X(9,8) = (rsin@sinb, rcos@sin®, rcos8) mit (8,9) L]0, ] < [0, 2m)

Eine andere Méglichkeit@' bere Halbsphére S darzustellen, ist die Wahl des Graphen
der Funktion f(X,y) = r2 —x2 —y? als Parameterdarstellung:

—
X(X,y) = (X,y, F(x,y)) = (x,y, r2—x2—y?) mitx*+y?<r?

Ein Weg n(t) = (p(t),q(t)) in Q wird durch eine Parameterdarstellung X einer Oberfliche
S iiber Q auf einen Weg X(n(t)) abgebildet. Der Vektor

dx _oxdp  oxdg
dt  dpdt dqdt

steht dann in jedem Punkt der Kurve tangential zur Oberfliche S. Dieser ist eine Linear-

kombination aus den Tangentialvektoren g—z und g—ﬁ, welche die Tangentialebene im ent-

sprechenden Punkt aufspannen.

Sind diese beiden (Basis-)Tangentialvektoren in einem bestimmten Punkt linear abhéngig,
so wird dieser Punkt singuldr genannt* Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen,
dass die betrachteten Oberflichen in keinem Punkt singulér sind.

A.4.1 Flacheninhalt

Sei S eine Oberfliche, die durch X(p,q) parametrisiert wird. Um den Flécheninhalt eines
infinitesimalen Fliichenstﬁcks zu erhalten, betrachten wir die infinitesimalen Weglédngen der
beiden Wege n p,q = const) und 8(q) := X(p = const, q):

dn—%@“ d9 = @5%

4Diese Bedingung ist fiquivalent zur Existenz eines Normalenvektors N := Dpx x Dgx # 0.

T3: Elektrodynamik 136 Sebastian Gottwald (LMU)



Flacheninhalt einer
Oberfldache

Fluss durch die
Flache

A Mehrdimensionale Analysis

und berechnet den Flacheninhalt des infinitesimalen Parallelogramms:

dS =dn dd sina = %

o sei der Winkel zwischen 22 und 22). Den gesamten Flicheninhalt erhalten wir dann iiber
op dq

die Integration
1 1

As= dS= [M,xxD,xCdpdq (A.30)
S £2

K Ena dp dg = D,x x D,x[dp dq

(o)

Im Spezialfall einer Parametrisierung X(X,y) = (X, ¥, U(X,y)) mit einem Skalarfeld u(X,y)
ergibt sich
— -
A A
As= 1+ 22 % gaay (A.31)
s 0 0Xx ay

A.4.2 Flussintegral

Seien N der Normaleneinheitsvektor ([QIC= 1) der Oberfliche S und F ein Vektorfeld, dann
schreibt man
1 1 1
F-dS:= F:.-ndS= F - (D,xxD,x)dpdq (A.32)
s s Q

fiir das sogenannte Flussintegral, welches den Fluss des Vektorfelds F durch die Fliache S
angibt®.

5Das Skalarprodukt F'-m liefert einen groBen Beitrag, falls das Vektorfeld senkrecht, einen kleinen Beitrag,
falls es parallel zur Fliache steht.
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Quellendichte
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A.5 Integralsitze

A.5.1 Satz von Gaufl

Satz A.6 (Satz von Gaufl)
Seien F ein Vektorfeld, V [CIRF und o := @V . Dann gilt

— —
divF d®x=  F.do (A.33)
14 oV

Das heift, es ist gleichbedeutend, die Divergenz von F in einem Volumen V zu integrieren
oder den Fluss des Felds F durch den Rand des Volumens zu berechnen.

Beweis: Wir betrachten ein infinitesimales Volumenelement P mit Volumen dx dy dz gem&fi Abb.
A.l1. Es seien S := 0 der Rand von W, S; die Flidchenstiicke mit S = U?:l S; gemifl Abb. A.1, n; die
Normalen der entsprechenden Flichenstiicke, As, = fSk dS der Flidcheninhalt der jeweiligen Stiicke

X X + dx X X
zo=|Y |, x1= y sy x= [ y+dy |, zz= y
z z z z+dz O

Der Fluss eines Vektorfeldes F' durch S ist damit gegeben durch

fF-dS
s

und

6

3 3
Z F(x) -mn; dS = Z Fj(zj)As; — Z Fr(zo)As,
k=1

i=1"5i j=1
= Fi1(X+dx,y,z) dy dz+ Fa(x,y +dy,z)dx dz+ ... — Fi(x,y,z)dy dz — ...
= Fi(X,y,z) dy dz + % dxdy dz+...—Fi(x,y,z) dy dz — ...

= 01F1 d®x + 02F> d3x + 03F3 d3x = div F d3x

Bemerkung A.8 (Interpretation der Divergenz)
Aus obigem Beweis kann man eine Interpretation der Divergenz als lokale Quellendichte ableiten:

|
divF = lim —  F.do (A.34)
AV -0 AV
a(AV)

A.5.2 Satz von Stokes

Betrachtet man spezielle Vektorfelder, z.B. ein statisches Geschwindigkeitsfeld V einer Stréomung,
so kann es notig sein, in bestimmten Punkten Wirbel nachzuweisen. Das Kurvenintegral
1
(V (x),dx)
r

entlang eines geschlossenen Weges I ergibt einen grofien Wert, falls die Tangentialvektoren
X (entlang des Weges X) meistens parallel zum Feld V stehen und einen kleinen Wert, wenn
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F(x)

S
dz

s
\
S,
Ss
\ _
s

xy.2) dx

Abbildung A.1: Zum Satz von GauB

sie ofters andere Richtungen einnehmen. Dieses Kurvenintegral — Zirkulation genannt — gibt
also eine erste qualitative Beschreibung der Stromungsverhéltnisse an.

Wir benutzen fiir die Beschreibung der Zirkulation eine andere Formulierung, die aber — wie
wir in Satz A.7 sehen werden — zu nahezu demselben Ergebnis fiihrt.

Definition A.23 (Rotation).
Def.: Rotation (2) Sei Gebiet in R™, S : G —» R™ ein stetig di Lerbnzierbares Vektorfeld, xo [CR", dann ist
die Rotation von S an der Stelle X definiert durch

Rot S(Xo) : R™ x R™ - R,{u,v} B (DS(Xo)u,Vv) — (DS(Xo)V, u) (A.35)
Satz A.7
Rotation und Mit obigen Voraussetzungen und 0A,, ,(Xo) := 1 + 2 + T3 + T4 (vgl. Abb. A.2) wobei
Zirkulation
1
Fi:Xi(t) == Xo-— §(u +V)+tu
1
M:X2(t) = Xo+ i(u —V)+tv
1
M3:X3(t) = Xo+ §(u +Vv)—tu
1
Mg:X4(t) == Xo— i(u —Vv)—tv

(Jeweils mit t [0, 1]) ist
(-

(S(x),dx) = Rot S(Xg)(u,v) +0 I%lLl_ilIE IA_L[ﬁD (A.36)
aAu,v(EO)
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Abbildung A.2: Zum Satz von Stokes

Beweis: Berechnen wir die Zirkulation entlang 0Ay,.:

/BAU‘V(S(m)vd‘B) = </F1 +/F2 +/F3 +/F4) (S(x), dx) = /ol(S(azl(t)),a':l(t)) dt+ ...

Wiéhlen wir den Bereich, den Abb. A.2 darstellt geniigend klein, so kénnen wir S(z1(t)) entwickeln
zu

S(x1(t)) = S(x0) + DS(=x0) (—%(u +v) + tu)

Damit kénnen wir obiges Integral vereinfachen zu

/01 Ks(mo) + DS(o) (—%(u+ v) + tu) ,u) + (s(a:o) + DS(a0) (%(u —u)+ tv) ,v)
+ (S(wo) + DS(=x0) (%(u—i— v) — tu) ,—u) + (S(wo) + DS(x0) (—%(u —v) — t’v) ,—v)} dt

= /01 (DS(x0) (—(u+ v) + 2tu) ,u) + (DS(x0) ((u — v) + 2tw) ,v) dt

= (DS(xo)(u — v),v) — (DS(xo)(u + v), u) + (DS(x0)u, w) + (DS(xo0)v, v)
= (DS(xo)u,v) — (DS(xo)v, u) = Rot S(a0)(u, v)

Damit haben wir also gezeigt, dass fiir geniigend kleine |Juf], ||v|| das Integral f@Au V(S(:z:o), dx) und

die oben definierte Rotation dasselbe ausdriicken. O

Die Rotation kann also zur Beschreibung der Stromungsverhéltnisse von Feldern dienen. Die
uns bekannte Rotation im Dreidimensionalen unterscheidet sich auf den ersten Blick grund-
legend von der hier Eingefiihrten. Dies liegt an einer etwas irrefithrenden Notation; genauer
daran, dass verschiedene Ausdriicke in diesem Zusammenhang als Rotation bezeichnet wer-
den.
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Satz A.8 (Rotation und Wirbeldichte)
Sei nun G [CIRP ein Gebiet und S : G — RR® ein stetig di [erknzierbares Vektorfeld, dann ist

Rot S(X)(u,V) = (rot S(X),u x v) (A.37)
Rotation und mit rot S(X) = (D283(X) — Dgsz(X), Dgsl(X) - D]_S3(X), D]_Sz(X) — Dzsl(X)).
Wirbeldichte rot S(x) wird dabei wieder Rotation (Wirbeldichte) von S genannt.

Beweis: Wir berechnen (und schreiben DS fiir DS(x)):

Rot S(z)(u,v) = (DSwu,v)— (u,DSv)= ((DS DST)u,v

uz(D2S1 — D1S2) + uz(D3S1 — D1S3)

u1(D1S2 — D2S1) + uz(D3S2 — D2S3)
u1(D1S3 — D3S1) + u2(D2S3 — D3S2)

(rot S(x), u X v)

Satz A.9 (Satz von Stokes)

Satz von Stokes Seien F ein Vektorfeld, o eine (o [ede oder geschlossene) Oberflache, n eine Parametrisie-
rung der Kurve da. Dann gilt
= =
rotF -do = F -dn (A.38)
o do

Das bedeutet, der Fluss der Rotation von F durch die Flache o ist gleich dem Kurvenintegral
von F entlang des Randes der Flache o.

Beweis: Sei «(p, q) eine Parametrisierung der Oberfliche 0. Nach den Siétzen A.7 und A.8 gilt:
?{ F(xo) -de =10t F- (u X v)
9Au,v(zo)

, wobel ||u|| und ||v|| geniigend klein zu wiihlen sind und damit A, (20) ein kleines Flichenstiick von
0 im Punkte xo angbit. Setzen wir nun u = 0pa und v = dgx und ||u|| =: dp, ||v|| =: dq dann ist
n(xo) := (u x v)/(dp dq) der Normaleneinheitsvektor von 0 in @p. Damit ist

F.dx=rotF-ndpdg=rotF - dn
9A o

Integration iiber q und p liefert das gewiinschte Ergebnis.

Bemerkung A.9 (Interpretation der Rotation)
Rotation als Die bereits angesprochene Interpretation der Rotation als (lokale) Wirbeldichte wird klarer, wenn
Wirbeldichte man den Zusammenhang aus obigem Beweis betrachtet:

n-rotF = Alim — F -dn (A.39)
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Rotationsfreies Feld

Quellenfreies Feld

A Mehrdimensionale Analysis

Satz A.10 (Folgerungen aus dem Satz von Stokes)

0)

(i)

(iii)

(iv)

Da das Kurvenintegral entlang des Randes von ¢ nur von diesem Rand, aber nicht von
der Flache an sich abhangt, ist auch der Fluss der Rotation durch die Oberflache o
unabhangig von dieser.

Ist 0 geschlossen, so verschwindet der Rand (00 — 0) und damit das gesamte Kur-
venintegral. In diesem Fall verschwindet also der Fluss der Rotation von F durch o
ebenfalls.

Ein Vektorfeld F ist genau dann konservativ, falls die Rotation von F fur alle Punkte
verschwindet:

rotF =0 e Cd mit F = grad (A.40)
Konservative Felder werden deshalb wirbelfrei genannt.
Es gilt aulerdem

divF =0 = [Al mit F =rot A (A.41)

Beweis (von (ii3)):
Sei zunédchst F' := grad ¢, so ist

rotgrad ¢ =V x 0;¢p¢; = aiajd)@kék =—0,0;{ =0

Sei nun rot F' = 0 vorgegeben, dann folgt aus dem Satz von Stokes, dass das Wegintegral von F
entlang der geschlossenen Kurve 00 verschwindet. Damit ist nach Satz A.4 F konservativ und nach
Satz A.5 existiert eine Skalarfeld ¢ mit grad ¢ = F. O

Beispiel A.5 (Wirbelfreies Feld)
Fiir das Vektorfeld F (X) := X gilt

divF =0;x;, =3 , rotF = ain @kék e 6ij @kék =0

F hat damit eine konstante Quellendichte und ist wirbelfrei.

Beispiel A.6 (Quellenfreies Feld)
Das Vektorfeld A(X) := (—=y X 0)7 hat die Eigenschaften

divA=0;A; =0, rotA= (0027,

ist also quellenfrei bei konstanter Wirbeldichte.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.5.3 Helmholtz-Theorem

Satz A.11 (Helmholtz-Theorem)
Helmholtz-Theorem  Jedes di [erknzierbare Vektorfeld F (x), welches fur X3, oo schneller als 1/ Xiverschwin-
det, kann zerlegt werden in

1 1 e R e 1
=1 divF(X) 4 T —TotF(x)

F(x) = d — _ X/ t —_— _— SX/ A.42

() =grad o o SR ot o oY (A-42)

Beweis: siche Ubung O
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Def.: Stromdichte

Kontinuitats-
gleichung

A Mehrdimensionale Analysis

A.6 Kontinuitidtsgleichung

Seien [T, t) ein Skadprfeld — bzw. hier speziell die Ladungstrégerdichte —, V ein geschlossenes
Volumen, q(t) := |, [(X, t)d3x die Gesamtladung in V. Aus den Maxwellgleichungen (2.1)
und (2.2)8 folgt die

Lokale Ladungserhaltung
Eine zeitliche verénderliche Gesamtladung q(t) (mit g £ 0) ist nur mit einem
Ladungsfluss durch die Oberfliche 0V moglich

Definition A.24 (Stromdichte).
Sei v ein Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so definiert man die sog. Stromdichte als
Ladung pro Flache und Zeit:

061 = I, v(x, ) (A43)

Die lokale Ladungserhaltung besagt also, dass die zeitliche Anderung 9; [h einem Volu-

men dem Fluss von j durch den Rand (0V =: o) dieses Volumens gleich sein muss (mit
entgegengesetztem Vorzeichen) :
1 1 1
o,[dx=— j-do=-— divj d®x
v av 1%

Da diese Gleichung fiir beliebige Volumina V gilt, ist die sog. Kontinuitatsgleichung (lokale
Ladungserhaltung in differentieller Form) erfiillt:

0, divj =0 (A44)]

Beispiel A.7 (Punktladung)
Sei [X,t) = qd(x — r(t)) die Ladungsverteilung einer Punktladung am Ort r(t) mit der
Geschwindigkeit F(t). Die Stromdichte ist dann gegeben durch

JiOx,t) = [f;, = q r,0(x —r(t))
Und damit ist

also die Kontinuitétsgleichung div j + 0; [ 0 erfiillt.

6Man bildet die Zeitableitung von (2.1) und die Divergenz von (2.2) und setzt d¢div E ein.
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A Mehrdimensionale Analysis

A.7 Krummlinige Koordinaten

Seien u, Vv, W beliebige Koordinaten (z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten) mit der Ortho-

Linienelement in normalbasis {€,, €,, €, }. Es sei aulerdem ein Linienelement dl definiert, welches eine infini-
allg. Koordinaten tesimale Strecke im Raum angibt:
dl:=fdué,+gdvé,+hdwé, (A.45)

Beispiele fiir u,v,w und f, g, h sind in folgender Tabelle zu finden:

u v w f g h

kartesische Koordinaten: x y z 1 1 1
Zylinderkoordinaten: p o z 1 r 1

Kugelkoordinaten: r 6 ¢ 1 r rsinf

Satz A.12 (Darstellung der Differentialoperationen)

Darstellung der Die Di Lerkntialoperationen grad, rot, div, [Cwdrden in allgemeinen Koordinaten u, v, w den
Di [erential- folgenden Gleichungen entsprechend dargestellt:
operatoren in allg.
: . 10X 10x 10X
Koordinat =4 A —_ A
oordinaten (i) grad’X - auéu + o 3v €, + h awéw (A.46)
()  divA= % 9.(ghAL) + 3, (FhA,) + 9., (FgA,)] (A.47)
. I:fl h 1
(iii) rot A = g_h [av(hAw) — aw(gAv)] €, -+ zykl. Perm. von u 3 W (A.48)
Beweis:

(i) Definiert man den Gradienten iiber das Differential
9X

0x
dx = Vx-di = —=du
X X au +6v

9X
dv + —=dw
N ow O
so wird (i) sofort klar.

(ii) Wir berechnen den Strom eines Vektorfelds A durch die Oberfliche eines infinitesimalen Volu-
menelements (analog zum Beweis des Satzes von Gauf):

7{A-d0' = (Au ngde)‘u+du— (A“ ngde)|u+"'

0u(Aygh) du dv dw + ...
div A dV = div A fgh du dv dw

Also ist divA = F}h[au(Augh) +..]

(iii) Fiir die Rotation machen wir uns den Satz von Stokes zunutze, indem wir zunichst ein Kurven-
integral entlang des Randes eines infinitesimalen Flidchenstiicks (in der v —w-Ebene) auswerten:

74 Al = (Auh dW)lpras — (Awh AWy + (Aug &V)w — (Aug dV)]yrdu
= (0w (hAw) — 0w (gAy)) dv dw
Stekes 1ot A - €, gh dv dw

GauB
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