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Interferenzmuster

Beeinflussung durch
Messung

Kapitel 1

Motivation

Im Folgenden werden einige experimentelle Befunde vorgestellt, die mafigeblich
zur Entwicklung der Quantenphysik beitrugen. Sie zeigten die Grenzen der klas-
sischen Physik auf und verlangten nach einer Revidierung klassischer Begriffe.

1.1 Doppelspaltexperiment

Wir betrachten zunéchst das sogenannte Doppelspaltezperiment mit Elektro-
nen', welches in Abb. 1.1 schematisch dargestellt ist. Ein Elektronenstrahl ge-
langt durch eine Blende auf einen Schirm, wo ein Detektor die jeweilige Inten-
sitdtsverteilung misst. Links ist das Ergebnis fiir einen Einfachspalt abgebildet,
rechts das entstandene Interferenzmuster beim Doppelspalt.

Man erkennt bei einer direkten Gegeniiberstellung der Intensitdtsverteilungen,
dass an den Maxima im klassischen Bild (also bei einer Superposition der beiden
Einzelspaltmuster) im realen Doppelspaltinterferenzmuster Minima sind, also
dort die Auftreffwahrscheinlichkeiten verschwinden.

Um herauszufinden durch welchen der beiden Spalte die Elektronen tatséchlich
gelangen, konnte man einen Detektor hinter einem der Spalte platzieren, der
sofort signalisiert, wenn er ein Elektron absorbiert. Hier beobachtet man aller-
dings, dass mit installiertem Detektor kein Doppelspaltinterferenzmuster mehr
auftritt, also durch die Messung das Verhalten des Systems grundlegend beein-
flusst wird.

Eine Veranschaulichung bietet eine Animation, die hier zu finden ist.

1 Analog kann man das Experiment auch mit Licht, Neutronen, leichten Molekiilen oder
Fullerenen (C60) durchfiihren.

1.1 Doppelspalt-
experiment

1.2 Atommodell

1.3 Hohlraum-
strahlung

1.4 Photo-
elektrischer Effekt

1.5 Das Stern-

Gerlach-Experiment


http://www.youtube.com/watch?v=DfPeprQ7oGc&eurl=http://stochastix.wordpress.com/2006/11/08/dr-quantum-double-slit-experiment/

Diskrete

Energiespektren

Instabilitat der
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Einfachspaltexperiment Doppelspaltezperiment
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oy

Abbildun g 1.1: Doppelspaltexperiment

1.2 Atommodell

e Die Bindungsenergien von gebundenen Atomen sind in der klassischen Physik
kontinuierlich verteilt, was den Beobachtungen widerspricht, denn in Wirk-
lichkeit treten diese Energien in diskreten Spektren auf.

e Beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetische Wellen ab. Dies wiirde im
klassischen Sinne allerdings zur Instabilitdt aller Atome fithren. Das Bohr-
Sommerfeld-Atommodell gibt eine quantenmechanische Erklarung fiir die of-
fensichtliche Stabilitit.

1.3 Hohlraumstrahlung

Ein Hohlraum mit geheizten und absorbierenden Innenwénden und einer klei-
nen Offnung, aus der Strahlung austritt, wird als Hohlraumstrahler bezeichnet.
Wiirde man die gespeicherte Strahlungsenergie mithilfe klassischer Physik be-
rechnen, so wiirde man einen unendlich groffen Wert erhalten. Nur eine Quan-
tenbeschreibung 16st dieses Problem.

1.4 Photoelektrischer Effekt

Wird ein Lichtstrahl auf eine Metallplatte gelenkt, so treten ab einer bestimmten
Lichtfrequenz Elektronen aus dem Metall aus. Dieser Effekt, der unabhéingig
von der Intensitidt des Lichts ist, kann nur durch den Teilchencharakter von
Photonen erklart werden. Demnach wird einem Photon die Energie

E=hf=hw (1.1)

T2: Quantenmechanik 3 LMU Miinchen
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1 Motivation

zugeordnet (neue Fundamentalkonstante: Plancksches Wirkungsquantum h).

1.5 Das Stern-Gerlach-Experiment

Aus einem Atomstrahlofen werden Silberatome abgedampft. Dieser Strahl wird
mit Hilfe zweier Blenden kollimiert und durchlduft ein inhomogenes Magnetfeld.
Auf einem Schirm schléigt sich das Silber nieder (sieche Abb.1.2).

Um den Effekt des Magnetfelds auf die Silberatome zu verstehen, benutzen wir
ein vereinfachtes Modell eines Silberatoms:

Ein Silberatom besteht aus einem Kern und 47 Elektronen. Das magnetische
Moment p des Atoms entsteht durch das Zusammenwirken aller Bahndrehim-
pulse und Spins dieser Elektronen. 46 von ihnen kompensieren ihre Wirkung
allerdings gegenseitig, womit nur noch ein Elektron fiir das magnetischen Mo-
ment verantwortlich ist. Dieses 5s-Elektron hat keinen Bahndrehimpuls, es ist
also nur der Spin S des duflersten Elektrons, der das magnetische Moment p
des Atoms bewirkt. Es gilt deshalb

no< S (1.2)

Die potentielle Energie des Atoms im Magnetfeld B ist —u - B, wodurch eine
Kraft in z-Richtung auf das Atom wirkt:

F. = SNTE 1.
0z H 0z (1.3)

Wie stark und ob das Atom nach oben oder nach unten abgelenkt wird ist somit
abhéngig vom Vorzeichen und Wert von p,. Die Stern-Gerlach-Apparatur kann
also als Messgerit fiir die z-Komponenten der magnetischen Momente p der
Silberatome verstanden werden.

Da die Atome im Ofen willkiirlich orientiert sind, gibt es im klassischen Sinne
keine ausgezeichnete Orientierung von . p, miisste somit alle Werte zwischen
|pe| und —|p| annehmen kénnen und entsprechend wiirden wir eine kontinuier-
liche Verteilung der Silberatome auf dem Schirm erwarten. Dem entgegen steht
allerdings die experimentelle Beobachtung, denn in Wirklichkeit wird der ur-
spriingliche Silberstrahl in zwei voneinander getrennte Komponenten aufgeteilt,
was sich durch zwei separate ,,Silberflecken* auf dem Schirm niederschléagt.

Wir ordnen die Atome deshalb zwei Zustdnden zu:

Atome mit g, >0 : Vektor (1,0) (1.4)
Atome mit p, <0 : Vektor (0,1) (1.5)

Dies ist ein Beispiel fiir ein Grundkonzepts der Quantenmechanik:

T2: Quantenmechanik 4 LMU Miinchen



1 Motivation

Kollimatoren Magnetfeld in z-Richtung Detektor

Ofen

Abbildung 1.2: Der Stern-Gerlach-Versuch

Der physikalische Zustand eines Quantensystems entspricht einem Vektor eines
geeigneten Zustandsraums.

Wichtige Lerninhalte des Kapitels

e Quantisierte Energieniveaus im Atommodell

e Stern-Gerlach Experiment: Quantisierung der Werte
des magnetischen Moments p. im Experiment
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Kapitel 2

Endlichdimensionale
Hilbertraume

In der Quantenmechanik kann man den Zustand eines Teilchens durch eine Wel-
lenfunktion ¥(r,t) angeben. Die wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation
dieser Wellenfunktion besagt, dass deren Betragsquadrat die Wahrscheinlich-
keit angibt, das Teilchen zu einer gegebenen Zeit an einem bestimmten Ort
aufzufinden:

dP = |p(r,t)|*d>x (2.1)

mit

(2.2)

(Integration iiber den gesamten Raum)

[1wtopas =1

Deshalb miissen wir den Raum der quadratisch-integrierbaren Funktionen be-
trachten, welcher mit L? bezeichnet wird und die Struktur eines Hilbertraums
inne hat. Tatséchlich bendtigen wir aber nur die stetigen, unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktionen 1 (r,t) € L.

Da uns noch nicht alle mathematischen Mittel zur Verfiigung stehen, unendlich-
dimensionale Hilbertriume zu untersuchen, beschrianken wir uns zunéchst auf
endlichdimensionale Hilbertrdume. Wir werden im néchsten Kapitel den Ele-
menten eines solchen Raumes quantenmechanische Zustdnde zuordnen. Zunéchst
miissen wir uns allerdings mit der Struktur eines Hilbertraums und mit den auf
ihm lebenden Operatoren beschéftigen.

2.1 Die Struktur
des Hilbertraums

H

2.2 Operatoren auf
H

11.1 Reprasenta-
tionen

2.4 Spektralsatz
2.5 Sitze

kommutierender
Operatoren

2.6 Ein wichtiges
Beispiel



Def.: Der
Hilbertraum 7

Def.: Ket-Vektoren

Skalarprodukt

Norm

Dualraum

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

2.1 Die Struktur des Hilbertraums 7

Definition 2.1 (Hilbertraum, Ket).

Sei H ein endlichdimensionaler Vektorraum tber C. Gibt es in € ein positiv
definites Skalarprodukt, so ist F ein (Prdi-)Hilbertraum. Die Elemente von
bezeichnen wir als Ket-Vektoren (auch Kets) und schreiben

W) € A (2.3)

Beispiel 2.1
Beispielsweise konnen wir die Zusténde des oben betrachteten Zweizustands-
systems im Stern-Gerlach-Experiment schreiben als

(1,0)=1+), (0,1)=]=) (2.4)

2.1.1 Skalarprodukt und Norm
Fiir das Skalarprodukt in 2 schreiben wir

(o, ) =:{plp) €C (2.5)

mit den Eigenschaften

(i)
(i)
)
)

@) = (Y|@)*  (komplexe Konjugation)

PlAY1 4 Aath2) = Ai(plthn) + Ao (pltb2)  (Linearitiit)
M1 + Aapal) = N {pr) + A5 (@2lt))  (Antilinearitit)
Ylp) > 0und (YPlyp) =0 = [¢) =0  (positive Definitheit)

(iii

(
(
(
(iv) (

Durch dieses Skalarprodukt wird eine Norm in 5’ induziert

91l = V(&) (2.6)

2.1.2 Der Dualraum #* und dessen Elemente

Ein Dualraum V* eines IK-Vektorraums V' besteht aus der Menge aller linearen
Abbildungen x : V — K, also aus allen linearen Abbildungen, die Vektoren
aus V' Zahlen aus dem zugrundeliegenden Korper zuordnen. Der Dualraum ¢7*
besteht also aus den linearen Verkniipfungen von Ket-Vektoren aus 57 mit
komplexen Zahlen:

A ={x: H —>C,|)—c} (2.7)

T2: Quantenmechanik 7 LMU Miinchen



Def.: Bra-Vektoren

Schwarzsche

Ungleichung

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Definition 2.2 (Bra).

Da 2% als Dualraum auch ein Vektorraum ist, kénnen wir dessen Elemente
auch als Vektoren bezeichnen. In unserem Fall nennen wir sie Bra-Vektoren
und schreiben

(x| € 2~ (2.8)

fiir ein Element aus Z* und definieren

(Xl = = €, 10) — (xl¥) (2.9)]

Bemerkung 2.1
Man schreibt gerne |Av), womit man den Vektor A|i) notiert. Beachten sollte man,
dass gilt

(APl = X" (| (2.10)

Satz 2.1 (Schwarzsche Ungleichung)
Seien |p1) und |@2) zwei beliebige Kets aus S, dann gilt die Ungleichung

2 < lleal®lle2? (2.11)

[(p1]p2)

Beweis: Fiir einen beliebigen Ket [¢) # 0 gilt immer

(Yly) >0 (2.12)

Sei nun [¢) := |¢1) + A|p2), dann ist

WlY) = (prler) + Menlpz) + A (p2lp1) + AN (p2lp2) =0 (2.13)
Wenn wir nun A = —% setzen, ergibt sich
(p2lip2)
& l{erlp2)l? < (p1l01)(p2lp2) 0 (2.15)
O

T2: Quantenmechanik 8 LMU Miinchen



Def.: Lineare

Operatoren

Anwendung linearer
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Def.: adjungierter
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Skalarprodukt und
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Konjugation

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

2.2 Operatoren auf J7

2.2.1 Lineare Operatoren

Definition 2.3 (Linearer Operator).

Es ist ein Merkmal der Quantenmechanik, dass ausschliefSlich lineare Opera-
toren auftreten. Dies sind Abbildungen A : J — €, welche die Figenschaft
erfillen

A1) + Xofh1)) = AA[Yr) + Ao Albs) (2.16)

Bemerkung 2.2
(i) Lineare Operatoren kénnen nicht nur auf Ket-, sondern auch auf Bra-Vektoren
angewendet werden:

(el A)Y) = (¢l(AY)) (2.17)

Anders ausgedriickt erhalten wir nach Anwendung einer linearen Abbildung A
auf einen Bra-Vektor (| wieder einen Bra-Vektor (p|A.

(ii) Die Definition der Anwendung linearer Operatoren auf Bra-Vektoren zeigt, dass
die Klammersetzung dabei willkiirlich ist, weshalb wir nur noch schreiben

(plAl) == (pl(Alh)) = ({p|A)]¢) (2.18)

(iii) Die Reihenfolge von Abbildung und Bra-Vektor ist bei deren Kombination von
Bedeutung, denn A(p| ergibt nach Anwendung auf einen Ket-Vektor: A{p|),
was der Multiplikation einer linearen Abbildung mit einer Zahl entspricht.

2.2.2 Der adjungierte Operator Af

Definition 2.4 (Adjungierter Operator).

Der adjungierte Operator AT (oder auch die hermitesch Konjugierte) eines li-
nearen Operators A wirkt auf einen Bra-Vektor, indem er ihm den Bra-Vektor
zuordnet, der dem Ket-Vektor entspricht, welcher durch den Operator A aus
dem urspringlichen Ket-Vektor entsteht:

(WIAT = ('], wenn [¢) := AY) (2.19)

Der adjungierte Operator ist linear (wie man leicht zeigt).

Satz 2.2

Seien |p), [1) zwei beliebige Ket-Vektoren, A ein linearer Operator, so gilt
(plAlp) = (¥|AT|p)* (2.20)
Beweis: (¢'|v) = (¥]¢")* & (p|AT]p) = (¥|A]0)* 0

T2: Quantenmechanik 9 LMU Miinchen



Def.: hermitescher

Operator

Eigenwerte und

Eigenvektoren

Def.: Unitarer
Operator

Eigenschaften

unitdrer Operatoren

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

2.2.3 Hermitesche Operatoren

Definition 2.5 (Hermitescher Operator).
Ein Operator A heif$t hermitesch, wenn er die Relation erfillt

A=Al (2.21)

Satz 2.3 (Eigenwerte und Eigenvektoren hermitescher Operatoren)
Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell und Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis: (a) Sei |¢) ein Eigenvektor von A, dann ist

(@lAle) = Mele) ,  (wlAle) = (plATI) = A* (pl) (2.22)
Somit ist A € R.
(b) Sei Alp) = A|p) und AlY) = plyp), dann ist

(elAl) = ulel) (elAl) = (plATIY) = Mely) (2.23)
Da aber A # p, muss gelten: (p|¢) =0 O

2.2.4 Unitéare Operatoren

Definition 2.6 (Unitirer Operator).
Ein Operator U ist unitir, wenn

ut=ut (2.24)

Falls also gilt

UUt=UU =1 (2.25)

Bemerkung 2.3 (Eigenschaften)
(i) Das Skalarprodukt zweier Ket-Vektoren ist invariant unter der Wirkung eines
unitdren Operators:

(UI(UY)) = (LlUTUI) = (ply) (2.26)
(ii) Das Produkt zweier unitérer Operatoren ist unitér:
vy oy =vvviut =uut =1 (2.27)

(iii) Unitdre Operatoren sind die Verallgemeinerung im komplexen mehrdimensio-
nalen Raum von orthogonalen Operatoren im reellen dreidimensionalen Raum.
Das Skalarprodukt — insbesondere die dadurch beschriebene Norm — ist eben-
falls invariant unter der Wirkung dieser Operatoren (Rotationen, punkt- oder
ebenensymmetrische Operationen).
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Charakteristik der

Eigenwerte

Eigenschaft der

Eigenvektoren

Def.: Projektor

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

(iv) Sei {|i)} eine orthonormale Basis des Zustandsraums .. Dann gilt fiir die durch
einen unitéren Operator U transformierten Ket-Vektoren der Menge {|¢) := Ulz) }:

(ili) = (jli) = 6 (2.28)

) =UWU ) =U Y cili) = Y cili) (2:29)
Also bildet das Orthonormalsystem {[7) : [z) = Uli)} eine Basis in .. Das heift,
unitédre Operatoren fithren einen Basenwechsel durch:

Al = (Um|A|Un) = (m|UTAU|n) = (UTAU) mn (2.30)

Satz 2.4 (Eigenwerte unitirer Operatoren)
Sei |1y) ein normierter Eigenvektor des unitiren Operators U.

Dann st

Also ist der Figenwert u eine komplexe Zahl mit Betrag 1.

u = e'Pn (2.33)

Satz 2.5 (Eigenvektoren unitidrer Operatoren)
Seien |ty,) und |t,) zwei normierte Figenvektoren des unitiren Operators U.
Dann ergibt sich

<1/)u|1/}u/> = <¢u|UTU|¢u’> - U*Ul<1/1u|1/)u'> = ei(w1b,7wu)<wu|wu’> (234)
Sind die Eigenwerte u und v’ verschieden, so sind also die zugehdérigen FEigen-

vektoren orthogonal.

2.2.5 Projektionsoperatoren

Definition 2.7 (Projektionsoperator).
Sei 7 ein Untervektorraum von S und 47" dazu orthogonal, d.h. H =

H4© HE . Jeder Vektor |p) kann eindeutig zerlegt werden in |¢) = |p1) + |pa),
wobei |p1) € H4 und |p2) € I, Dann heifit der Operator
Py A — A, @) = 1) (2.35)

Projektionsoperator.
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Zerlegung der
Identitat

Orthonormier-

ungsrelation

Darstellung der
Kets:

Spaltenvektoren

Darstellung der
Bras:

Zeilenvektoren

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Bemerkung 2.4 (Eigenschaften)

(i) Py ist hermitesch. ((p|P1|v) = (plh1) = (p1|vn) = (p1¥) = (| Pf[))
Py ist idempotent (P = Py). (PE|y) = Pi|un) = |41))

= Gilt P1TP1 = P1, so ist Py ein Projektor.

(ii) Sei |1) normiert und spanne den Unterraum %3 auf, dann ist durch

b= ) (¢ (2.36)
ein Projektor in den Unterraum J# gegeben.

(iii) Zerlegung der Identitét: Sei {|é) : ¢ € {1,...,n}} ein vollstindiges Orthonormal-
system von 7, dann kann die Identitét zerlegt werden in

1= Z |i) (i (2.37)

2.3 Darstellungen

Eine bestimmte Darstellung zu wéhlen bedeutet — nach Einfithrung einer diskre-
ten oder kontinuierlichen Basis — Vektoren und Operatoren nur noch durch Zah-
len (fiir Vektoren Komponenten, fiir Operatoren Matrizenelemente) beziiglich
dieser Basis zu charakterisieren. Welche Darstellung — also welche Basis — gewéhlt
wird, ist fiir die Theorie beliebig. In der Praxis wihlt man diejenige, welche die
gewiinschten Eigenschaften mit sich bringt.

2.3.1 Orthonormierungsrelation

Eine Menge von Ket-Vektoren {|i)} wird orthonormal genannt, falls gilt

(Gl =05  (238)]

2.3.2 Darstellung der Ket- und Bra-Vektoren

In einer diskreten Basis {|i)} wird ein Ket-Vektor durch die Menge seiner Kom-
ponenten ¢; = (i|1)) beziiglich dieser Basis dargestellt:

(1|y)
)y = [ 2l (2.39)

Ein Bra-Vektor kann geschrieben werden als

(Wl = (w1 = (@li)il = Zb?@'I (2.40)

i
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2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Also kann der Bra-Vektor (| als Linearkombination der Bras (i| geschrieben
werden, mit den Komponenten b;, welche die komplex Konjugierten der Kom-
ponenten des zugehorigen Ket-Vektors in derselben Basis darstellen. Da wir die
Komponenten von Kets in Spaltenvektoren schreiben, wéhlen wir fiir die Bras

eine Zeilenschreibweise:

(] = ((I1) (I2) -+ (li) -+ ) (2.41)
Bemerkung 2.5 (Skalarprodukt)
Koordinaten- Um das Skalarprodukt zweier Kets zu berechnen, kénnen wir uns nun der Spalten-
darstellung des und Zeilenschreibweise bedienen, indem wir einfach deren Matrix-Produkt bilden:

Skalarprodukts

(uy) c
(olo) = (o) (o) - ) | 20 = eieg -y | | = Db

Und erhalten dadurch die bekannte Komponentenschreibweise des Skalarprodukts.

2.3.3 Darstellung von Operatoren

Sei [¢)) := Al), mit den Komponenten b in der Basis {|i)}. Betrachten wir
die erste Komponente

by = (Ly") = (1](A[)) (2.42)
Fiir [¢) kénnen wir schreiben [¢) = 37, b;]j):

by = (1](Al)) = (1] Azbj|j> = > (1Al (2.43)

J

Allgemein:

J

b = (il (Al)) = (il Azbj|j> = > (ilAl)b (2.44)

Darstellung von Wir nennen die Zahlen (i|Alj) := A;; und schreiben sie in eine Matrix
Operatoren:
Matrizen A o Ay

A= (2.45)
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Berechnung der

Matrixelemente

Darstellung des
adjungierten

Operators

Hermitesche Matrix

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Denn wir erhalten
b} > y Ayjb; b1

A (2.46)

A =1y | = > Aighy |

Daraus ergibt sich der

Satz 2.6 (Matrixelemente)
Die Matrizelemente A;; der darstellenden Matriz A einer Abbildung A ergeben
sich aus

(A = Gl4l)  (247)]

Bemerkung 2.6
Jede lineare Abbildung kann geschrieben werden als

A= App|m)(nl (2.48)

Denn

AlY) = cadln) =Y LAln)ea = |m)(m|Aln)(n|¢) (2.49)

Matrix-Darstellung des adjungierten Operators

Die zum adjungierten Operator At gehorende Matrix lisst sich berechnen durch
Al = (iAY)5) = (j]Ali)* = 43, (2.50)

Somit ist die zum adjungierten Operator gehérende Matrix A" die transponierte

der komplex konjugierten Matrix A* (Matrixelemente konjugiert) der Matrix A.

Hermitesche Matrix

Eine Hermitesche Matrix ist die zu einem hermiteschen Operator (4 = AT)
gehorende Matrix, sie hat somit die Eigenschaft:

Ay = A, (2.51)

Aji = A, (2:52)
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Unitdre Matrix

Spektralsatz

Hilfssatz

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Die Diagonalelemente sind also reelle Zahlen und die beziiglich der Diagonalen
symmetrischen Eintrdge ihre jeweiligen komplex Konjugierten.

Unitidre Matrizen

Es ist

(uilug) = (il UULug) = i U ug) (| Uy (2.53)
k

Die Elemente einer unitiren Matrix erfiillen also die Relation

> UiiUks = 6 (2.54)
k

Das heifit, das Skalarprodukt einer Spalte mit der komplex Konjugierten einer
anderen Spalte ergibt null (orthonormale Spalten).

2.4 Spektralsatz

Satz 2.7

Sei A hermitesch, dann existiert eine unitire Matriz U, sodass UTAU Diago-
nalform hat, mit den Eigenwerten von A als Diagonalelemente. Fir entartete
FEigenwerte A\, konnen e(n) (Grad der Entartung) orthonormierte Eigenvektoren
[n,r) gewdhlt werden. Man kann dann Projektoren in die jeweiligen Eigenrdume

durch P, = Zi(znl) |n, rY(n,r| definieren. Fiir A gilt die Spektralzerlegung

A=) "\P, (2.55)

2.5 Sitze kommutierender Operatoren

Satz 2.8
Sind die Operatoren A und B vertauschbar und ist |1) ein Eigenvektor von A,
s0 ist auch B|Y) ein Eigenvektor von A mit demselben Eigenwert a.

Beweis: A(B[y)) = B(A[¢)) = B(a[y)) = a(B[y)) 0

Bemerkung 2.7 (Folgerungen)
Es ergeben sich direkte Folgerungen:
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Gemeinsame

Eigenbasis

Def.: Vollstandiger
Satz vertauschbarer
hermitescher

Operatoren

Beispiel

2 Endlichdimensionale Hilbertraume

1. Ist a ein nicht entarteter Eigenwert, so sind alle ihm zugehorigen Eigenvektoren
linear:

Bly) o< |¢) (2.56)
Also ist |¢) auch ein Eigenvektor von B.

2. Ist a ein entarteter Eigenwert, so gehort B|¢) zum Eigenraum &, von a. Das
heif3t:

V) € b = Bl) € (2.57)

(Man sagt: &, ist global invariant unter Einwirkung von B.)

Satz 2.9 (Gemeinsame Eigenbasis)

Sind die hermiteschen Operatoren A und B wvertauschbar, so besitzen A und
B gemeinsame FEigenvektoren, die eine Orthonormalbasis des Zustandsraums
bilden.

Beweis: Da A eine Observable ist, existiert mindestens ein Orthonormalsystem von
Eigenvektoren {u? } von A beziiglich Eigenwerten a,, die eine Basis des Zustandsraums
& bilden.

1. Ist der Eigenwert a, nicht entartet, so ist der zugehérige Eigenvektor |u,) von
A auch ein Eigenvektor von B (Satz 2.8).

2. Ist ay entartet, so sind alle Elemente des Eigenraums &, Eigenvektoren von A
mit Eigenwert a,. B hat im Eigenraum &, die Darstellung ﬁg;l) = (ul,| B|ul,).
Diese Matrix ist hermitesch, da B hermitesch ist. Das heifit, sie ist diagonali-
sierbar, also existiert eine Basis aus Eigenvektoren von B in &), die automatisch
Eigenvektoren von A sind. O

Definition 2.8 (Vollstéindiger Satz kommutierender Operatoren).
Eine Menge von vertauschbaren hermiteschen Operatoren A; wird als vollstindi-
ger/mazimaler Satz von kommutierenden Operatoren bezeichnet, wenn durch
FEigenwerte dieser Operatoren gemeinsame FEigenvektoren (bis auf einen kon-
stanten Faktor) eindeutig bestimmt werden.

Bemerkung 2.8

Aquivalent dazu ist: Eine Menge von Observablen A; ist eine vollstindige Menge kom-
mutierender Operatoren, wenn eine eindeutige Orthonormalbasis aus gemeinsamen
Eigenvektoren existiert.

2.6 Ein wichtiges Beispiel

Ist H ein hermitescher Operator, so ist
U=¢e teR (2.58)

ein unitéarer Operator.
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2 Endlichdimensionale Hilbertraume

Beweis: Ut = (Z M)T =>, (CHE)" _ —itH  Gomit ist UUT = 1.

n n! n!

Satz 2.10
Sei H hermitesch mit der Spektralzerleqgung H = Zn M P. Dann ist

U= eitH _ Z eit)\n Pn
n
Beweis: Da P, P, = 0mn und Pg = P, ist

2
H? = (Z )\nPn> => NP,

Somit

) itAn )* )
QitH _ Z (i k?'l) P, = Zeztknpn
: n

n,k

Wichtige Lerninhalte des Kapitels

e Definition Hilbertraum

e Schwarzsche Ungleichung

e Adjungierte, hermitesche und unitdre Operatoren
e Bra-Ket-Notation

e Projektionsoperatoren

e Spektralsatz

e Kommutierende Operatoren
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Kapitel 3

Die Postulate der
Quantenmechanik

3.1
Zustandsvektoren
und -Raume

3.1 Postulat 1 — Zustandsvektoren und Zustandsriume

Erstes Postulat

3.2 Physikalische

Der physikalische Zustand eines Quantensystems wird zu einer gegebenen Zeit | 2-
Eigenschaften

to vollstindig durch einen Zustandsvektor |¢) € # beschrieben, wobei J# ein
komplexer Hilbertraum (Zustandsraum) ist. |¢) ist dabei normiert zu wihlen. | 3.3 Messergebnisse

3.4 Messwahr-
Bemerkung 3.1 scheinlichkeit

1) le)Ix) e 2 = |y) = %(W) +|x)) € A (reprisentiert einen phys. Zustand)
3.5 ,,Kollaps der

(ii) Klassische Mechanik: Der Zustand eines Systems ist definiert durch Angabe von  Wellenfunktion*
Ort und Impuls.
= 3.6 Schrodinger-
Quantenmechanik: Der Zustand eines Systems ist abstrakt definiert. Trennung  Gleichung
von Zustand und physikalischen Eigenschaften.

Beispiel 3.1

In Abschnitt 1.2 wurde der Stern-Gerlach-Versuch vorgestellt und den beiden
moglichen Zustinden des Systems Vektoren aus dem Zustandsraum ¢ = C?
zugeordnet. Ein solcher Zustand wird also durch einen Ket-Vektor der Form

[v) = ﬁ ( g ) , wobei a, € C (3.1)

charakterisiert.

18



Zweites Postulat

Drittes Postulat

3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.2 Postulat 2 — Physikalische Eigenschaften

Jede physikalisch messbare Eigenschaft .7 wird durch einen hermiteschen Ope-

rator A im Zustandsraum beschrieben. A bezeichnet man als Observable.

Beispiel 3.2 (Pauli-Matrizen)
Die Einheitsmatrix

]1:((1) (1)) (3.2)

und die drei Pauli-Matrizen

e (0) () (A h) e

sind linear unabhéngige hermitesche Operatoren (Observablen). Jede 2 x 2-
Matrix ist als Linearkombination dieser Matrizen darstellbar (vgl. Ubungs-
blatt Nr. 1 Aufgabe 1).

Den Pauli-Matrizen werden die drei Komponenten (g, fiy, p1z) des magne-
tischen Moments p zugeordnet, fiir das wir uns im Stern-Gerlach-Versuch
interessieren.

3.3 Postulat 3 — Messergebnisse

Die Messung der physikalischen Eigenschaft 7 liefert immer einen der Eigen-

werte von A.

Bemerkung 3.2
Da hermitesche Operatoren reelle Eigenwerte besitzen (wie in Unterabschnitt 2.2.3
gezeigt wurde), sind Messergebnisse — den Erwartungen entsprechend — immer reell.

Beispiel 3.3

Im Stern-Gerlach-Experiment werden quantisierte Ergebnisse beobachtet: Die
Verteilung der moglichen magnetischen Momente p, ist nicht kontinuierlich,
wie es die klassische Theorie vorhersagt, sondern ist auf zwei Werte beschrankt.
Dies sind genau die Eigenwerte +1 der Pauli-Matrix o .
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3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.4 Postulat 4 — Messwahrscheinlichkeit

Viertes Postulat

Wird die Eigenschaft & im Zustand |¢)) gemessen, dann findet man mit der
Wahrscheinlichkeit

das Messergebnis A, .

(Pp = Zf(:"l) [n, r){n,r| projiziert in den Eigenraum des Messergebnisses Ay,. )

Bemerkung 3.3
(i) Esist pn € R (notwendige Eigenschaft einer Wahrscheinlichkeit), da

P = (G|Paltp)” = (Patpl)) = (W|P0) = ($|Palt)) = pn (3.5)

(ii) Nach dem dritten Postulat, sollte Y p, = 1 sein, da die Moglichkeit eines der
Ergebnisse A, zu erhalten immer vorhanden ist:

(2.37)
D (WIPale) = (@] Pale) =" ($lL|y) =1 (3.6)
Def.: (iii) Der Erwartungswert der Messung einer Observablen A wird definiert durch
Erwartungswert (2.55)

(A) =" padn = D (WIPa[) A (] Alp) (3.7)

n

e Wie man leicht sieht, ist der Erwartungswert (A) eines hermiteschen Operators
reell.

e In der Regel ist der Erwartungswert kein erlaubtes Messergebnis einer einzelnen
Messung.

Globale Phase (iv) Physikalische Zustinde sind nur bis auf eine globale Phase festgelegt, denn der
Vektor 1) := e"“|1) (o € R) hat die gleichen Messwahrscheinlichkeiten wie |1)):

P = (W |Palt) = (9| Pale’ ) = €' (4| Patp) = pn (3.8)

e Strenggenommen entsprechen physikalische Zusténde einem sog. Strahl (ray), d.h.
einem Vektor bis auf einen Phasenfaktor.

e Wihrend eine globale Phasendifferenz keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkei-
ten hat, ist eine relative Phase zwischen zwei aufsummierten Zustandsvektoren
von Bedeutung. So sind die physikalischen Eigenschaften der Zusténde

%(Iw>+|x>), \_/—é(lw>+|x>) (3.9)
dieselben, wohingegen die Vektoren
%(Is@>+|x>), %(m—m) (3.10)

jeweils zu verschiedenen Messergebnissen fiihren.

(v) Das vierte Postulat erklirt einen fundamentalen Indeterminismus (es sei denn es
existiert ein ¢ mit p; = 1).
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Fiinftes Postulat

Bornsche Regel

Préparation eines
Zustands

3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.5 Postulat 5 - “Kollaps der Wellenfunktion*

Wenn die Messung der physikalischen Eigenschaft 7 im Zustand |¢) das Mess-
ergebnis A, ergibt, so ist das System nach der Messung im Zustand

::M 3.11
Wl WP 10) @0

(normierte Projektion in den Eigenraum des Eigenwerts Ay ).

Bemerkung 3.4
Dieses Postulat fithrt zu zwei grundsétzlichen Fragen:

o Ist das fiinfte Postulat fundamental oder ableitbar?

e Ist diese Veranderung des Zustands ein physikalischer Effekt oder ein rechneri-
sches Hilfsmittel?

3.5.1 Bornsche Regel

Eine Kombination aus dem vierten und fiinften Postulat ergibt den

Satz 3.1
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System |1) im normierten Zustand |p) zu

finden, ist durch das Betragsquadrat des Uberlappmatrizelements (pl) gegeben:
P — ¢) = {plv)® (3.12)

Beweis: Fiir eine Observable mit nicht-entarteten Eigenwerten werden die Wahrschein-
lichkeiten nach dem vierten Postulat berechnet durch

Pn = (I Palth) = ($lon) (on|¥) = [{pnl¥)[? O

3.5.2 Préparation eines Quantenzustands

Als eine Konsequenz des fiinften Postulats ergibt sich, dass durch die Messung
eines vollstdndigen Satzes kommutierender Observablen der Quantenzustand
des gemessenen Systems eindeutig festgelegt wird (der Zustand wird priapariert).

Beispiel 3.4 (Stern-Gerlach-Experiment)
Im Stern-Gerlach-Experiment (1.5) konnte eine Quantisierung des Messergeb-
nisses beobachtet werden. Den Atomen mit p, > 0 wurde der Zustand |+),
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Ziel

A— B

3 Die Postulate der Quantenmechanik

denen mit p, < 0 der Zustand |—) zugeschrieben. Benutzen wir die Pauli-
Matrix

o, = ( (1) _01 > (3.13)

(siche Ubungsblatt Nr.1 und Nr.2) um die Messung durch die Stern-Gerlach-
Apparatur mit Ausrichtung in z-Richtung zu beschreiben, wird die Quantisie-
rung durch das diskrete Eigenwertspektrum {+1,—1} von o, mit zugehérigen
Eigenvektoren |+), |—) erklért.

Desweiteren bildet {o,} einen vollsténdigen Satz kompatibler Observablen,
da keiner der Eigenwerte entartet ist (eindimensionale Eigenrdume).

Wird nun einer der entstandenen Atomstrahlen blockiert (sagen wir, der mit
1z < 0), so ist der Zustand des noch vorhandenen Strahls eindeutig festgelegt,
was einer Préparation des Zustands |¢)) =: |[+) entspricht.

3.5.3 Messung von kompatiblen Observablen

Wir betrachten zwei kommutierende Observablen A, B mit der gemeinsamen
orthonormierten Eigenbasis

{lan, bm,i) :n=1,...,Nym=1,...,M;i=1,...,e(n,m)} (3.14)

(N, M: Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von A bzw. B,
e(n,m): Grad der restlichen Entartung)

an und by, geben dabei die Eigenwerte von A und B an, die den Eigenraum be-
stimmen, in dem die Menge {|an,bm,i) :i=1,...,e(n,m)} eine Orthonormal-
basis bildet. Das System sei im Anfangszustand |¢) =3 . camilan, bm, ).
Im Folgenden soll untersucht werden, ob die Reihenfolge der Messung von A und
B einen Unterschied fiir die Wahrscheinlichkeit p(ay,,, bn,) macht, die angibt,
mit welcher Wahrscheinlichkeit a,,, und b,,, gemessen wird.

(i) Wird zuerst A gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir a,, zu finden:

p(ano> = Z |Cno,m,i|2 (315)

Das System befindet sich dann im Zustand

1 .
|1/};1> = choym,”anmbﬂuw (316)

> omi |Cnomil? mai
m,i 1Cno,m,il” mi
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3 Die Postulate der Quantenmechanik

Wird nun B gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit einen Wert b,,, zu
finden

1
Pang (Do) = S Tomil? Z |Cnomoil” (3.17)

Somit erhalten wir fiir die gesuchte Gesamtwahrscheinlichkeit

P(angs bmy) = plan,) 'pano mo) Z |¢no,mo, il (3.18)
B— A (ii) Messen wir zuerst B, so erhalten wir einen Wert b,,,, mit der Wahrschein-
lichkeit

= lenmoil? (3.19)
Das System befindet sich dann im Zustand

) = ——x ch mosil@ns b, 1) (3.20)
an |Cn mo,t |

Wird nun A gemessen, so ist die Wahrscheinlichkeit einen Wert a,, zu
finden

Db, (any) = Z 2 Z |¢no,mo, Z| (3.21)

n1|cnmoz

Somit erhalten wir fiir die gesuchte Gesamtwahrscheinlichkeit

P(bmgs Gng) = P(bmg) - P bimg (any) Z |Cno,ma, il? (3.22)

Es ist also

p(bmov ano) = p(anm bmg) (323)

und macht somit fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit keinen Unterschied, welche
der kommutierenden Observablen zuerst gemessen wird. Das heift, fiir kom-
patible (vertauschbare) Observablen sind die physikalischen Vorhersagen un-
abhéngig von der Reihenfolge der Messung. Nach der Messung ist das System
im Zustand

[¥") = i) (3.24)

1
E |C _|2 cho,mo,i|an07bmov
\/ 7 no,mo,? i

und jede weitere Messung von A oder B liefert a,, oder by, .

Resultat: Die Hintereinanderausfihrung der Messung kompatibler Observablen liefert zusdtz-
gleichzeitige liche Informationen.

Messung mdglich
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Ziel

A— B

B— A

3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.5.4 Messung inkompatibler Observablen

Nun wollen wir Observablen A, B betrachten, die nicht kommutieren, aber — als
Vereinfachung — deren Eigenwerte den jeweils zugehorigen Eigenzustand ein-
deutig festlegen (es treten keine entarteten Eigenwerte auf). Ein Beispiel fiir ein
solches System von Observablen sind die Pauli-Matrizen.

Es soll wieder untersucht werden, ob die Reihenfolge der Messung von A und B
eines Quantensystems im Zustand |¢)) einen Einfluss auf die jeweilige Gesamt-
wahrscheinlichkeit p(an,, bm,) hat, die Eigenwerte a,, und b,,, zu messen:

(i) Die Messung von a,, mit der Wahrscheinlichkeit

plan,) = |<ano|w>|2 (3.25)
fihrt zum Zustand

) = lang) (3.26)
Wird daraufhin B gemessen, so erhdlt man den Wert b,,, mit der Wahr-
scheinlichkeit

Dy, (bmo) = |<bm0 |a’no>|2 (327)
und den Endzustand

|¢§%> = (bmo | @no) [bimy) (3.28)
Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist also

P(ngs bmy) = |<ano|w>|2|<bmo|ano>|2 (3.29)

(ii) Wird by, mit der Wahrscheinlichkeit

P(bmg) = (b [)[? (3.30)
zuerst gemessen, so fiithrt dies zum Zustand

Y1) = 1bmg) (3.31)
Wird daraufthin A gemessen, so erhélt man den Wert a,, mit der Wahr-
scheinlichkeit

Py, (ang) = [{ang|bm,)[* (3.32)
und den Endzustand

|1/’Zz> = (@ng [bmg)|@n,) (3.33)
Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist

P(bmgs Gng) = |<bmo|¢>|2|<ano|bmo>|2 (3.34)
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Resultat: keine
gleichzeitige

Messung maglich

Beispiel: Sequenz

von Stern-Gerlach-

Apparaturen

3 Die Postulate der Quantenmechanik

Da im Allgemeinen gilt:

[{bmo [1)[* # [an, [¥)]? (3.35)

unterscheiden sich die Gesamtwahrscheinlichkeiten sowie die Endzustédnde bei
der Messung inkompatibler Observablen in verschiedener Reihenfolge.

Inkompatible Observablen konnen nicht gleichzeitig gemessen werden. Die Mes-
sung der zweiten Observablen zerstort die Information, die die erste Messung
geliefert hat, da es keine gemeinsame Figenbasis gibt.

Bemerkung 3.5
Eine mogliche Interpretation dieses Ergebnisses ist, dass sich die Messungen inkompa-
tibler Observablen gegenseitig storen.

Beispiel 3.5 (Sequenz von Stern-Gerlach-Apparaturen)
Wir betrachten eine Sequenz von Stern-Gerlach-Apparaturen, wie sie in Abb.
3.1 schematisch dargestellt ist.

Nachdem durch eine erste Apparatur in z-Richtung der Zustand |0, = +1)
(normierter Eigenzustand zum Eigenwert Ay = +1 von o) préipariert wurde
(siehe Bsp. 3.4), wird das System in diesem Zustand in einer zweiten Appa-
ratur gemessen, deren Magnet nun in z-Richtung (senkrecht zur z-Richtung
und zur Ausbreitungsrichtung) positioniert ist.

Wir ordnen dieser Apparatur (analog zur ersten) die Pauli-Matrix

oy = < g’ é ) (3.36)

zu, mit den moglichen Messergebnissen (Eigenwerte) Ay = +1. Nach dieser
zweiten Messung befindet sich das System in einem der beiden Eigenzustdnde
von o,:

|01=+1>=%(1),|om=—1>:%<_11) (3.37)

Ist nun das System im Zustand |0, = +1), so ergeben sich die Wahrschein-
lichkeiten fiir die beiden moglichen Messergebnisse nach der Bornschen Regel
(3.5.1) zu

p(Ur = +1)

1
(0 = +1|o, = +1)* = 5 (3.38)
1
- 3.39
: (3.39)
Nachdem der Atomstrahl nun die zweite Apparatur passiert hat und in die
beiden Eigenzustidnde von o, aufgespalten wurde, blockieren wir erneut einen
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o, und o, sind

nicht kompatibel

Def.: Varianz

3 Die Postulate der Quantenmechanik

[Oven sz::;h e,
Experiment

Abbﬂdung 3.1: Sequenzielles Stern-Gerlach-Experiment

|o,= +1> - Beam |ox= +1> - Beam

|lo,= +1> - Beam

Stern-
Gerlach &,
Experiment

Stern-
Gerlach &,

Experiment |o,=-1> - Beam

|o,=-1> - Beam |o,=-1> - Beam

(loz = —1)) der beiden Komponenten (was dem ,, Kollaps der Wellenfunktion®
bei Messung von A = +1 entspricht) und positionieren eine dritte Apparatur
wieder in z-Richtung, in der der priparierte Zustand |o, = +1) einer Messung
von o, unterzogen wird. Fiir die moglichen Ergebnisse (Ax = £1) finden wir
die Wahrscheinlichkeiten
1
(1)

Das heifit, obwohl durch die erste Apparatur der Zustand |0, = +1) pripariert
wurde, ist es nach der Messung von o, bei einer folgenden Messung von o,
wieder gleich wahrscheinlich, als Endzustand der Messung |0, = +1) oder
|o, = —1) zu erhalten. Die Messung durch die zweite Apparatur hat somit die
Information aus der ersten zerstort.

2

(3.40)

N | =

p(Uz = +1) |<Uz = +1|01 = +1>|2 =

N | =

1
5 (3.41)

Dass o, und o, nicht gleichzeitig gemessen werden kénnen, sieht man auch
folgendermafien: Das Quantensystem sei im Zustand |+). Es ist

N = =

plos =+1,0, = +1) (3.42)

ploy =+1,0, = +1) (3.43)

Bei unterschiedlicher Reihenfolge der Messung erhalten wir also andere Wahr-
scheinlichkeiten fiir die gleichen Messergebnisse.

3.5.5 Verallgemeinerte Unschirferelation

Definition 3.1 (Varianz).
Befindet sich das Quantensystem im Zustand |¢), so ist die Varianz einer Ob-
servablen A gegeben durch

((AA)%) = ((A = (4))%) = (4%) = (4)° (3.44)
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Verallgemeinerte
Unschérferelation

Heisenbergsche

Unscharferelation

3 Die Postulate der Quantenmechanik

Sie ist ein Maf$ fir die Unschdrfe der Messergebnisse von A.

* Siehe Ubungsblatt Nr. 2 Aufgabe 6.

Bemerkung 3.6
Die Varianz verschwindet genau dann, wenn |¢) ein Eigenzustand von A ist, denn falls

Al) = alv) gilt, ist

(A)=a , (A*=d (3.45)

Satz 3.2 (Verallgemeinerte Unschérferelation)
Seien A und B zwei beliebige Observablen, dann gilt die Unschdrferelation

(A4)*)((AB)*) = S [([A, B)? (3.46)

|

Beweis: Siche Ubungsblatt Nr.2. O

Fiir nicht-kommutierende Observablen gibt es Zustdnde mit ([A, B]) # 0. In
solchen Zustédnden kann das Produkt der Unschérfen der Messergebnisse von A
und B also nicht kleiner sein als ein bestimmter Wert.

Bemerkung 3.7
Besonders wichtig sind die Fille, in denen

[A,B]=a, acC (3.47)
(Dies kann nur in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen auftreten.) Das Produkt der

Unschérfen ist dann fiir alle Zustdnde nach unten beschriankt. Das heiffit, man kann
dann A und B nicht simultan beliebig genau kennen.

Beispiel 3.6 (Heisenbergsche Unschirferelation)
Betrachten wir die Observablen fiir Ort und Impuls, X und P, und geben an

(X, P] = ih (3.48)

so erhalten wir die Heisenbergsche Unschdrferelation

(Az)(Ap) = (3.49)

NSt
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Sechstes Postulat

Normerhaltung

Superpositions-

prinzip

3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.6 Postulat 6 — Schrédinger-Gleichung

Die Zeitentwicklung eines Zustands |[¢(¢)) wird durch die zeitabhingige
Schrodinger-Gleichung (SG) beschrieben:

i () = H) () (3.50)

mit dem hermiteschen Hamiltonoperator H(t), der die Gesamtener-
gie des Systems reprasentiert und dem Planckschen Wirkungsquantum
h=2 =1,054-1034Js.

2w

Bemerkung 3.8
(i) Wie man aus der klassischen Hamilton-Funktion . den quantenmechanischen
Operator H erhalt, wird spéter diskutiert werden, wenn uns der notwendige
Formalismus vertraut ist.

(ii) Unter der zeitlichen Entwicklung eines Zustands, die durch die Schrédinger-
Gleichung beschrieben wird, muss die Norm erhalten bleiben:

Swone) = (Fwo)wor+wol (o) e
B2 L@@ w0) + - wOIHORW) (352)
- 0 (3.53)

Das heifit, ist ein Anfangszustand |¢)(to)) gegeben mit ||¢(to)|| = 1 so ist
@l =1, vt (3.54)

(iii) Wahrend individuelle Messergebnisse indeterministisch sind, ist die Zeitentwick-
lung eines Zustands in der Quantenmechanik véllig deterministisch (festgelegt
durch die SG).

(iv) Aus der Linearitét der Schrédinger-Gleichung folgt, dass Superpositionen von
Losungen auch Losungen sind.

(v) Dadie zeitabhingige Schrodinger-Gleichung eine Differentialgleichung erster Ord-
nung ist, wird als Anfangszustand nur |1(to)) benétigt (keine Ableitungen).
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Das

Ehrenfest-Theorem

Verbindung zur
klassischen
Mechanik

Def.:
ErhaltungsgroBe

3 Die Postulate der Quantenmechanik

3.6.1 Die Zeitentwicklung des Erwartungswerts

Satz 3.3 (Ehrenfest-Theorem)
Die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observablen A ist gegeben durch

Gl = paam+ (5) (3.5
Beweis:
%(A(t» = @OIADRE) + @@IADRBE@) + @@IARD)]P(?))
- —%(HA) + <aa—f> + %(AH)
= (%)

Bemerkung 3.9 (Analogie zur klassischen Mechanik)
In der klassischen Mechanik gilt fiir die totale Zeitableitung einer Observable

dA 0A

— ={AH — 3.56

B —am+ % (3.50)
Bei dieser Analogie ist zu beachten, dass in der Quantenmechanik die Aussage fiir den
Erwartungswert, nicht fiir individuelle Messergebnisse gilt. Fiir die Erwartungswerte
des Orts- und Impulsoperators ergibt sich

ISH

L R ) (3.57)

m
Somit ist die klassische Mechanik in gewisser Weise in der Quantenmechanik enthalten.

Definition 3.2 (Erhaltungsgrofie).
Eine nicht explizit zeitabhdngige Observable, die mit H kommutiert, heifst Er-
haltungsgrafe.

Satz 3.4
Der Erwartungswert einer Erhaltungsgrifie ist zeitunabhdngig.

Z(A) =0 (3.58)

Beweis: Klar. O
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Bemerkung 3.10
In konservativen Systemen (Systeme mit H # H(t)) ist die Gesamtenergie eine Erhal-
tungsgrofle und es gilt

Liy=0 (3.59)

3.6.2 Zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung

Satz 3.5 (Losung der SG in konservativen Systemen)
In konservativen Systemen kann anstelle der zeitabhdngigen Schridinger-Gleichung
auch die Gleichung

Hlp) = Elp) (E €R) (3.60)

geldst werden. (Eigenwertproblem)

Die Liosungen {¢n,i} dieser Gleichung (Eigenvektoren von H mit Eigenwerten
E,, und Entartung i = 1,...,e(n)) bilden eine Basis des Zustandsraums. Ein
gegebener Anfangszustand kann dann zerlegt werden in

[¥(to)) = > eniln.) (3.61)

Die Liosung fiir die zeitabhdingige Schrodinger-Gleichung ergibt sich daraus zu

(1)) =Y e Enltto)/he, g, ) (3.62)

n,t

Beweis: Da der Hamiltonoperator H zeitunabhingig ist, sind dessen Eigenwerte und
Eigenvektoren ebenfalls zeitunabhéingig. Die Losung der zeitabhéngigen SG muss somit
der Form sein

W) = eni(t)en,i) (3.63)

n,i

Wir benétigen also lediglich einen Ausdruck fiir die ¢y, ;(t) = (¥n,i|1(t)). Dazu bedienen
wir uns der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung:

(onil (1)) = (onal V) = Bulion il (0) (364
o d
& zhacn’i(t) = Encyi(t) (3.65)

Durch Losung dieser Differentialgleichung erhalten wir

Cn,i(t) = cn,i(to)eEnlt=to)/h (3.66) O
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Bemerkung 3.11 (Allgemeine Strategie)
Allgemein ist beim Losen der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung in konservativen
Systemen also wie folgt vorzugehen:

(i) Bestimmung der Eigenwerte und Eigenzusténde des Hamiltonoperators.
(ii) Zerlegung eines Anfangszustands in die Eigenbasis.

(iii) Die gesuchte Losung hat die Form aus (3.62).

3.6.3 Stationire Zustiande

Befindet sich ein System im Anfangszustand |1¢), welcher ein Eigenzustand zum
Eigenwert E' des Hamiltonoperators eines konservativen Systems ist, so ist die
Losung der Schrodinger-Gleichung nach Satz 3.5

(t)) = e~ EE=t)/Byy) (3.67)

Dieser Zustand unterscheidet sich fiir alle Zeiten nur um einen globalen Pha-
senfaktor von |iy), weshalb er physikalisch von seinem Anfangszustand nicht
unterscheidbar ist (siehe Bemerkung 3.3.iv). Die folgende Definition erscheint
deshalb sinnvoll.

Definition 3.3 (Stationiire Zusténde).
Die Eigenzustinde des Hamiltonoperators werden stationdr genannt.

Bemerkung 3.12 (Energieerhaltung)

Wird die Gesamtenergie eines Systems gemessen, so kollabiert die zugehorige Wel-
lenfunktion in den zur gemessenen Eigenenergie Fy gehorenden Eigenzustand. Das
System befindet sich dann also in einem stationdren Zustand, der sich einerseits zeit-
lich nicht &ndert und andererseits bei jeder weiteren Messung dieselbe Eigenenergie
Fy liefert. Dies bildet die quantenmechanische Erkliarung fiir die Energieerhaltung in
konservativen Systemen.
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Wichtige Lerninhalte des Kapitels

Zustandsvektor und Zustandsraum
Observable

Messergebnisse und Messwahrscheinlichkeiten
Indeterminismus

., Kollaps der Wellenfunktion*

Bornsche Regel

Sequenz von Stern-Gerlach-Experimenten

Messung von kompatiblen und nicht-kompatiblen Ob-
servablen

Verallgemeinerte Heisenbergsche Unschérferelation
Schrédinger-Gleichung
Superpositionsprinzip

Zeitentwicklung von Erwartungswerten; Erhaltungs-
groBen

Zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung

Stationdre Zustiande
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Mischzustande

Reine Zustande

Messwahrschein-
lichkeit

Kapitel 4

Dichtematrix

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Beschreibung von Systemen beschéfti-
gen, fiir die kein Anfangszustand vorgegeben ist. Betrachten wir dazu erneut
das Stern-Gerlach-Experiment:
Beispiel 4.1
Im Stern-Gerlach-Experiment kennen wir fiir jedes Teilchen nach dem Pas-
sieren des Magnetfelds den genauen Zustand: Einer der Eigenzustinde |y ),
|x—) der zugeordneten Pauli-Matrix. Doch wir kénnen keine Angabe dariiber
machen, wie der Zustand vor dem Eintritt ins Magnetfeld aussah. Wir be-
schreiben diesen deshalb in einer Art von Mischzustand, in dem die moglichen
Zustdnde mit bestimmten — aus dem System resultierenden — Wahrscheinlich-
keiten versehen sind.

Im Folgenden bedienen wir uns einer statistischen Mischung von orthogonalen
Eigenzusténden [1),,) einer Observablen.

<1/)n|1/}m> = 5nm (41)

Ein solcher Mischzustand ist nicht zu verwechseln mit einem reinen Zustand,
der als Superposition der |1,,) geschrieben werden kann, mit Koeffizienten c,,
deren Betragsquadrate die Wahrscheinlichkeiten Z(a,,) = |(¥,[¥)|* angeben,
bei einer Messung den Eigenwert a,, zu erhalten.

Angenommen, es sei bekannt, mit welchen Wahrscheinlichkeiten p; der An-
fangszustand in einem Eigenzustand |¢y) pridpariert wurde, dann erhdlt man
die Wahrscheinlichkeit &?(a,,) aus der Summe der Produkte py P (a,), wobei
Pr(an) = (Yr|Pnltor) die Wahrscheinlichkeit angibt, im Zustand |¢) den Ei-
genwert a, zu messen (mit Projektionsoperator P,).

Plan) =Y ppPilan) (4.2)

k
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4 Dichtematrix

Definition 4.1 (Dichtematrix).
Def.: Dichtematrix  Zur Beschreibung eines gemischten Zustands verwendet man die Dichtematrixz

pi=> prlvw) (Wx] (4.3)
k
Satz 4.1 (Wahrscheinlichkeit im Mischzustand)
Messwahrschein- Die Wahrscheinlichkeit &(ay,), in einem — durch p beschriebenen — Mischzu-
lichkeit im stand den Eigenwert a,, als Messergebnis zu erhalten, ist gegeben durch

Mischzustand

Pan) =Tr(pP,) (4.4)

Beweis: Wir erhalten den Ausdruck (4.2) folgendermafen:

Tr(pPn) = _(rloPaltor) = D Wk |[¥1)pi (Wi | Palvr) Zpk% an)
k k.l O

Bemerkung 4.1 (Unterschied zum reinen Zustand)
(i) Den Unterschied zur Messwahrscheinlichkeit in einem reinen Zustand erkennt
man durch einfaches Umformen:

Powelan) = (W) =D exci (W] Paltbr) (4.5)
k,l
ZICM (k| Palton) + Y ¢ cx (thu| Palbr) (4.6)
k£l
P(an)

Ppure(an) unterscheidet sich von & (a,) also um zusétzliche Interferenzterme.

(ii) Da pim Falle eines reinen Zustands in einen Projektionsoperator |¢) (1| iibergeht,
ist p> = p. So kann man allgemein zwischen reinen und gemischten Zusténden
(fiir die offensichtlich p? # p gilt) unterscheiden.

Satz 4.2 (Allgemeine Eigenschaften des Dichteoperators)
Eigenschaften der Der Dichteoperator erfillt die Eigenschaften

Dichtematrix

(i) Tr(p) =1 (4.7)
(ii) (Plpld) =0 V|p) (positiver Operator) (4.8)
Beweis:
(i) Zpk (WmYr) (Wrlpm) = Zpk =1

(Blol¢) = mewk (Yrld) = Zpkww}k
(i) O

Nun konnen wir einige der Grundpostulate der Quantenmechanik mit unseren
Uberlegungen erginzen.
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Verallgemeinerung

von Postulat 1

Verallgemeinerung

von Postulat 4

Verallgemeinerung

von Postulat 5

Verallgemeinerung

von Postulat 6

4 Dichtematrix

Postulat 1*

Der physikalische Zustand eines Quantensystems ist durch einen Dichteopera-
tor p auf dem Hilbertraum 57 beschrieben. p ist ein positiver Operator mit
Tr(p) = 1.

Bemerkung 4.2
Da p fiir einen reinen Zustand [¢)) € J iibergeht in [¢) (1], ist das alte Postulat 1 ein
Spezialfall von 1*.

Postulat 4*

Wird die Eigenschaft o7 im Zustand p gemessen, so findet man mit der Wahr-
scheinlichkeit

P =Tr(pP,) (4.9)

das Messergebnis A, (mit dem Operator P,, der in den Eigenraum von A,
projiziert).

Postulat 5%

Nach einer Messung befindet sich das gemessene System im Zustand

,  PapPy,
Y= Tr(oP) (4.10)
Postulat 6*
Die Zeitentwicklung des Zustands p ist gegeben durch
L dp(t
n 220 _ (), o) (411)
Beweis:
g = S| (G0 O]+ o) ) (112)
= > ok [HIYr®) Wk ()] = [ () (r ()| H] = [H, p] (4.13)
k |
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4 Dichtematrix

Beispiel 4.2 (Stern-Gerlach-Experiment)
Hinweis: Zum Verstindnis dieses Beispiels ist die Kenntnis von Kapitel 18 (Teil-
chenspin) von Vorteil.

Wir beschreiben den Atomstrahl vor dem Eintritt ins Magnetfeld durch eine
Dichtematrix, wobei wir uns dabei im Folgenden auf den Spinzustandsraum
A beschriinken. Die moglichen Zustéinde der Spin-1/2 Teilchen sind allge-
mein bei beliebiger Ausrichtung des Magnetfelds die Eigenzustinde der Ob-
servablen n - § = n,S; + n,S, + n.S.. Dabei sei n der Einheitsvektor in
Richtung des Magnetfelds. Da wir nach dem Ofen eine gleiche Verteilung der
Eigenzustdande beziiglich allen Richtungen annehmen koénnen, miissen die Ei-
genzustinde [1(0, ¢)) (Kugelkoordinaten) von n-S mit der Wahrscheinlichkeit
- (reziproker gesamter Raumwinkel) gewichtet werden.

4
Eigenzustand fiir Der Eigenzustand von n - S zum Eigenwert % ist gegeben durch
ein beliebig
orientiertes . 0 —i¢/2 . 0 i6/2
Magnetfeld [1) = cos 2¢ |x+) + sin 3¢ Ix-) (4.14)
mit den Eigenzustdnden |x+) von S,. Die Dichtematrix dieses reinen Zustands
ist
20 in @ 9 o—id
_ _ cos”5  singcosge
p0.0) =100 = (g bmie TR E ) (1.15)
Dichtematrix des Damit erhalten wir die Dichtematrix der Teilchen nach dem Ofen aus
Atomstrahls im
Stern-Gerlach- 1 1 ’r T 10
p= [0 o0.00= 1 [ do [ avsinop0.0)= (3 1 )(a10)
Experiment 47 4 0 0 3

= O

> (4.17)

[e=INI[E

X

Wenden wir diese Beschreibung nun an, um zwei Messwahrscheinlichkeiten zu
berechnen:

(i) Mit Ppz = |[x4)(x+| =

(ii) MitPﬂ:(g>(% %):(

Also ist die Aufspaltwahrscheinlichkeit % unabhéngig von der Orientierung
des Magnetfelds.

7N
o =
o O

> ist W(Sz = —I—%) = TT(pPJrz) = %

D[N0
D[N0

) ist 2(8, =+4)=1.
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Kapitel 5

Unendlichdimensionale
Hilbertraume

5.1 Motivation

5.1 M()t ivation 5.2 Eigenschaften

unendlichdim.
Hilbertraume

Motivation Betrachten wir die Hamiltonfunktion aus der klassischen Mechanik:
5.3 Wichtige
p2 Hilbertraume
H(g,p) = 5~ +V(a) (5.1)

5.4 Kontinuierliche
Um daraus den Hamiltonoperator der Quantenmechanik zu konstruieren, ersetzt  Spektren
man die Groflen fiir den Ort und Impuls durch die zugehorigen Observablen R
und P, die der Relation geniigen:

[R,P] =ih (5.2)
(Ersetzt die Poissonklammer-Relation {¢, p} = 1 der klassischen Mechanik.)

Bemerkung 5.1

[A, B] = c ist nur Eine Relation der Form [A, B] = ¢ mit ¢ € C und zwei Observablen A, B ist in
in unendlichdim. endlichdimensionalen Hilbertriumen nicht moglich, denn sei {|n)} eine Eigenbasis von
Hilbertraumen A, so ist
moglich ~
Tr([A,B]) = > (n|AB— BAln)
n=1

= Y (n|ABn) — (n|BA|n)

n

= > an(n|(B—B)n) =0

# Tr(cl)= Nc (5.3)
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Def.: Unendlichdim.

Hilbertraume

12

L?[a,b]

5 Unendlichdimensionale Hilbertraume

5.2 Eigenschaften unendlichdim. Hilbertrdume

Zusétzlich zu den Eigenschaften eines endlichdimensionalen Zustandsraums sind
folgende beiden Eigenschaften definierend fiir einen unendlichdimensionalen Hil-
bertraum 7

(i)
(i)

Vollstandigkeit: Jede Cauchyfolge in 7 hat einen Grenzwert in 2.

Separabilitét: Jeder Vektor in J# lédsst sich durch eine geeignete endliche
Summe von Basisvektoren beliebig gut approximieren.

5.3 Wichtige Hilbertraume

(i)

(i)

(iii)

12: Die Elemente |¢) € [? sind unendliche Folgen von komplexen Zahlen
c1,C2, ... mit der Eigenschaft, dass die Summe der Betragsquadrate aller
Folgenglieder endlich ist:

o0

> ={(c1,c2,...) ter,ca, ... € Cmit [[@l|* =) Jenl” < 00} (5.4)
n=1
Das Skalarprodukt in 2 ist definiert durch
(Xlp) =D dnen €C (5.5)
n=1

(Wenn dj, ¢, die Folgenglieder der Elemente |x), |¢) sind.)

Mit der Schwarzschen Ungleichung sieht man leicht, dass diese Summe
endlich ist.

L?[a,b]: Die Elemente [¢)) € L*[a,b] sind die quadratisch integrierbaren
Funktionen auf dem Intervall [a, b]:

b
L2a,b] = {f : [a,b] — C: / de |f ()2 < oo} (5.6)
Das Skalarprodukt in L?[a, b] ist definiert durch
b
Wle) = [ do v (@)o(o) (5.7)

L?[R]: Die Elemente [¢)) € L*[R] sind die quadratisch integrierbaren Funk-
tionen auf R:

L2[R]={f;13—>@;[o de |f ()2 < oo} (5.8)

Bemerkung 5.2
Die Hilbertraume %, L?[a,b] und L?*[R] sind isometrisch isomorph.
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5 Unendlichdimensionale Hilbertraume

5.4 Kontinuierliche Spektren

Beispiel 5.1 (Differentialoperator)

Betrachten wir den linearen Operator A := —i% in L2[R]. Es ist

wiatle) = - [ (i) o 5:9)

- z’/da: (%W(I)) o(z) (5.10)

— @l S i [ de v @)l (5.11)
=0
= (Y|Alp) (5.12)

Also ist A hermitesch, womit es eine ,,Basis“ aus Eigenfunktionen geben muss.

d.
% .
Losungen der Gleichung —i-% o (z) = Ap(z) sind offensichtlich die Funktionen

Berechnen wir die Eigenfunktionen von —i

pa(z) = €™ (5.13)

Diese Funktionen sind ebene Wellen, aber nicht quadratisch integrierbar. Es
kann also vorkommen, dass die Eigenvektoren eines linearen Operators aus
L?[R] nicht mehr in L?[R] sind, also auch keine physikalischen Zustinde mehr
darstellen (deswegen kann man streng genommen nicht von einer Basis in L2
sprechen).

iAT

Wir kénnen also jedes Element aus #? in die Eigenfunktionen e"* mit ge-
eigneten Koeffizienten c(\) := ¢ (\) zerlegen:
Y(x) = /d)\ P(N)eT (5.14)

mit P(A) = (paly) = [ da p(z)e*.
In der Theorie der Fouriertransformation finden wir einen analogen Ausdruck
fiir jede quadratintegrable Funktion ¢ (x):

1 > 7 AT
Y(z) = T /W dX h(\)e (5.15)

mit Y(\) = \/% 7 dx ap(x)e=™.

In der Tat war die Fouriertransformation der Anfang der Funktionalanalysis,
auf welcher die meisten der hier behandelten mathematischen Erkenntnisse
beruhen.
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Bemerkung 5.3
(i) Bei einer Definition eines Operators wie in Beispiel 5.1 sei der Definitionsbereich
automatisch eingeschrinkt auf den Giiltigkeitsbereich, sodass z.B. Af(z) € L*[R]

ist.
(ii) Die hier betrachteten Eigenfunktionen e¢'*® sind orthogonal zueinander, denn
(parlor) = /d:c e~ N TN — 5\ X)) (5.16)
Dies folgt aus der Darstellung fiir die Dirac-Distribution
1 [ iA
0(x) = — X e 5.17
@ =5 [ arne (5.17)

Diese kann man sich klar machen, indem man die Fouriertransformierte der
Dirac-Distribution berechnet, die sich ergibt zu §(\) = 1.

5.4.1 Spektralsatz

Verallgemeinerung ~ Das Spektrum eines hermiteschen Operators A besteht im Allgemeinen aus ei-

auf kontinuierliche  nem Anteil aus diskreten Eigenwerten A, € R (n € IN) und einem kontinuierli-

Spektren chen Anteil mit A(v) € R, v € R. Bei geeigneter Wahl der Eigenvektoren |n, )
gilt fiir das diskrete Spektrum nach wie vor

Aln,i)y = Ap|n, i) (5.18)
<m7j|nai> = 5mn5ji (519)

Analog gilt fiir das kontinuierliche Spektrum

Alv,i) = Aw)|v, 1) (5.20)
(s jlv,i) = 5(:“_”)51']' (5.21)

Da fiir hermitesche Operatoren Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

orthogonal zueinander sind, gilt fiir die Eigenvektoren aus dem diskreten und
kontinuierlichen Anteil

(m, jlv,i) =0 (5.22)

Satz 5.1 (Zerlegung der Identitiit)
Zerlegung der Analog zu den endlichdimensionalen Hilbertrdumen konnen wir die Identitit
Identitat zerlegen

e(n) e(n)

1=3% iyl + /dyz v, ), ] (5.23)

n =1
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Satz 5.2 (Spektralsatz)
Fir eine beliebige Observable A gilt die Zerlegung

e(n) e(n)
A= Z Z In, i) A (n, i| + /duz lv, ) A(v) (v, (5.24)
i=1

n i=1

5.4.2 Zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung

In einem konservativen System gibt es eine Basis aus zeitunabhéngigen Eigen-
zustdnden der Hamiltonfunktion dieses Systems, sodass fiir jeden beliebigen
Zustand gilt

() =D éna(t)In, d) +/dvzéi(l/)(t)|vvi> (5.25)

n,i

(Wenn |n,i) und |v,i) die Eigenzustéinde beziiglich den diskreten und kontinuierlichen An-
teilen des Spektrums von H sind.) Genau wie im endlichdimensionalen Fall muss
die ganze Zeitabhéingigkeit von |¢(t)) in den Komponenten beziiglich dieser
zeitunabhéngigen Basis enthalten sein. Die Herleitung des Ausdrucks fiir diese
Komponenten erfolgt analog zu Unterabschnitt 3.6.2.

Satz 5.3
Gehdren die Eigenvektoren |n,i),|v,j) zu den Lésungen E,, E(v) des Eigen-
wertproblems

Hin,i) = Eyu|n,i) (5.26)
Hlv,j) = EW)v,j) (5.27)

Und ist ein Anfangszustand gegeben durch

0lt0)) = S enilnsi) + [ dv Y st (5.28)

mit ¢y i := (n, il (to)) und c;(v) := (v, i) (to)), so ist die Losung der zeitabhdingi-
gen Schriodinger-Gleichung gegeben durch

[(t)) = Z eBnt=to)/he iIn, i) + /duZeiE(”)(t_tO)/hci(u)|l/, i) (5.29)

Bemerkung 5.4
Auch hier sind die Kets |v, i) nicht normierbar, also keine Elemente des Zustandsraums
. Doch sie sind notig um jeden beliebigen Anfangszustand in Eigenvektoren von H
zerlegen zu konnen.
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Wichtige Lerninhalte des Kapitels

e Spektralsatz mit kontinuierlichem Spektrum

e Zeitunabhiangige Schrédinger-Gleichung mit kontinu-
ierlichem Spektrum
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Siebtes Postulat

Kapitel 6

Korrespondenzprinzip

6.1 Postulat 7 — Korrespondenzprinzip

e Ort und Impuls eines Teilchens werden beschrieben durch die Observablen
R;,P; (j € {1,2,3}), welche die kanonischen Vertauschungsrelationen
erfiillen

R;,Pi] = ihdy (6.1)
[Pj, Pe] =0

=
=
I

e Eine beliebige physikalische Eigenschaft der klassischen Mechanik
o/ (r,p,t) wird in der der Quantenmechanik durch einen Operator A be-
schrieben, welcher aus &7 hervorgeht, indem r und p durch die Operato-
ren R und P ersetzt werden. Falls notig wird der entsprechende Operator
symmetrisiert, um ihn hermitesch zu machen.

Beispiel 6.1
Wir wollen Hamiltonoperatoren fiir verschiedene Systeme konstruieren:

(i) Freies Teilchen:

H(p)—ﬁ gL (6.3)

T 2m 2m

Da P hermitesch ist, ist in diesem Fall auch H ohne weiteres hermitesch.

(ii) Harmonischer Oszillator:

2 P2
H(p7 T) = 5_’”’1] + %w27'2 — H= % + %W2R2 (64)

44
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6 Korrespondenzprinzip

(iii) H(p,r)=pr — H==(PR+ RP) (6.5)

1
2
Da der Operator H = PR nicht hermitesch ist ((PR)" = RP), wird eine
Symmetrisierung vorgenommen, die hier durch das arithmetische Mittel
der beiden Operatoren ausgedriickt wird.

Wichtige Lerninhalte des Kapitels

e Kanonische Vertauschungsregeln

e Symmetrisierung
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Eigenkets von R

Wirkung von R

Die Basis {|z)}

Kapitel 7

Wellenmechanik

7.1 Ortsdarstellung

7.1 Ortsdarstellung 7.2 Erweiterung des

vierten Postulats

Definition 7.1 (Eigenvektoren von R). 7.3 Schrédinger-
Die Figenvektoren des Ortsoperators R werden mit |x) notiert. Gleichung in
Ortsdarstellung

7.4 Wahrscheinlich-
keitsstrom

Definition 7.2 (Wirkung des Ortsoperators in der Ortdarstellung).
In der Ortsdarstellung, also wenn die Menge {|x)} als Basis gewdhlt wurde, gilt
fiir die Komponenten des Kets R;|Y): 75

Impulsdarstellung

| (@l Rl) = i(ale) (7.1)]

7.6 Schrodinger-
Gleichung in

Wobei x; die Ortskomponente in der i-ten Raumdimension darstellt.
Impulsdarstellung

Bemerkung 7.1

Die z; konnen als Eigenwerte zu den Eigenvektoren |z) des Operators R; aufgefasst
werden.

Da die Menge {|z)} eine kontinuierliche Basis bildet (der Ort ist nicht quanti-
siert), gelten

(2 |z) = &z —2a) (7.2)
/d:c ) (x| = 1 (7.3)

Somit kann jeder Zustand |¢) zerlegt werden in

) = [ do o)aly) = [ do l2)uta) (7.4)

46



7 Wellenmechanik

Definition 7.3 (Wellenfunktion).
Def.: Die Komponenten (x|) =: ¢ (x) werden als (komplexe) Wellenfunktion
Wellenfunktion

Yv:R—C,z— ¢(x) (7.5)
bezeichnet.

Bemerkung 7.2
Wellenfunktionen sind Elemente von L2[RR], denn es ist

L= W) = [ do d! (I} (e le) ol (7.6)
- /d:c da’ " (2')8(x — ' )(x) (7.7)
- / do ¢ (2)(z) (7.8)
— [ i) (7.9)

Satz 7.1 (Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung)
Wirkung von P in  In der Ortsdarstellung, also wenn die Menge {|x)} als Basis gewdihlt wurde, gilt

{|z)} fiir die Komponenten des Kets P|y):
(x| P|y) = —ihg—i} (7.10)

Beweis: Plausibilititsbetrachtung:

(@|[R, P]|¢)

(x| RP|) — (x| PRI)
= wlelPly) - [ d (@lPla’) @ Rl0)

7] g / INAT
= —ihaca—i} +iﬁ£/dx O(x — ")z P(z")
= —iﬁxz—i + iﬁé% (z¢p(x))

il (z) = (z|ihl)

Die angegebene Wirkung von P in Ortsdarstellung reproduziert also die kanonische
Vertauschungsrelation [R, P] = ih. |
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7 Wellenmechanik

7.2 Erweiterung von Postulat 4

Die Wahrscheinlichkeit, ein Messergebnis im Intervall [v, v + dv| aus dem kon-
tinuierlichen Spektrum einer Observable zu finden, ist gegeben durch

dp(v) = [(v]y)*dv (7.11)

Satz 7.2 (Wahrscheinlichkeitsdichte des Ortes)
Das Betragsquadrat einer Wellenfunktion

p(x,t) = |’t/1(.%‘,t)|2 (7'12)

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, die die Wahrscheinlichkeit angibt, das Teil-
chen bei einer Ortsmessung zur Zeit t am Ort x zu finden. Denn nach (7.11) ist
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall [a,b] zu finden, gegeben durch

b b
p= / d |(zhb(6)2 = / dr [, 1)[? (7.13)

a a

7.3 Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung

Satz 7.3 (Eindimensionale Schrédinger-Gleichung)

In der Ortsdarstellung — d.h. wir betrachten nur die Komponenten der Kets
beziiglich der Basis {|x)} — lautet die (zeitabhingige) Schridinger-Gleichung
(im FEindimensionalen)

ih%d)(x,t) = < o, V(a:,t)) b(,t) (7.14)

© 2m 022

Beweis: Das System befinde sich im Zustand |¢) und werde durch den Hamiltonope-
rator H = ﬁpz + V(R, t) beschrieben. Dann gilt

(ling w0) = (@ (50 P2+ VD) ) (7.15)
2
g vle,t) = ool i | 10e) + @IV (R, D) (7.16)
2 02
= U )+ V(@ @, ) (7.17)

Dabei wurde benutzt, dass fiir eine operatorwertige Funktion F'(R), die auf einen Eigen-
ket des Operators R angewendet wird, gilt F'(R)|z) = F(x)|z) (leicht nachzupriifen).[]
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Satz 7.4 (Schrédinger-Gleichung in drei Dimensionen)
Ubetrigt man obige Uberlegungen auf drei Dimensionen (x = (x,vy, z)), so erhdlt
man fir die Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung

iﬁ%d)(m, t) = (—;—mA + V(a:)) W(z,t) (7.18)

i 2 2 2
mit A = % + 36—y2 + %.

Satz 7.5 (Zeitunabhiingige Schridinger-Gleichung in Ortsdarstellung)
Genau wie im endlichdimensionalen Zustandsraum kann fiir konservative Sys-

teme die zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung geldst werden

Hl|pgp) = Elpg) (7.19)

In der Ortsdarstellung erhdlt man

2

E ¢op(x) = <_2h_mA + V(m)) vr(x) (7.20)

Bemerkung 7.3

In der Ortsdarstellung entspricht die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung einer par-
tiellen Differentialgleichung fiir ¢ (z,t), wohingegen die zeitunabhéngige Schrédinger-
Gleichung eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir die Eigenfunktionen ¢g(x) dar-
stellt.

7.4 Wahrscheinlichkeitsstrom

7.4.1 Analogie aus der Hydrodynamik

Wir betrachten ein Volumen V', durch das eine Fliissigkeit hindurch stromt. Wir
benutzen die Grofle der Stromdichte

j(r,t) = p(r,t)v(r, t) (7.21)

die angibt, wieviel Fliissigkeit (Masse) pro Zeit durch eine Fliche hindurch-
stromt. v(r,t) ist dabei ein zeitabhingiges Geschwindigkeitsfeld der Strémung
und p(r,t) die Massendichte. Wollen wir die zeitliche Massenénderung berech-
nen, so erhalten wir einerseits mithilfe des Gaufschen Satzes

d dM
— [ p(r,t) dPr=— = —/ j(r,t) dA = —/ div j d®z (7.22)
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Da dies fiir beliebige Volumina gelten muss, erhalten wir die (auch aus der
Elektrizitidtslehre bekannte) Kontinuititsgleichung

%(I‘, t) +div j(r7 t) =0 (7.23)

Sie impliziert, dass eine Massenénderung nur mit gleichzeitigem Stromfluss zu
erreichen ist (Massenerhaltung).

7.4.2 Wahrscheinlichkeitsstrom

Betrachten wir den Erwartungswert der Geschwindigkeit:

O = wORW) = [E e T (7.24)

part_Int. / dgl'% (" (r, ) Vip(r, 1) — (r, ) VY™ (r, 1)) (7.25)

Definition 7.4 (Wahrscheinlichkeitsstrom).
Der Integrand des Ausdrucks in (7.25) ist rein reell und wird als Wahrschein-
lichkeitsstrom bezeichnet:

i) = %(w*(ﬁﬂvwﬁﬂ—1/1(?“,15)V1/J*(?2t)) (7.26)

= RN %w*(r, LV (r,t) (7.27)

7.4.3 Kontinuititsgleichung

Satz 7.6 (Kontinuitéitsgleichung)
Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) = *(r, t)y(r,t) und den Wahrschein-
lichkeitsstrom j(r,t) gilt die Beziehung

%p(r, t)+ div j(r,t) =0 (7.28)
Beweis:
o _ o 0w
a - a VTV (7.29)
—1 /—h2 L1/ —h?
_ [E (%A+v)}¢+w {E <%A+V)} (7.30)
= (T AY - AYY) (7.31)
m
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h
i (U A~ YAYT + VUV - VT TY) (7.32)
m
= vy - gvet) = —div (7.33)
2im 0O

Das bedeutet, die Quelle eines Wahrscheinlichkeitsflusses ist die Anderung der
Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Wahrscheinlichkeit bleibt also lokal erhalten.

Bemerkung 7.4
(i) Der Ortserwartungswert (in einer Dimension) ist gegeben durch

(B)0) = WOIRNO) = [ doovtey @0 = [doapten (@39
Fiir den Impulserwartungswert erhalten wir einen analogen Ausdruck
(PY) = [ do v (@)% vt t) = m [ do o) (7.35)

(ii) Bei der Betrachtung des Wahrscheinlichkeitsstrom stoflen wir erneut auf die Tat-
sache, dass die Norm eines Zustands zeitlich erhalten bleibt:

0:/d3x @+Vj :i/d%p(r,tH/ jdA (7.36)
81} dt OR3
N—_——

=0

Falls also fiir einen Zeitpunkt ¢t = 0 gilt [ d®z |1 (z,t = 0)|* = 1 so ist V¢

/d% ly(z,t)]* =1 (7.37)

(iii) Fiir stationére Zustinde (Eigenfunktionen des Hamiltonoperators in konservati-
ven Systemen)

Y@, t) = e P Pop(z) (7.38)
gilt Va

dp .

9 _vi=0 (7.39)

da gl (z, t)* = Flen(@)]* = 0.
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7.5 Impulsdarstellung

Definition 7.5 (Eigenvektoren von P).
Die Eigenvektoren des Impulsoperators P werden mit |p) notiert.

Definition 7.6 (Wirkung des Impulsoperators in der Impulsdarstellung).
In der Impulsdarstellung, also wenn die Menge {|p)} als Basis gewdhlt wird, gilt
fiir die Komponenten des Kets P|y):

[(pPlv) = plple)  (7.40)]

Bemerkung 7.5
Die Werte p konnen als Eigenwerte zu den Eigenvektoren |p) des Impulsoperators P
aufgefasst werden.

Satz 7.7 (Die Eigenkets von P in Ortsdarstellung)
Die Wellenfunktionen (x|p) =: xp(x) haben die Form

1 )
_ /R
Xp(r) = —=e"P* (7.41)
b \V2mh
. 1 ih 0
Beweis: xp(z) = (z|p) = (x| |:7 P\p)} =———xpx) (7.42)
P p Oz
Das oben angegebene xp(z) ist eine Losung dieser Differentialgleichung. O

Bemerkung 7.6
Als Eigenkets der Observablen P bilden die |p) eine Basis des Zustandsraums und
erfiillen deshalb die Bedingungen:

/ Xp(@)Xp () dz = d(p—1p') Orthonormierung (7.43)
/ p)(p|dp = 1 Vollsténdigkeitsrelation (7.44)

Satz 7.8 (Wellenfunktion in Impulsdarstellung)

Stellen wir einen Zustand |v) in Impulsdarstellung dar, d.h. wdihlen wir die
FEigenkets |p) von P als Basis und betrachten nur die Komponenten (pli), so
erhalten wir

v - _L = Tz e~ P/
w@w—@ww-%%ﬁ[md (z) (7.45)

Also bilden diese Komponenten gerade die Fouriertransformierte von i(x).
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Wollen wir nun einen Basenwechsel zur Ortsdarstellung durchfithren, so ergibt
sich

1 > ipx/h,7
Vi) = = / dp I (7.46)

Beweis: Wir berechnen die Komponenten:

W) = [ de Glo)alv) = [ do @) (7.47)
@y = [ dp (alpyiole) = [ dp xp(@)d) (7.48)
/ J i )

Bemerkung 7.7 (Verallgemeinerung in drei Dimensionen)
In drei Raumdimensionen ist die Wellenfunktion in Orts- und Impulsdarstellung ge-
geben durch:

1/}~(p) = m/d%p e*ip-m/hqp(x) (749)
V) = g [ e ) (750)

Nun wissen wir, wie die Eigenkets von P in Ortsdarstellung aussehen, welche
Komponenten ein beliebiger Zustand |¢) beziiglich Orts- und Impulsdarstellung
hat und wie man zwischen ihnen transformiert (Fouriertransformation). Wir
kennen auch die Wirkungen des Impulsoperators P in Ortsdarstellung (—iha%)
und in Impulsdarstellung (Multiplikation mit Skalar p). Fiir den Ortsoperator
R kennen wir bis jetzt nur die Wirkung in der eigenen Basis (Multiplikation mit
Skalar ) weshalb nun noch dessen Wirkung in Impulsdarstellung zu kliren ist.

Satz 7.9 (Wirkung des Ortsoperators in Impulsdarstellung)
Die Komponenten des Kets R|) beziiglich der Basis {|p)} haben die Form

(p|RI) = maﬁp&(m (7.51)

Beweis: Es ist
@ww:/M@wwmw=/Mmem

pr = 7 X (x) ergibt sich

Mit (z[p) = xp(2)

th——— z e P/ op(z) =i
(lAj) = inl [ do ) = in )
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Es ergibt sich also in der Impulsdarstellung ein zur Ortsdarstellung vollig sym-
metrisches Verhalten der Operatoren.

7.6 Schrodinger-Gleichung in Impulsdarstellung

Satz 7.10 (Schrédinger-Gleichung in Impulsdarstellung)
In der Impulsdarstellung hat die (zeitabhingige) Schridinger-Gleichung (im Ein-
dimensionalen) die beiden dquivalenten Darstellungen

ih%i(p,t) - B—m +V (iﬁa%)] b(p,t) (7.52)
~ 2 ~ ~ ~
om0 = Lipn+ / dp V(p—p)b('.1) (7.53)

Beweis: Wir projizieren die Schrodinger-Gleichung auf die Eigenkets |p):

2
i) = (ol (5 V) ) (7.54)
7 2

n?%® P et v (7.55)

m N’

=32, an(p|R™|¥)

~ . ~
&m0 T2y v ()] ) (7.56)

Alternativ dazu kénnen wir (p|V(R)|¢) auch ausdriicken durch

IV (R)[Y)

/mmwmmmw=/mwmmmwm (7.57)

1 . 1 i ~
— - de V 7sz/h/d r_ ~  ip'xz/h / 758
— [ v b ) (T58)

- é%/@h%ﬂ/mv%#%fﬂﬂwm> (7.59)
= %/dp’ PV (p—p) (7.60)

Bemerkung 7.8 (Kanonische Vertauschungsrelation)
Die kanonische Vertauschungsrelation [R, P] = ih sollte auch in den Darstellungen
beziiglich der jeweiligen Basen stimmen. So erhalten wir in der Ortsdarstellung:

{:c, —iﬁé%} f(z) = —ihx%f + zh% = ihf(x) (7.61)

Genauso in der Impulsdarstellung;:

of

9 ) . .
{zha—pm] Jp) = ih (pf(p)) — ihp - = ihf(p) (7.62)
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7 Wellenmechanik

Wichtige Lerninhalte des Kapitels

e Ortsdarstellung

e Interpretation des Betragsquadrats der Wellenfunk-
tion

e Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung

e Kontinuitatsgleichung fiir Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte

e Impulsdarstellung

e Schrodinger-Gleichung in Impulsdarstellung
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Zeitunabhangige
SG eines freien

Teilchens

Losung der SG

Def.: Wellenvektor

Kapitel 8

Freies Teilchen /freies
Wellenpaket

8.1 Wellenfunktion eines freien Teilchens

Eindimensionale Beschreibung

Fiir ein freies Teilchen, nimmt die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung in
Impulsdarstellung die Form an

p* ;
5 ¥(0) = B (p) (8.1)

Diese Gleichung gilt fiir beliebige Funktionen z/;(p), solange die Eigenenergie

E(p) = % betréigt. D.h. alle méglichen 9 (p,t = 0) sind Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators in Impulsdarstellung. Die Losung der zeitabhingigen
Schrodinger-Gleichung ist deshalb

b(p,t) = e W (p,t = 0) (8:2)
In der Ortsdarstellung erhalten wir dann als Wellenfunktion

Blat) = ﬁ / dp /e =E@O/M ¢ = 0) (8.3)

Definition 8.1 (Wellenvektor).
Wir definieren die Grofle des Wellenvektors k durch seinen Betrag

2 _p
k=7 =1 (8.4)

o6

8.1 Wellenfunktion
eines freien
Teilchens

8.2 Unschiarfe
8.3 Stationary

phase
approximation

8.4 GauBsches
Wellenpaket



Die allgemeine
Form eines freien

Wellenpakets

Unschérferelation
fiir Ort und
Wellenvektor

8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

Dann gilt fir die Frequenz

E(hk) _ hk*

Damit ergibt sich fiir die Wellenfunktion

U(x,t) = \/% /dk eitkz=w(k)t) A () (8.6)

A(k) = \/% /d:c e~ kh(x,t = 0) (8.7)

Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

Im dreidimensionalen Raum wird die Wellenfunktion eines freien Teilchens aus-
gedriickt durch

Alk) =

Y(x,t) = 27:)3/2/ 3k ellkz—w() A(k) (8.8)
/d3x ey (x,t=0) (8.9)

8.2 Unscharfe

Wir erinnern uns an die Heisenbergsche Unschérferelation aus Beispiel 3.6

(Ax)(4p) > § (5.10)

(Gilt fiir alle physikalischen Zustéinde, also nicht fiir Eigenkets von R und P.)

Somit ist

(Az)(Ak) > (8.11)

N~

mit

(Az)?* :=Var(R) = /da: (x — (2))?|(x, t = 0)|? (8.12)
(Ak)? := Var (%) = /dk (k — (k))?|A(k)|? (8.13)
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Lokalisierte

Impulsverteilung

8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

Das heif3t, eine bessere Lokalisierung im Ortsraum fiihrt zu einer grofleren Im-
pulsunschérfe und umgekehrt.

Bemerkung 8.1 (Extremfille)
(i) Nehmen wir an, es wire moglich den Impuls eines Teilchens scharf zu begren-
zen, was in Wirklichkeit natiirlich von der Heisenbergschen Unschérferelation
verboten wird. Sei also die Amplitude des Wellenpakets ¢ (x,t) gegeben durch

A(k) =0(k — k') (8.14)
Dann erhalten wir
1 ik’ x
r,t =0) = —e 8.15
vt =0)= —— (3.15)

Also eine ebene Welle, deren Betragsquadrat unabhéingig vom Ort und somit
vollig delokalisiert ist.

(ii) Es sei moglich, den Ort eines Teilchens bei x = xg scharf zu begrenzen, dann ist

Y(x,t =0) =d(z — o) (8.16)
Daraus resultiert
1 —ikx
Ak) = — 0 8.17
(k) = e (817)

Wir erhalten in diesem Fall also eine unendlich grofle Unschérfe fiir den Impuls.

8.3 Stationary phase approximation

Wir betrachten den Fall einer Impulsverteilung A(k) = |A(K)|e**®) | die nur
um die Stelle k¥ = k deutlich von null verschiedene Werte annimmt. Fiir die
Wellenfunktion in Ortsdarstellung kénnen wir schreiben

O(x,t) = \/% /dk WA, k) i=kr—w(k)t+o(k)  (8.18)

Da w(k) = E(gk) = g—’:: nun auch nur fiir Werte um k = k interessant ist,

entwickeln wir a(k) zu

alk) =~ kz+ (k) —wk)t— Z—;: %(k — k)t — % 2%2” %(k — k)%t
=g =h/m
- 1 ~ o h
= k(@ = vgt) + ¢(k) + w(k)t — 5 (k = F)>—1 (8.19)

T2: Quantenmechanik 58 LMU Miinchen



Def.: Gruppenge-
schwindigkeit

Vernachlassigung

von (k — k)2

Def.: De-Broglie-
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8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

AVAM\MMMMM
WWWWWV

[
De Broglie Wellenlaenge

Pz, t =0)

Abbildung 8.1: De-Broglie-Wellenlinge

Definition 8.2 (Gruppengeschwindigkeit).
Der Ausdruck

' dw hk

Vg = = — =

= —| = 2

S

wird als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet.

1. Vernachlissigung des quadratischen Terms in «(k)

Wir wollen zuniichst den quadratischen Term in (8.19) vernachlissigen und er-
halten damit

V(x,t) = \/L_eiw@ﬁ / dk @) A(E) = e Fyp(z — vyt t = 0) (8.21)

2

Dies ist ein mit konstanter Geschwindigkeit v, = p/m fortschreitendes Wellen-
paket, dessen Form fiir alle Zeiten bis auf einen globalen Phasenfaktor dieselbe
ist, wie zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Definition 8.3 (De-Broglie-Wellenliinge).
Nach Louis de Broglie bezeichnet man die zur Materiewelle mit Impuls p gehoren-
de Wellenlinge

A= (8.22)

ST~

als De-Broglie- Wellenlinge (sieche Abb. 8.1).

Bemerkung 8.2 (Doppelspalt)

Die De-Broglie-Wellenlénge ist entscheidend fiir die quantenmechanische Interferenz.
Betrachten wir beispielsweise eine sehr vereinfachte Interferenz am Doppelspalt (vgl.
Abb. 8.2): Die einzelnen Auftreffwahrscheinlichkeiten sind abhéngig von der jeweiligen
Differenz Al = [; — l2 der beiden Wege von den Spalten bis zum Schirm, denn die
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Beriicksichtigung

von (k — k)2

8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

Abbildung 8.2: Interferenz am Doppelspalt

Super_position zweier - der Einfachheit wegen - ebener Einzelwellen am Schirm et
und e fithrt zu
leF1 4 e212 = 2 4 2 cos(k(ly — o)) (8.23)

An diesem Ausdruck kann man sehen, dass bei Anderung von Al um eine Wellenlinge
A die Auftreffwahrscheinlichkeit gerade eine Oszillation ausfiihrt.

Bemerkung 8.3 (Welle-Teilchen-Dualismus)
(i) Bei einer Messung findet man immer ein ganzes Teilchen mit der Wahrschein-
lichkeit |1 (a,t)]?.
(ii) Bei Superposition von Materieteilchen findet man Welleneigenschaften, d.h. kon-
struktive und destruktive Interferenz in der Wahrscheinlichkeitsverteilung.
(iii) Quantenmechanische Effekte sind dann relevant, wenn die De-Broglie-Wellenldnge
vergleichbar oder grofler ist als eine charakteristische Langenskala im jeweiligen
Experiment.

Beispiel 8.1

Ein kleines Staubteilchen der Masse m = 10~ '°kg und Geschwindigkeit von
v = 172 hat eine De-Broglie-Wellenlinge von A = 6,6 - 1075 A. Das heifit,
hier sind Quanteneffekte nicht sehr relevant.

Neutronen haben hingegen eine De-Broglie-Wellenléinge von A = 1,8 A bei
einer Temperatur 7' = 300K; A =31 A bei T = 1K.

2. Beriicksichtigung des vernachlissigten Terms in «(k)

Satz 8.1 (Konsequenz des Ehrenfest-Theorems)
Aus dem FEhrenfest-Theorem folgt fiir den zeitlichen Verlauf der Varianz des
Ortes fiir freie Teilchen:

(Az)?(t) = (ip)Q (t —to0)* + (Az)?(to) (8.24)
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8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

Beweis:

(i) Aus dem Ehrenfest-Theorem % (A) = i ([A, H]) + <%—‘3> folgt fiir den Orts- und

Impulserwartungswert

d, . 1 p? . 1

Loy = = (e 2l = (o) (5.25)

L =0 = (p(t) = (p) = const (8.26)

Also erhalten wir

) = T ) 4 (ato)) (s.27)
(ii) Es ist auerdem

2 (6% = L (ale,p?/@m)] + 2,57/ (2m)]) = —(ap + pz) (8.28)

dt ih m

e pr ) = = (ol p?/@m)] + [, 2m)p) = () (5.29)

d

= @2y = Pl w2+ D ¢y 4 gre) s

Es ergibt sich

(Ax)%(t) = (2*(1) — (a(®)®

(% — 3 ({(pz + zp)(t0)) — 2(p)(z(t0)))

5 (t—t0)% + (t —to)
m m
+(2%(to)) — (x(t0))?
Durch geeignetes Umformen (Wahl der Konstanten) ergibt sich obige Relation. O

Im Falle der obigen Impulsverteilung A(k) mit Erwartungswert & erhalten wir
nur dann eine nichtkonstante Varianz (Az)?(t), wenn der quadratische Term

(k — k)2 nicht vernachlissigt werden kann, denn wire (k — k)% ~ 0 ~ (p — p)?,
So wére
(A0 = [ dp (o= PGP =0 (5.32)
und damit
(AD)2(t) = (Av)2(to) (8.33)
Auseinanderlaufen  Ist nun aber (k — k)2 zu groB fiir eine solche Abschitzung, dann versindert sich
des Wellenpakets die Breite des Wellenpakets mit der Zeit geméif
A 2
(Az)*(t) = (ng) (t —to)? + (Az)*(to) (8.34)

Das Wellenpaket lduft also auseinander (Abb. 8.3).
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8 Freies Teilchen/freies Wellenpaket

(Ax)2(t) &

to t

Abbﬂdung 8.3: Zeitabhingigkeit der Ortsunschirfe eines Wellenpakets unter Beriicksichti-
gung einer grofleren Impulsunschirfe

8.4 (Gauflsches Wellenpaket

Satz 8.2 (Wellenpaket minimaler Unschirfe)
Als Wellenpaket, welches die Unschdrferelation minimiert:

(Ax)(4p) = § (8.35)

erhdlt man ein Gaupsches Wellenpaket (siehe Ubungsaufgabe 15)

1 ike —( %22 2
Y(@) = mome e ) (8.36)
mit Standardabweichung o = /(Ax)? und Impulsunschdrfe (Ap)? = %.
Satz 8.3

Das Gaufische Wellenpaket bleibt bei freier Zeitentwicklung ein Gaufisches Wel-
lenpaket mit zeitabhingiger Breite (Aufgabe 17).

, 11 (x— Zt—1z)?
[ (z, 1)]° = Van oD exp [—7] (8.37)

mit o2(t) = W12 4 o2 (siche Abb. 8.4).

 4m?202

Bemerkung 8.4
Dies stimmt mit der Beziehung (8.24) iiberein.
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|¢() [

<—o’(t)4>
- (t')—

‘ —,(t' —t)————

Abbildung 8.4: Zeitabhingige Unschirfe eines GauBschen Wellenpakets

Beispiel 8.2

Ein Neutron bei Temperatur T' = 300K, welches anfinglich mit o = 1nm lo-
kalisiert ist, erfahrt eine Verdopplung der Orstunschérfe nach einer Wegstrecke
von 100nm.

Bemerkung 8.5 (Zeitabhingige Unschirferelation)

Zeitabhingige Die Unschérferelation fiir Impuls und Ort ergibt sich dann zu einer zeitabhéngigen,
Unschérferelation wachsenden Grofle
A A R M
t = t 8.38
(Aa)(t) (ap) =/ B 4 2o (8:38)
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Schrddinger-

Gleichung

Kapitel 9

Potentialkasten

9.1 Unendlich hoher Potentialkasten

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit einem auflerhalb eines Kompaktums
unendlich grofen Potential (Abb. 9.1) beschiiftigen, das gegeben ist durch

i <zx<

{ 0 firo<xz<a 9.1)
00 sonst

Wir versuchen nun die moglichen Wellenfunktionen eines Teilchens in einem
solchen Potential zu finden. Da der Erwartungswert der Energie endlich sein
sollte, kénnen wir annehmen, dass die Wellenfunktion des Teilchens auflerhalb
des Kompaktums verschwindet (denn sonst hétte das unendlich hohe Potential
einen Beitrag in (¢)|H|1)). Fiir den Bereich 0 < x < a lautet die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung

h? d%y d?e 9 . 2mE
Das heifit wir erhalten
0 firx <0
P(x) = ¢ Asin(kz) + Beos(kx) fir0<z<a (9.3)
0 fir x > a

Anschlussbedingungen

Fiir einen endlichen Potentialtopf muss die Wellenfunktion immer stetig sein
(wird spéter in Satz 9.2 gezeigt). Da ein unendlicher Potentialtopf durch einen
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Diskretes

Energiespektrum

Eigenfunktionen im
unendlich hohen

Potentialkasten

9 Potentialkasten

VW(z) [

Abbildung 9.1: Unendlich hoher Potentialtopf

Grenziibergang aus dem endlichen entsteht, muss die zugehorige Wellenfunktion
ebenfalls stetig sein. Es muss also gelten

YE=0)=¢vx=a)=0 (9.4)
Das ergibt
B=0, sin(ka)=0 (9.5)

ka kann also nur die Werte mm fiir m € Z U {0} annehmen. m = 0 ist aber
uninteressant, da der zugehorige Zustand nicht normierbar ist und m < 0 kann
durch einen globalen Phasenfaktor kompensiert werden. Somit bleiben nur die
m € IN {ibrig, und k£ kann nur die Werte annehmen

kn = % e {1,2,3,...} (9.6)
a

Das heif3t, im unendlichen Potentialtopf sind nur diskrete Eigenenergien moéglich:

Rk, R

2m 2ma?

n

(9.7)

Die zugehorigen Eigenfunktionen sind (siehe Abb. 9.2)

On(x) = \/gsin (%x) vz € [0, al (9.8)
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AV (z)

T

Abbildung 9.2: Eigenzustinde im unendlichen Potentialtopf

Bemerkung 9.1 (Beobachtungen)
(i) Jeder hoher angeregte Zustand hat einen zusétzlichen Knoten in der Wellenfunk-
tion.

(ii) Die Eigenfunktionen ¢, sind orthogonal und vollstéindig:

Gnlom) = [ do 6720 (2) = B (9.9)
Dolea)dal =1 & (@)= cadn() , mit cn = (nlt)) (9.10)

fiir eine beliebige quadratintegrable Funktion ¢ (z). Die Orthogonalitéit folgt aus
dem Satz iiber Eigenzusténde hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigen-
werten und die Vollstdndigkeit aus dem Spektralsatz.

(iii) Die Zeitentwicklung des Anfangszustands kann nun mit einem gegebenen An-
fangszustand ¢ (z,t = 0) ausgedriickt werden durch

P(x,t) = i e Ent/he ¢ (x), wenn ¥(x,t=0)= z cndn(z)  (9.11)

n=1

9.2 Endlicher Potentialkasten

Sei nun ein Potential V(x) der Form eines endlichen Potentialtopfes gegeben
(Abb. 9.3):

0 fir r < —a
V)= =V fir —a<z<a (9.12)
0 fir x >a

Wir wollen die Intervalle einzeln untersuchen:
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E >0 bei |z| > a
fiihrt zu
Streuzustinden

E <0 bei |z| > a
fihrt zu
gebundenen

Lésungen

Gebundene
Lésungen fiir
\,1’\ < a

9 Potentialkasten

(i) Da hier das Potential verschwindet, ist die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung gegeben durch
h* d?
Y g (9.13)

2m dz?
Wir miissen zwischen zwei Fallen unterscheiden:

e E > 0: Losung von (9.13) ist

Y(x) = Asin(kx) + Beos(kz) , k= 2;;”E (9.14)

Da hierfiir alle x < —a zugelassen sind, ist diese Funktion nicht nor-
mierbar. Wir werden solche Fille spater genauer betrachten und fest-
stellen, dass sie sogenannten Streuzustinden entsprechen.

e E < 0: Losung von (9.13) ist (da k hier imaginér):
—2mkE

P(x) = Ae™ ™ + Be™ | k= — (9.15)

Um Normierbarkeit zu erhalten, muss A = 0 sein. Also erhalten wir
eine nach —oo exponentiell abfallende Wellenfunktion.

(ii) Aus Symmetriegriinden verlduft die Argumentation vollig analog
zum Fall z < —a:

E>0: 1(x)=Asin(kz) + B cos(kz) (Streuzustand)  (9.16)

E<0: o¢(x)=Fe "™ (9.17)
(iii) Fiir dieses Intervall lautet die zeitunabhéngige Schrodinger-
Gleichung
h? d*y
———— -V =F 9.18
S dp2 0t (] (9.18)

Somit erhalten wir die Losung (da E 4 V) immer positiv ist)

2m(E + V)

Y(x) = Csin(lz) + Dcos(lz) , 1= A (9.19)
Wir erhalten insgesamt
Be"™® fir x < —a
P(z) = ¢ Csin(lz) + Dcos(lz) fir —a<z<a (9.20)

Fe r® firzx > a

Damit wir die Losungen genauer angeben konnen, benétigen wir zundchst Be-
dingungen iiber Symmetrie und Stetigkeit.
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Vo

Abbildung 9.3: Endlicher Potentialtopf

Satz 9.1 (Symmetrische Potentiale)
(anti-)symmetrische ~ Wenn das Potential V (x) symmetrisch ist, d.h. V(z) = V(—x), dann kann man
Eigenfunktionen Eigenfunktionen verwenden, die entweder symmetrisch sind (gerade Paritit)
oder antisymmetrisch (ungerade Paritit).

Beweis: Sei ¢(z) eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators H = —% % + V(x) mit
Eigenenergie E, dann gilt (bei Substitution von z mit —x):
R d?
_ V(e —2) = E(— 9.21
s Gz + V)| wl=) = B(—a) (921)
. 42 42 . . .
Da aber V(—z) = V(x) vorausgesetzt ist und Ao = doz ist 1 (—x) ebenfalls eine Ei-

genfunktion des Hamiltonoperators H. Aufgrund der Linearitit der Eigenwertgleichung
von H (zeitunabh. Schrédinger-Gleichung) sind die Funktionen

bx = Y(a) £Y(—x) (9.22)

ebenfalls Eigenfunktionen zum Eigenwert E. Fiir diese beiden Funktionen gilt

bi(—2) = Y(-2)+ (@) = 4() = 4 symmetrisch (9.23)
o_(—x) = YP(—z)—Y(x)=—¢_(x) = ¢_ antisymmetrisch (9.24)
|

Satz 9.2 (Stetigkeit der Eigenfunktionen)
Stetigkeit der Die Wellenfunktion (x) eines Figenzustands |¢) des Hamiltonoperators ist
Eigenfunktionen des  diberall stetig und deren Ortsableitung ist auch tberall stetig, mit Ausnahme
Hamiltonoperators  won Punkten an welchen das Potential divergiert.

Beweis: O.B.d.A. betrachten wir die Stelle z = 0 und integrieren die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung von —e bis e:

2 e J2 £ €
Y e [T V@) de= B [ p(@)de (9:25)
2m J_. dx? e —e
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d d 2 €
im | L8] - |22 {lim/ dz (V(z) — E)p(z)| =0 (9.26)
e—0 | do - dx e A2 |e—0 e
Also ist die Ableitung von ) stetig und damit auch v selbst. O

Kehren wir nun zuriick zu den gebundenen (E < 0) Eigenfunktionen des Ha-
miltonoperators im endlichen Potentialtopf. Wir hatten

Be™® firz < —a
P(x) = ¢ Csin(lz) + Dcos(lx) fiir |z| <a (9.27)
Fe—r® firx >a

Bedingungen fiir die  Wir benutzen nun die beiden Sétze:

Eigenfunktionen im

endlichen (i) Wir wollen hier nur symmetrische Eigenfunktionen benutzen, also
Potentialtopf

V(—z) =P(z) (9.28)

Damit erhalten wir B = F und C = 0, also

Be"* fir z < —a
Y(z) =< Decos(lx) fiir 2| <a (9.29)
Be™k* fir x > a

(ii) ¢ und Z—f sind stetig. Dies fiithrt im Punkt x = a zur Bedingung

‘ Be™"* = D cos(la) (9.30) ‘

Aus der Stetigkeit der Ableitung bei x = a

s v

= —Disin(la) , — = —Bre "¢ (9.31)
dx a—e dx a+te
folgt die Bedingung
| Bre™" = Disin(la) 9.32)|

Die Konstruktion der Losungen erfolgt in Ubung Nr. 6.
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Kapitel 10

Harmonischer Oszillator

Die meisten interessanten Potentiale besitzen keine einfache symmetrische Struk-
tur, sondern sind von komplizierter Form mit vielen lokalen Maxima, Minima
und Polstellen (vgl. Abb. 10.1). Hiufig interessiert man sich aber nur fiir das Ver-
halten eines Teilchens in der unmittelbaren Umgebung einer Gleichgewichtslage.
In diesem Fall bietet sich eine Taylorentwicklung um das entsprechende lokale
Minimum z( an, die man als harmonische Ndiherung bezeichnet, wenn man nur
bis zur quadratischen Ordnung der Auslenkung entwickelt.

av 1 d*V

V(z) = V(zg)+ —| (x—x0)+ 3 G? (z — x0)? (10.1)

de |,
Da wir V(z9) = 0 und 2o = 0 setzen kénnen (durch einfaches Verschieben
des Ursprungs moglich) und da die erste Ortsableitung in einem Extremum der
Funktion gerade verschwindet, nimmt der Hamiltonoperator die Form fiir den
harmonischen Oszillator an:

2
1
H = g—m + §mu)2:172

mit mw? := V" (x0) (10.2)
In der klassischen Mechanik, wiirde man als Losung eines solchen Problems die
zeitliche Entwicklung der Auslenkung x(t) = C cos(wt)+C4 sin(wt) bezeichnen.
In der Quantenmechanik suchen wir die Eigenkets des Hamiltonoperators, die
in der Ortsdarstellung als Wellenfunktionen bezeichnet werden und der zeitun-
abhéngigen Schrodinger-Gleichung geniigen:

K2 d? 1
v 1

— g+ gmeta(e) = Bi() (10.3)

Wir kénnten nun versuchen, die Differentialgleichung (10.3) analytisch zu losen,
eleganter ist aber ein algebraisches Lisungsverfahren.
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AV ( x) | [
“ harmonische Naeherung
1

T >~

Abbﬂdung 10.1: Harmonische Niherung in der Gleichgewichtslage eines Potentials

10.1 Vernichtungs- und Erzeugungsoperator

Definition 10.1 (Vernichtungsoperator).
Man definiert den Vernichtungsoperator a als

1
a:= ——(iP + mwX) (10.4)
2hmw

Definition 10.2 (Erzeugungsoperator).
Die Adjungierte des Vernichtungsoperators bezeichnet man als Erzeugungsope-
rator

1
-i- _ .
a' = ——(—iP + mwX 10.5
vV 2hmw( ) ( )

Der Vorzug, der sich durch diese Definition ergibt, macht der folgende Satz
deutlich.

Satz 10.1 (Darstellung des Hamiltonoperators mit a und a')
Der Hamiltonoperator eines harmonischen Oszillators ldsst sich darstellen durch

1
H=hw (aTa—i- 5) (10.6)
Beweis:
ata = Luﬂ +m2w? X% — imwPX + imwX P) (10.7)
2hmw
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1

= o (P? + m?w?X? + imw X, P]) (10.8)
mw N——
=tih
1 (P2 1 5, 5\ 1
= —|— 4 -mwX°)|—= (10.9)
ho \2m = 2 2
—— O
=H

Satz 10.2 (Vertauschungsrelation von a und a')

[a,af] Der Kommutator von Vernichtungs- und FErzeugungsoperator hat das schéne
Ergebnis
[a,al] =1 (10.10)
Beweis:
[a,a'] = ! [iP 4+ mwX, —iP + mwX] (10.11)
2hmw
= L ([P, mwX] — [mwX, iP)) (10.12)
2hmw
%
= —(—=ih—ih) =1 (10.13)
2h 0

10.2 Konstruktion der Eigenzustinde

Satz 10.3 (Positive Eigenenergien)
Alle Eigenenergien Alle Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind positiv.

sind positiv

Beweis: Sei |¢) ein normierter Eigenzustand von H zur Eigenenergie E. In Ortsdar-
stellung ist also

¢ 1,0, _
— %E + §mw z (1)(.’2) - E¢(w) (10'14)

Beide Seiten dieser Gleichung mit ¢*(z) multipliziert und iiber alle x integriert ergibt
i h? d? 1

E= / dz ——(j)*(x)—d) + —mw?z?¢* (z)¢(x) (10.15)
o 2m dax? 2

Partielle Integration im ersten Summand und die Tatsache, dass ¢(x) einen kompakten
Tréager hat fithrt zu

oo 2
o 2m

Da der Integrand fiir alle z € R positiv ist, kénnen nur positive Energien E auftreten.[J

2

dg|®

1
dx 2

mw2x2|¢(x)|2:| (10.16)
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Satz 10.4 (Erzeugte Eigenzustinde durch Erzeugungsoperator)

Wenn |@) ein Eigenzustand des Hamiltonoperators in (10.6) zur Figenenergie
E ist, dann ist der durch den Erzeugungsoperator transformierte Zustand a'|p)
ein Eigenzustand zur Energie E + hw. Insbesondere ist at|p) # 0.

Beweis: Es ist

Hallg) = hw (aTa + %) atle) (10.17)
= hw (aT [a,a’] + atala + %a*) ) (10.18)
= hwal (aTa + g) ) (10.19)
= af (H+ hw)|p) = (B + hw)a'|p) (10.20)

Es bleibt zu zeigen, dass a'|) # 0:

|

(elaa'le) = (elloa'] + atalie) = (ol + 1= = Zhoh = (o + 3 ) (wlw) >0

Satz 10.5 (Eigenzustinde erzeugt durch den Vernichtungsoperator)
Wenn |p) ein Eigenzustand des Hamiltonoperators in (10.6) zur Eigenenergie
E ist, dann ist der durch den Vernichtungsoperator transformierte Zustand a|p)
ein Figenzustand zur Energie E — hw oder alp) verschwindet.

Beweis: Es ist

Halg) = hw (aTaa + %a) ) (10.21)
= hw ([af,a]a+aafa+ %a) ) (10.22)
= hw (—a +aata + %a) ) (10.23)
= hwa (aTa - %) ) (10.24)
= a (m(afa + %) - hw) l) = (B — hw)alp) (10.25D)

Grundzustandswellenfunktion

Ist ein Eigenzustand |¢) des Hamiltonoperators zur Eigenenergie E gegeben, so
kénnen nun durch mehrmaliges Anwenden des Vernichtungsoperators a Eigen-
zustdnde erzeugt werden, die jeweils eine um hw reduzierte Eigenenergie besit-
zen. Da aber keine negativen Eigenenergien existieren - das Energiespektrum
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also nach unten beschrankt ist - muss irgendwann gelten
althg) =0 (10.26)

Diese Gleichung hat eine eindeutige Losung, die wir nun in Ortsdarstellung
berechnen wollen:

1
0 = (z|alyo) = (x]iP 4+ mwX|1o) (10.27)
2hmw
= ! hi + mwx) o(x) (10.28)
V2hmw \ dz 0 '

dyy mw

dig mw
— = ——uxdx 10.30
Inyy = —%ﬁ + const. (10.31)
Yolz) = Ne 37 (10.32)

Nach einer Normierung erhalten wir fiir die Grundzustandswellenfunktion des
harmonischen Oszillators

mw\ /4 e
) e

Yo(z) = (E e (10.33)

Energiespektrum

Fiir den konstruierten Grundzustand |ig) kénnen wir jetzt die Eigenenergie
berechnen

o) = o (ala+ ) ) = g (10.34)

Fiir |1o) ist also Ey = %hw und da durch den Erzeugungsoperator a! Eigen-
zustinde [y, 41) = Ciaﬂz/)n} mit Eigenenergien F, 1 = E,, +hw erzeugt werden,
besitzt der harmonische Oszillator das Energiespektrum

B, - (n + %) he  (10.35)
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%hw _

“T ia
%hw _

“tT i“
%hw _
%ﬁw —

Abbildung 10.2: Schema der Wirkung des Vernichtungs- und des Erzeugungsoperators

Eigenzustinde

Ist ein Eigenzustand |p,,) bekannt, wird der Eigenzustand mit der um fw hher-
en Eigenenergie erzeugt durch

Calthns1) = a'[9n) (10.36)
mit einer Normierungskonstante ¢,, € C, die wir noch bestimmen miissen:

H 1 E, 1
en P 2) = nlaal ) = (Wl = 5+ 1) = (12 +5)

1

o= VF T, i) = Zalvn) (10.37)
Es ist also

W) = allo) (10.38)

i) = —=allin) = (el lvo) (10.30)

Ws) = —=alln) = —=—(a")*[to) (10.40)

V3

Durch Induktion erhilt man fiir die Figenzustinde eines harmonischen Oszilla-
tors

;

-2

1
= —(a")" 10.41
Bemerkung 10.1
Operatoren mit Vertauschungsrelation [a, aT] = 1 bezeichnet man auch als Leiterope-

ratoren. Spezieller nennt man a Absteige- und a Aufsteigeoperator (vgl. Abb. 10.2).
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10.3 Eigenschaften der Eigenzustinde

10.3.1 Eigenschaften des Grundzustands

Fiir den Grundzustand |1¢9) des harmonischen Oszillators, dessen Ortsdarstel-
lung (10.33) die Form einer GauBkurve annimmt, zeigen sich folgende Eigen-
schaften:

(i) Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢()|? ist ebenfalls eine Gauifunktion.

Orts- und Impulser-  (ii) Der Ortserwartungswert im Grundzustand ist
wartungswert
verschwindet im (10| X o) = (Yol Pltho) = 0 (10.42)

Grundzustand (In (X)y, = [ x|bo(x)|* dz hat man iiber eine ungerade Funktion zu integrieren,
weshalb der Ausdruck verschwindet. Fiir (P),, ergibt sich bis auf einen konstan-
ten Faktor das selbe Integral, wenn man die Differentiation von o(z) nach x
explizit angibt.)
Bestimmung von (iii) Nun wollen wir zeigen, wie man den Wert fiir (19| X ?|bo) = [ dz 22| (x)|?
(X2)0 ohne unhandliche Integration elegant bestimmen kann:
Dazu benutzen wir wiederum die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a
und af, die der Relation geniigen
a+al = 2meX (10.43)
2mhw
Damit ergibt sich
WolX%o) = 5 —(tol(a+a)?Jyo) (10.44)
0 0 I YO 0 .
_ _h t gty atal
= 5= (Yo] aa +aa" + a'a +a'a’ |1ho) (10.45)
=0 =0 =0
Dabei wurde ausgenutzt, dass a den Grundzustand [¢o) komplett zerstért und
dass der Zustand |1)2) = a’a’|1)o) orthogonal zum Grundzustand |io) ist, da Ei-
genzustinde hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
zueinander sind. Wir erhalten also
WolX*[go) = 5 (dolaa o) (10.46)
0 0 I VO 0 .
h i T h
- = 10.4
o (ol[a, a'] + alalyo) = 5 — (1047)
Bestimmung von (iv) Den Ausdruck fiir (19| P?|1) bestimmt man analog zu (iii):
(P2),,
e 2iP
L
a—a = — 10.48
V2mhw ( )
mhw
(%ol P*lybo) = =5 (Yol(a - a")?|¢o) (10.49)
mhw hmw
=~ (bol(=aa") o) = =~ (10.50)
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(v) Jetzt kénnen wir die Orts- und Impulsunschirfe im Grundzustand und

deren Unschérferelation angeben:

h mhw

Ax = , Ap =

Ax Ap =

(10.51)
(10.52)

2mw

B2

Ein Teilchen im Grundzustand besitzt also die minimale Unschérfe, die
von der Heisenbergschen Unschérferelation fiir Ort und Impuls erlaubt
wird. Man kann sich die Tatsache, dass die Unschérfe von Ort und Im-
puls nach unten beschrankt ist, auch dadurch plausibel machen, dass die

hw

von null verschiedene Grundzustandsenergie Ey = %2 zu einer gewissen

2
Quantenfluktuation fiihrt.

Fiir den n-ten stationéren Zustand des harmonischen Oszillators gilt

Az Ap:(n—!—l)h

: (10.53)

10.3.2 Ortsdarstellung der Eigenzustinde

Satz 10.6 (Ortsdarstellung der angeregten Eigenzustiinde)

Die Figenzustinde |1y,) des harmonischen Oszillators aus (10.41) sind in Orts-

darstellung gegeben durch

PYn(§) = (%)1/4 \/%

mit § := \/"2x und den Hermite-Polynomen

H,(¢) e €72 (10.54)

Ho(§) =1, Hi(§) =2¢, Ha(§) =4 —2, Hs(§) =8¢ —12¢,...

bzw. allgemein

Hypy1(§) = 26Hn(§) — 2nHp 1 (£)

Beweis: Wir wollen hier keinen allgemeinen Beweis geben, sondern (10.54) nur fiir den

ersten angeregten Zustand |11) iiberpriifen:

o) = (el o) = (o] S (<P + X))
_ \/Q;W (—h% + mwx) bo()
(10.33) j% do(a) = (%)1/4 VB2
- () g
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0]

Abbﬂdung 10.3: Energieniveaus und Eigenzustinde des harmonischen Oszillators

Satz 10.7 (Orthogonalititseigenschaft der Hermite-Polynome)
Die Hermite-Polynome erfillen die Orthogonalititsrelation

/ dy enyHn(y)Hm(y) = SpmV/m2"n! (10.60)
Beweis: Spektralsatz. O

Bemerkung 10.2 (Beobachtungen)
Wir beobachten folgende Eigenschaften der Eigenfunktionen ¢, (z) (vgl. Abb. 10.3.):

(i) Die Grundzustandswellenfunktion hat keine Knoten.

(ii) Jeder hoher angeregte Zustand hat einen zusétzlichen Knoten.

(iii) Die Losungen haben abwechselnd positive und negative Paritét.

Bemerkung 10.3 (Alternativer Lésungsweg fiir den harm. Oszillator)
Anstatt des hier vorgestellten algebraischen Losungsverfahrens mit dem Erzeugungs-
und Vernichtungsoperator, hdtte man die Differentialgleichung (10.3) — die Schrédinger-
Gleichung des harmonischen Oszillators — auch analytisch 16sen kénnen. Dieser etwas
miithsamere Losungsweg soll hier grob skizziert werden:

Die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung (10.3) kann mit £ := /%2 z auf die Form
gebracht werden

- (¢-2Z)ue (10.61)

Fiir groBe &, d.h. £€2>> 2E ergibt sich als Losung

hw?

(€)= ae 5% 4 pet/? (10.62)
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wobei b = 0 sein muss, damit ¢ normierbar ist. Dies motiviert den Ansatz fiir allge-
meine ¢ (Variation der Konstanten)

W(€) = h(g)e /2 (10.63)
Eingesetzt in Gleichung (10.61) erhalten wir eine Differentialgleichung fiir h ()

d*h dh 2F

o gt <E - 1) h(€) =0 (10.64)

Eine Differentialgleichung dieser Form hat zwei Typen von Loésungen: Eine Art von
Losung h(&) ist proportional zu 6527 was fiir normierbare Wellenfunktionen nicht sinn-
voll ist. Die andere Art besteht aus normierbaren Losungen mit h(€) o Hy, (), wobei
H, (&) die oben definierten Hermite-Polynome sind. Dieser Losungstyp gilt allerdings
nur fiir Energien der Form E,, = (n+ %)hw Damit sind diese Losungen konsistent mit
den Ergebnissen aus dem algebraischen Losungsverfahren.

10.4 Dynamik im harmonischen Oszillator

Sei nun ein Anfangszustand zur Zeit ¢t = 0 gegeben. Dieser kann zerlegt werden
in Komponenten beziiglich der Basis aus Energieeigenzustéinden {|n) := |¢,)}

[t =0)) =D caln) (10.65)

Nach dem Satz iiber die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung ist die Zeitent-
wicklung dieses Zustands gegeben durch

(1)) = D eT ey [n) = Y T2t ) (10.66)
n=0 n=0

Der Zustand verhilt sich also periodisch, sodass mit Periodendauer T gilt

[t +T)) = [¢(t)) (10.67)

Daraus folgt, dass die Messergebnisse aller Observablen ebenfalls periodisch mit
T verlaufen.
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Streuung am
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Wir wollen nun die in Abschnitt 9.2 angesprochenen Streuzusténde genauer
untersuchen, die auftreten, wenn die Energie des betrachteten Systems hoher ist
als die hochst mogliche Bindungsenergie des jeweiligen Potentials. Wir wollen im
Folgenden die Streuzustidnde eines Delta-Potentials konstruieren, welches zwar
in Wirklichkeit nicht existiert, aber fiir theoretische Uberlegungen sehr niitzlich
ist:

V(z) = ad(x) (11.1)

Ist « positiv spricht man von einem repulsiven, bei negativem « von einem
attraktiven Potential (vgl. Abb. 11.1 und 11.2).

11.1 Konstruktion der Eigenfunktionen

11.1.1 Losungen der Schriodinger-Gleichung

Um die moéglichen Grundzustdnde und das Energiespektrum zu finden betrach-
ten wir die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung fiir die
Stellen an denen das Potential verschwindet, also fiir x < 0 und x > O:

_ h_de_’L/J = Ei(z) (11.2)

2m dz?

Die Struktur der Losungen unterscheidet sich fiir positive und negative Energien
(wobei wir fiir £ < 0 bereits die Normierbarkeit beriicksichtigen):
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E<0:

mit

E>0:

mit

Bemerkung 11.1

a<0

Abbildung 11.1: Attraktives Delta-Potential

V()

Abbildung 11.2: Repulsives Delta-Potential

| BeM™® fir x <0
() = { Ae ™ firxz >0

. —2mFE
K= 2
W(@) = Aet 4 Be~*T  fiir 2 < 0
T Fe'rt 4 Ge T fiir & >0
2mE
FEN T

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)

Negative - klassisch verbotene - Energien fiihren also zu exponentiell abfallenden Wel-
lenfunktionen, wohingegen aus positiven Energien nichtnormierbare Eigenfunktionen

resultieren.
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\/Ee—mz

Abbildung 11.3: Wellenfunktion des Gebundenen Zustands im Delta-Potential

11.1.2 Anschlussbedingungen der Wellenfunktion

In Abschnitt 9.2 haben wir nachgewiesen, dass die Wellenfunktion und ihre
Ableitung fiir das dort betrachtete Potentialproblem (endlicher Potentialkasten)
stetig sein sollte. Da das Delta-Potential (11.1) aber bei = 0 unendlich stark
anwachsen soll, kann die Ableitung nicht mehr stetig sein. Wir erhalten als
Anschlussbedingungen an der Stelle x = 0:

(i) Die Wellenfunktion ist stetig:

E<O0: B=A (11.7)
E>0: A+B=F+G (11.8)

(ii) Fiir die Ableitung erhalten wir durch Integration der Schrédinger-Gleichung
um eine Umgebung von = = 0:

h2 € d2 € €
B % —e d—;f + —e aa(z)w(x) - /—8 Eq/}(x)
2

h
& o (W/(€) — ¥/ (~<)) = ~a(0) + BW(e) — ¥(~e))
¥ stehe hier fiir die Stammfunktion der Wellenfunktion, weswegen sie stetig
ist. Im Grenziibergang ¢ — 0 sehen wir, dass die Ableitung von ¢ (z) an
der Stelle z = 0 um 2%%4)(0) springt. Wir erhalten deshalb zusitzlich die

h2
Bedingungen:
2ma
. . 2ma
E>0: ik(F —G) —ik(A—B) = F(A—FB) (11.10)
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11.1.3 Gebundener Zustand (£ < 0)

Aus (11.4) (Definition von x) und aus den Bedingungen (11.7) und (11.9) er-
halten wir

mao —2mE
R = = _—

o s (11.11)

Ein gebundener Zustand ist somit nur fiir @ < 0, d.h. fiir attraktive Potentiale
moglich. Er besitzt die Eigenenergie (Bindungsenergie)

E=———"0\ (11.12)

und die Ortsdarstellung (A = /() aus Normierung)

| VEe™  firz <0
Y(x) = { N (11.13)

11.1.4 Streuzustéinde (F > 0)

Schreiben wir die Anschlussbedingungen (11.8) und (11.10) mithilfe der Defini-
tion 3 := —733, so erhalten wir

A+B = F+@ (11.14)
F—-G = A(l+2i8) - B(1-2ip) (11.15)

Dies sind zwei Gleichungen mit vier Unbekannten, die wir nur 16sen koénnen,
wenn wir Bedingungen fiir weitere Annahmen berticksichtigen.

Annahmen

(i) Das ZerflieBen der Breite der Wellenfunktion soll auf der Zeitskala der
Streuung vernachléssighar sein.

(ii) Wir betrachten ein freies Wellenpaket, das von links einlduft und eine
vernachléssighbare Impulsunschérfe besitzt. Beispielsweise konnen wir von
einem Gauflschen Wellenpaket ausgehen, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben
ist durch

_ 22
1/)(:17) _ # eikz 6_( 402)

© (2mo?)1
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Dieses Wellenpaket kénnen wir auch in ebene Wellen zerlegt darstellen:

1 i ~ 20 2(1_F)2
x) = —=— [ dk e*P(k) , (k) = —Fe 7 KR
v = o= [k i) =
mit der Impulsverteilung z/;(k) Fiir eine hinreichend kleine Impulsunschérfe
(Jok| > 1) nimmt ¢ nur in einer Umgebung um & nicht vernachlissigbare
Werte an. Aulerdem sollte & fiir ein von links einlaufendes Wellenpaket
positiv sein, weshalb auch nur positive k wesentlich zur Superposition (ii)
beitragen. Das bedeutet fiir die Wellenfunktion nach der Streuung, dass
fir > 0 keine ebenen Wellen e*** mit k& < 0 vorhanden sein konnen.
Somit kénnen wir setzen:
G=0 (11.16)
Nun kénnen wir die vorhandenen Bedingungen (11.14), (11.15) und (11.16) ver-
arbeiten:

A+B=F=A(1+2i8)— B(1 —2ip) (11.17)
ig 1
B=—-—A F= A 11.1
- 11— 1-i8 (11.18)
Definition 11.1 (Reflexions- und Transmissionsamplitude).
Wir definieren die Reflexionsamplitude tiber
B ip(k)
k) =—=—"+— 11.1
k) =3 = T2 (11.19)
und die Transmissionsamplitude durch
F 1
tk) === —— 11.20
(k) A 1—1i8(k) ( )

Definition 11.2 (Stationirer Streuzustand fiir eine eben% YVelle).
Den Streuzustand mit A = 1 fir die kinetische Energie E = % bezeichnen
wir mat

eikm + T(k)efikz

¢:(‘T) = { t(k)eilm

fir x <0

fir x <0 (11.21)
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Bemerkung 11.2 (Interpretation)

Nehmen wir an es wire moglich, die Energie eines einlaufenden Teilchens auf £ = %
festzulegen, d.h. eine Impulsunschéirfe von Ap = 0 zu realisieren, so wiirde diesem
zunichst freien Teilchen eine ebene Welle ¢™** als (unnormierbare) Wellenfunktion
zugeordnet (siche Bemerkung 8.1). Bei einer Streuung am Potential V(z) = ad(x)
wére dann seine Wellenfunktion gegeben durch den Streuzustand qﬁg (z). So kénnen
wir nun fiir Superpositionen von ebenen Wellen (Wellenpaketen) die Wirkung der
Streuung auf die Wellenfunktion bestimmen.

11.2 Streuung eines Wellenpakets

Nach (8.3) ist die Zeitentwicklung eines freien Wellenpakets gegeben durch
1 . _ -
z,t) = — [ dk e* e Bty (k t =0 11.22
vt = —= | D0t =0) (1122

mit w(k) = g—f; Nun kennen wir die Streuwirkung eines Delta-Potentials auf
die ebene Welle e*** weshalb wir fiir die Wellenfunktion eines gestreuten von
links einlaufenden Teilchens ansetzen kénnen

(z,t) = \/% /dk o (x)e Pty (k, t = 0) (11.23)

Bemerkung 11.3 (Plausibilititsbetrachtung)
Dieser Ansatz fiithrt zur korrekten Losung, denn

0= (iﬁ% - H)(z,t) = \/% /dk: Dk, t = 0) (hw(k) — H)oj (z) e ")

=0

Mit dem Ausdruck (11.21) fiir den Streuzustand mit der Eigenenergie £ = nek?

= - 2m
und unter der Annahme, dass das ¢ um k lokalisiert ist und die Reflexions- und

Transmissionsamplitude sich in der Umgebung von k wenig éndern, kénnen wir
das gestreute Wellenpaket ausrechnen:

1 _ . ikx E e*ikz x 0
_ b iw(k)t e + T( ) &<
'L[J(Z‘,t) — \/ﬂ /dk‘ 'LZJ(k‘,O)E { t(k)elkz ,x <0
(8.19) el (P / ) eF@=vg 1) 4 p(R)eh(-2—vs®)D) 5 <0
= —— [ dk ¥(k,0 — & 7
Nor P( ) t(k)ezk(zfvg(k)) , <0
w(SC t) = eiw(E)t d}(_x — Vg (E)tvzz 0) + T’(EW(—(?C + Ug(E)t)’ t= 0) & <0
: 1Ryl — vy (Rt ¢ = 0) o<f

Somit ergibt sich fiir ¢ — —oo die einlaufende Welle von links und fiir ¢ — oo eine
auslaufende Welle bestehend aus reflektierter und transmittierter Welle (siehe
Abb. 11.4).
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Abbildung 11.4: Streuung am Deltapotential fithrt zu Reflexion und Transmission einer
einlaufenden Welle

0 212 E
ma?

Abbildung 11.5: Reflexions- und Transmissionskoeffizient des §-Potentials

Bemerkung 11.4 (Transmissions- und Reflexionskoeffizient)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit einem vor der Streuung einigermafien wohlde-
finierten Impuls nach der Streuung irgendwo links zu finden, ist gegeben durch den sog.
Reflexionskoeffizient R(k) := |r(%k)|* und die Wahrscheinlichkeit, es rechts zu finden
durch den Transmissionskoeffizient T'(k) := |t(k)|?. Fiir das 6-Potential gilt

1 1 32 1
7= _ R= - (11.24)
2 ma?2 2 2n2E
1+5 1+2h2E 1+p 1+ ma?2
Die Gesamtwahrscheinlichkeit bleibt dabei erhalten (vgl. Abb. 11.5).
R+T=1 (11.25)
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Kapitel 12

Heisenberg- und
Schrodinger-Bild der
Quantenmechanik

12.1 Zeitentwicklungsoperator

Die Zeitentwicklung eines Zustands kann man auch mithilfe eines Operators
beschreiben, der wie folgt definiert ist:

Definition 12.1 (Zeitentwicklungsoperator).
Man erhilt aus einem Zustand |1(to)) durch Anwendung des linearen Zeitent-
wicklungsoperators U (t, ty) den Zustand zur Zeit t:

[v(t)) = Ult, to)|¢(to)) (12.1)

Wir wollen zunéchst einige Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators zusam-
mentragen:

Satz 12.1 (Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators)
Der Zeitentwicklungsoperator besitzt die folgenden Figenschaften

(i) Ulto,to) = 1

(ii) Er ist Lisung der Differentialgleichung (auch Schrédinger-Gleichung fiir
den Zeitentwicklungsoperator genannt)

in 2 Ut t0) = HOU (L 1)

o (12.2)
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12 Heisenberg- und Schrodinger-Bild der Quantenmechanik

Diese st dquivalent zur Integralgleichung

.t
1- % HE U, to)dt’ (12.3)
to

(iii) Er erfillt eine Art Gruppeneigenschaft:
Ut,t")y=Ut, "YU, t") vt t' " (12.4)
(i) Er ist unitdr:

Uttty =U"Yt,t') = U(t',t) (12.5)

Beweis:

(1) (o)) = Ulto, o)l (t0))-
(ii) Wir setzen die Definition von U(t, o) in die Schrédingergleichung ein:

() = HOW®) & o Ut to) = HOU (o)

(iti) (1)) = Ut )p(t) = Ut U, ") (")) = Ut "))
(iv) Aus (iii) folgt zunéchst 1 = U(t,t) = U(¢,t')U (¥, ¢) und daraus
Ut t')y = UL, 1).
Fir die Unitaritat betrachten wir den infinitesimalen Zeitentwicklungsoperator
U(t + dt,t), den wir sofort aus der Integralgleichung (12.3) erhalten:
Ut +dit) =1 — %H(t)dt

Dieser ist unitér, denn (1 + %H(t)dt) (1- %H(t)dt) =1+ O(dt?). Da auBerdem
jeder Zeitentwicklungsoperator U(t,t") als Produkt von infinitesimalen Zeitent-
wicklungsoperatoren darstellbar ist und das Produkt von unitdren Operatoren
auch unitér ist, ist U(¢,t') unitér. d

Oft ist man mit konservativen Systemen konfrontiert. Dafiir nimmt der Zeit-
entwicklungsoperator eine Form an, die zur Zeitentwicklung von Zusténden bei
geloster zeitunabhéngiger Schrodingergleichung dquivalent ist.

Satz 12.2 (Zeitentwicklungsoperator in konservativen Systemen)

Ul(t,to) in In Systemen, in denen der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhdingt, ist der
konservativen Zeitentwicklungsoperator gegeben durch
Systemen
Ult, to) = e~ HE=t0)/h (12.6)
Beweis: Ulto,to) =1, ih-Z2U(t, to) = —i2He *H (1) = HU(t,10) O
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12.2 Heisenberg- und Schrédinger-Bild

War bisher der zeitliche Verlauf des Systems von Interesse, so haben wir den
zugehorigen Zusténden eine zeitliche Entwicklung zugeschrieben, die durch die
Schrodinger-Gleichung

0
if o (6) = H()[:(0)

gegeben ist. Den zeitabhéingigen Erwartungswert einer Observablen Og(t) erhal-
ten wir dann aus!

(O)(t) = (¥s(1)]0s (D) |95 (1))

Die Interpretation, den Zusténden eine Zeitentwicklung zuzuordnen, wird Schré-
dinger-Bild der Quantenmechanik genannt.

Alternativ dazu kann man die Zeitentwicklung aber auch der Observablen zu-
ordnen, wobei die Zustédnde zeitlich konstant bleiben:

(0)(t) = (W (to) U (£, £0) Os (1)U (t, to) [ (t0)) = (¥ (t0) O ()¢ (to))

Ein Operator Oy im Heisenberg-Bild der Quantenmechanik ist also mit dem
Operator O aus dem Schrodinger-Bild verkniipft durch

Damit erhalten wir eine dquivalente Beschreibung der Zeitentwicklung in der
Quantenmechanik. Um zu kennzeichnen, dass man sich im Heisenberg-Bild be-
findet, werden Zustdnde und Operatoren meist mit dem Index H versehen. Die
Schrodinger-Gleichung fiir zeitabhéingige Wellenfunktionen wird im Heisenberg-
Bild ersetzt durch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung:

Satz 12.3 (Bewegungsgleichung fiir Operatoren)
Im Heisenberg-Bild ist die Zeitentwicklung eines Operators Op durch die Glei-
chung

0 (1) = On(), Hu (0] +ih U010 22U 10)  (128)

gegeben, mit Hy (t) = UT(t,to) H(t)U(t, o).

1Die mogliche Zeitabhingigkeit von Os(t) stammt aus der Definition der jeweiligen Obser-
vablen Os. Normalerweise kann man eine solche explizite Zeitabhangigkeit umgehen.
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Beweis: Es ist

W20t = (LU (000) ) 00U ) + U 0)O- (O S UC t0)

00,
+U(t, to)in o

-ut (t7 tO)H(t)U(tv t())(]Jr (tv tO)OS (t)U(t7 tO)
+ UT(t,10)0s ()U (¢, t0)U T (¢, to) H(£)U (t, to)

U(t7 to)

o0
Ut (¢, t0)iR
+ U'(t, to)i 5

= —H0O0R () + On(HE (@) + kU1 (1, 10) 2 U1, 1)

SU(t, to)

Bemerkung 12.1 (Spezialfall der Heisenbergschen Bewegungsgl.)
Befinden wir uns in einem konservativen System und besitzt die Observable Oy keine
explizite Zeitabhingigkeit, so nimmt die Heisenbergsche Bewegungsgleichung die Form
an:

o d
ih=-O0n (t) = [On (1), H] (12.9)

12.3 Beispiel: Harmonischer Oszillator

In manchen Fillen ist es durchaus angebracht im Heisenberg-Bild zu denken. Im
Folgenden wollen wir einige dieser Gedankengénge am Beispiel des harmonischen
Ostzillators ausfiithren.

Davor fiithren wir nachtréiglich den sogenannten Anzahloperator N fiir den har-
monischen Oszillator ein, fiir den folgender Satz gilt:

Satz 12.4 (Anzahloperator)
Der Anzahloperator

N :=d'a (12.10)
mit den Auf- und Absteigeoperatoren al und a erfillt die Kommutatorrelationen
[N,a'l]=da' , [N,a]=—a (12.11)

Der Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators kann dann geschrieben wer-
den als
1
H = hw (N+ 5) (12.12)
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Damit ergibt sich die namensgebende Eigenschaft

Nltm) = nln) (12.13)

Die Eigenwerte des Anzahloperators geben also die jeweilige Anzahl der Erzeu-
gungsoperatoren an, die notig sind um vom Grundzustand zum entsprechenden
Eigenzustand |¢,,) oc (a')?[) zu gelangen.

(i)

Zunéchst wollen wir die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir den Ver-
nichtungsoperator im Heisenberg-Bild ay 16sen:
da H

h—— = H| = hw N
g dt [a‘Ha ] [CLH, ]

Wegen den Kommutatorrelationen (12.11) kénnen wir die Losung raten?:

ag(t)=e “a | al(t) =e“lal (12.14)

Bemerkung 12.2 (Erhaltung der Kommutatorrelation)

Die Kommutatorrelation |[a, aT] = 1 des Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
tors im Schrédinger-Bild bleibt auch im Heisenberg-Bild (trotz Zeitentwicklung)
erhalten:

lan(t),al, ()] = U'(t,t0)aa’U(t, to) — U (t, to)a al(t, to)
UT (tv to)[a7 aT]U(tv to) =1

Da hier nur im letzten Schritt die spezielle Relation fiir @ und af benutzt wur-
de, gilt allgemein: Wenn der Kommutator zweier Operatoren eine Zahl ergibt,
dann bleibt diese Relation auch im Heisenberg-Bild erhalten, d.h. sie ist zeitun-
abhdngig.

Als néchstes interessiert uns die Zeitabhéngigkeit des Orts- und Impuls-
operators im Heisenberg-Bild fiir den harmonischen Oszillator. Aus der
Linearitat des Kommutators folgt:

Eu(t) = 27;} (am(t) +aly(t) = (e~ %q + etal)

= 27T (coswt(a+a') —isinwt(a —a'))
mw

1
= t) & + — sin(wt 12.15
cos(wt) & + — sin(wt) p ( )
Analog erhélt man fiir den Impulsoperator

P (t) = cos(wt) p — mwsin(wt) & (12.16)

2Dies sieht man sofort an [ag (t), N] = e~ **[a, N] = ag(t) und i%aH(t) =wag(t).
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Bemerkung 12.3

Verbindung zur (i) Aus obigen Ausdriicken sieht man, dass %iH = %{ und %ﬁH = —mw’iny
klassischen gilt. Diese Relationen erinnern uns an die hamiltonsche Mechanik:
Mechanik OH P OH 5
T=—== )= ——— = —mw'z
op m ox

(ii) Im Heisenberg-Bild lésst sich die Zeitabhéngigkeit der Erwartungwerte sehr
bequem berechnen:

sin(wt)
mw

(z)(t) = Ylon(t)[) = cos(wt) (z)(t = 0) + (p)(t =0)

Wie man sieht, gibt es durchaus praktische Vorteile des Heisenberg-Bildes. In
der Regel ist das Schrodinger-Bild aber bequemer, da die Heisenbergsche Beweg-
ungsgleichung im Allgemeinen schwer 16sbar ist.
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Motivation

Um Probleme mit einem Zentralpotential — wie beispielsweise die Beschreibung
des Elektrons des Wasserstoffatoms — im quantenmechanischen Formalismus zu
beschreiben, betrachten wir die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung in drei

Dimensionen in Ortsdarstellung mit einem rotationssymmetrischen Zentralpo-
2

tential V(x,y,z) = _m'
—h2
(%Vz + V(z,y, 2)) Y(z,y,2) = BEY(2,y,2) (12.17)

In der klassischen Mechanik fiihrt ein rotationssymmetrisches Potential zur Dre-
himpulserhaltung. Wir werden im Folgenden sehen, zu welchen Resultaten der
quantenmechanische Formalismus fiihrt.
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Kapitel 13

Drehimpulsalgebra

13.1 Die Drehimpulsoperatoren

In der klassischen Mechanik wird der Drehimpuls definiert als L = r x p. Dies
motiviert folgende Definition fiir die Operatoren, die den Drehimpuls beschrei-
ben.

Definition 13.1 (Drehimpulsoperatoren).
Aus dem Korrespondenzprinzip folgt die komponentenweise Definition der (her-
miteschen) Drehimpulsoperatoren:

L, = yp.—zpy (13'1)
L, = zp,—ap, (13.2)
L. = xpy—yps (13.3)

Satz 13.1 (Vertauschungsrelation)
Die Operatoren fiir den Drehimpuls erfillen die Kommutatorrelation

3
[Li,Ly] = iheijuLi (13.4)
k=1

Beweis: Es ist

[L»"Cv Ly} = [ypz — 2Py, RPx — -sz} (13.5)
= [ypz, 2pz) + [ypz, 2p:] — [2Dy, 2D2) +([2py, Tp2] (13.6
—_—— ——
=0 =0
= Ypz, 2pa] + [y, 202]p2 + 2[py, 2p2] +(2, 2p2]py (13.7)
—_—— N——

=0 =0
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13 Drehimpulsalgebra

Ylp, 2lps + @[z, p:lpy = —ihyps + ihzpy (13.8)
= AL, (13.9)
Die Kommutatoren [Ly, L] und [L., L] werden analog berechnet. ]

Bemerkung 13.1 (Widerspruch zur klassischen Mechanik)

Widerspruch zur Die Observablen, die den Komponenten des Drehimpulses L zugeordnet werden, sind
klassischen also nicht kompatibel, d.h. sie kénnen nicht gleichzeitig gemessen werden. Dies wider-
Mechanik spricht der klassischen Mechanik in fundamentaler Weise.

Satz 13.2
[L%,L;] =0 Die Operatoren Ly, Ly und L, vertauschen mit L? .= Li + L12/ + Lg.

Beweis: Wir beweisen die Relation nur fiir L, :

(L%, L:] = [L3,L:]+[Ly,Lo] +[L2, L] (13.10)
= Ly[Ly,L2)+ [La, Lo)Le + Ly[Ly + L2] + [Ly, L] Ly, (13.11)

= h(—LyLy — LyLy + LyLy + LyLy) =0 (13.12)

0

13.2 Die Leiteroperatoren L.

Wir wollen Eigenzustédnde der Drehimpulsoperatoren bestimmen, die durch An-

gabe von Eigenwerten eindeutig festgelegt sind. Dazu bendtigen wir einen vollstandi-

gen Satz kommutierender Observablen. Die Operatoren L,, Ly, L. alleine sind
Wahl von {L?, L.}  dazu nicht geeignet, da sie nicht kompatibel sind. Wir wihlen deshalb die Menge

als vollst. Menge {L?,L.}'. Dies ist moglich, da zum einen [L?, L.] = 0 ist und — was wir spéter
kompatibler sehen werden — die gemeinsamen Eigenzusténde eindeutig durch Angabe eines
Observablen Eigenwerts A von L? und eines Eigenwerts i von L, festgelegt sind.

Zunéchst miissen wir die Eigenwerte der Impulsoperatoren herausfinden, was
am besten mit einer algebraischen Methode funktioniert.

Definition 13.2 (Die Leiteroperatoren L4).

Def.: Die Wir wollen das Eigenwertspektrum der Drehimpulsoperatoren mithilfe der (nicht
Leiteroperatoren hermiteschen) Leiteroperatoren
L
Ly:=L,+iL, (=L%) (13.13)
bestimmen.

Wir kénnten genauso gut {L?, L} oder {L?, Ly} nehmen.
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Satz 13.3 (Kommutatorrelationen mit Leiteroperatoren)
Esist [L,,Ly] = +hLy und [L?, Ly] = 0.

Beweis:
[Ls,L4] = [Ls Lz] +4[Ls, Ly] = ihLy T i2hL (13.14)
W+ Ly 4 iLy) = £h(Ly £iLy) = +hL (13.15)
[L2,Ly] = |[L? Ly +4[L% L,]=0 (13.16)
d

Nun wollen wir untersuchen, was passiert, wenn wir einen Leiteroperator auf
einen bereits bekannten gemeinsamen Eigenzustand von L? und L, anwenden.

Satz 13.4 (Erzeugung von Eigenzustinden)

Sei |f) ein gemeinsamer Eigenzustand von L* und L, mit L?|f) = \|f) und
L.|f) = plf), dann sind auch Ly|f) Eigenzustinde mit gleichem FEigenwert A
fiir L? und Eigenwert u + h fiir L, oder Li|f) verschwindet.

L’|Laf) = NLsf) , L:|Lif) = (uth)|LLf) (13.17)

Beweis: Sei |f) ein gemeinsamer Eigenzustand wie im Satz angegeben, dann ist
L*(Lx|f)) = L+ L?|f) = AL |f)

Lo(L4|f)) = ([Lz, L+] + L+ L2)|f) = (FhL+ + L+ L2)|f) = L+ (£ R)|f) O

Satz 13.5 (Beschrinktes Spektrum von L)
Die maoglichen Eigenwerte i von L, sind nach oben und unten beschrdankt mit

p? <A\ (13.18)

Beweis: A= <f|L2|f> = <Lg> + <L§> + <L§> > <f|L§|f> = “2

Nun ist das Spektrum von L. nach unten und oben beschrankt. Mit den Leite-
roperatoren Ly und L_ kénnen wir aber immer neue Eigenzustinde Ly |f) mit
Eigenwerten p+f erzeugen. Es miissen also irgendwann Eigenzustéinde | f;) und
| fo) erreicht werden mit L |f;) = 0 und L_|f) = 0. Somit kann man von einer
Art ,Leiter® von Eigenzustédnden (siehe Abb. 13.1) sprechen, wobei jeder Stufe
ein um A verschiedener Eigenwert zugeordnet wird.
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L|+
p+3h ——  IAf
w+2h 1—i L2 f
n+h — Lyf

by

w—nh *—* L_f
e L
—3h *—* I f

!

Abbﬂdung 13.1: Die gemeinsamen Eigenzustinde von L, und L? mit Eigenwerten p + h
beziiglich L. bilden eine Leiterstruktur.

Bemerkung 13.2 (Eindeutige Leiter)

Bewegt man sich mit Ly auf der Leiter nach oben, dann sollten beim umgekehrten
Vorgang mit L_ wieder dieselben Stufen erreicht, also die gleichen Eigenzusténde (bis
auf einen konstanten Faktor) konstruiert werden:

LiLy = (Ly +ilLy)(Le FiLy) = L2 + L +i[Ly,Ls) = L* — L? + hL. (13.19)

Somit ist L+ Lz|f) = a|f) mit a € C.

Damit haben wir gleichzeitig eine wichtige Darstellung von L? durch die Leiteropera-
toren und L.:

‘ L’ =LiL++L2FhL. (13.20) ‘

13.3 Eigenwertspektrum fiir den Drehimpuls

Wir sind bei der Konstruktion einer Leiter wie in Abb. 13.1 von einem ge-
meinsamen Eigenvektor |f) von L? und L, ausgegangen und haben mit L
neue Eigenzustéinde konstruiert, die fiir L, jeweils um £/ verschobene Eigen-
werte liefern. Fiir L? bleibt der Eigenwert der konstruierten Zusténde aber auf
der ganzen Leiter gleich. Das heifit, mit dem Eigenwert A von L? wiihlen wir
gewissermafen eine Leiter (einen Eigenraum von L?) aus, deren Stufen dann
die Eigenwerte von L, liefern. Um einen Drehimpuls-Eigenzustand eindeutig zu
charakterisieren, benotigen wir also die Angabe des Eigenwerts A und des Ei-
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genwerts i, wodurch die Wahl von {L?, L.} als vollstindige Menge kompatibler
Observablen gerechtfertigt wird.

Definition 13.3 (Grofiter und kleinster Eigenwert von L).
Wir bezeichnen fiir ein festes A den gréfiten Eigenwert von L. mit hl, den
kleinesten mat hl. Es ist also

L\fe) = hllfe) ,  Lelfo) = hilfy) (13.21)

Da |f;) und |f,;) zum selben Eigenwert A\ von L? gehoren, kénnen wir eine
Beziehung zwischen dem grofiten und dem kleinsten Eigenwert von L, herleiten:

Wir benutzen die Darstellung (13.20) von L?:

L|fs) = (L-Ly+L2+hL)|fe) = (K1 + K| f)
= A=hI1+1)

L’|fs) = (L+L—+ L2 —hL.)|fe) = (BT — B°D)| fs)
= A=hI1-1)

! und ! miissen somit der Gleichung geniigen

W+ =11-1) (13.22)

Diese Gleichung hat zwei Losungen: Entweder ist I = 1+ 1, was nicht
sinnvoll ist, da per Definition [ > [ sein muss. Die andere und korrekte
Losung ist [ = —I.

Wir kénnen zusammenfassen: Ein gemeinsamer Eigenzustand von L? und L2
wird eindeutig festgelegt durch die Angabe von A und p. Nun haben wir fest-
gestellt, dass der jeweils grofite und kleinste Wert fiir p bei festem A (also die
»Leitergrofe®) von A\ abhingt iiber

—hl < p<hl, mit A\=h%1+1) (13.23)

w1 lduft dabei vom kleinsten bis zum gréfiten Wert in Schritten der Grofe h.
Fiihren wir einen Parameter m ein iiber m := pu/h, so lduft dieser in ganzen
Schritten von —[ bis [. Aus diesem Grund muss [ ganz- oder halbzahlig sein. Es
ist also

L?|f")
L)

RA(L+ 1) f™) (13.24)
hm| f™) (13.25)

mit den erlaubten Quantenzahlen
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Drehimpulsquantenzahl: =0, %, 1, %, e (13.26)

Magnetische Quantenzahl: m=-[,—[+1,...,1—1,1] (13.27)

Beispiel 13.1 (Starrer Rotator)
Betrachten wir ein starres Molekiil der Breite a, dessen Schwerpunkt ruht.

Sein Hamiltonoperator ist dann gegeben durch H = é‘—; mit Tragheitsmoment

0= mT“z Das Energiespektrum ist dann quantisiert:

O RA(+1)

£,
ma?

mit [ =0,1,2,... (13.28)

Bemerkung 13.3 (Spin)
Um die Eigenspektren in (13.24) und (13.25) zu konstruieren, haben wir lediglich die
Drehimpulsalgebra

[Li, Lj] = ihLyesji (13.29)
benutzt. Im spéteren Verlauf der Vorlesung werden wir sehen, dass es Observablen

Sz, Sy und S gibt, die ebenfalls diese Drehimpulsalgebra erfiillen, die aber nicht als
Bahndrehimpuls, sondern als Spin des Teilchens interpretiert werden.
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Ortsdarstellung von
L= (L, Ly, L)

Kapitel 14

Kugelflichenfunktionen

14.1
Im letzten Kapitel haben wir das Eigenwertspektrum mit einer algebraischen Ortsdarstellung der
Losungsmethode bestimmt. Im Folgenden werden wir die Ortsdarstellung f;™(6, ¢) Impulsoperatoren
der Eigenvektoren | f;™) der Impulsoperatoren bestimmen, das heifit ein analyti-
sches Losungsverfahren in Form der Losung einer Differentialgleichung verwen-
den. Dazu miissen wir die Operatoren L, L,, L. und L? als Differentialopera-
toren darstellen.

14.2 Gemeinsame
Eigenfunktionen
von L, und L2.

Im Zusammenhang mit dem Drehimpuls in drei Dimensionen bietet sich eine
Beschreibung in Kugelkoordinaten an. Diese Wahl ist sinnvoll, da sich heraus-
stellen wird, dass die Eigenfunktionen nicht vom Radius, sondern nur von den
beiden Winkeln 6, ¢ abhingen.

14.1 Ortsdarstellung der Impulsoperatoren

Betrachten wir die Wirkung von L = (L, L,, L) in Ortsdarstellung. Sei [¢)
ein belieber Ket aus dem Hilbertraum .77, dann ist

(r|Ll) = ((=[{yl(zD L) = (@[{yl(z|7 x ply) = —ih(r x V)y(r)  (14.1)

mit 7 = (2,9, 2), p = Pz, Py, P=), T = (T, y, 2), wie man komponentenweise sieht.
Um die Wirkung von L in Kugelkoordinaten ausdriicken zu kénnen, benotigen
wir den Gradienten in Kugelkoordinaten:

.0 10 . 1 0
V=gt gt eeragag (14.2)

Mit r = ré, ergibt sich

L=—ihrxV=—ih (é(b% - é@ﬁ%%) (14.3)
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14 Kugelflichenfunktionen

»
!

Abbildung 14.1: Kugelkoordinaten

Bemerkung 14.1
An der Darstellung (14.3) sieht man bereits, dass die Ortsdarstellungen der Losungen

der Eigenwertgleichungen (13.24) und (13.25) nicht von r abh#ingen miissen.

Nun haben wir in (14.3) die Ortsdarstellung des Impulsoperators L in der Basis
{é,,ép,é4} bestimmt. Weil wir aber L, und L? benétigen, ist eine Darstellung
in der kartesischen Basis {é,,é,,¢é,} sinnvoll. Die Einheitsvektoren éy und é,
haben in kartesischen Koordinaten die Darstellung (siche Abb. 14.1)

ég = cosfcospé, + coslsinpé, — sinfe, (14.4)

éy = —singé, + cospé, (14.5)

Impulsoperatoren in  Eine einfache Rechnung liefert

Kugelkoordinaten

. ., 0 0
L, = ih <— s1n¢% — cos ¢ cot 08_¢> (14.6)
) 0 ) 0
L, = —ih (cos ¢% — sin ¢ cot Ga—(b) (14.7)
L0
L. = -ihgy (14.8)
> _ L0 (Ged), L O
L = [sin@ 50 sm980 + 520 09 (14.9)
102 LMU Miinchen
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Differentialgleichun-
gen in 6 und ¢ als
Eigenwertgleichun-

gen

Zugeordnetes

Legendre-Polynom

Def.:

Legendre-Polynom

14 Kugelflichenfunktionen

14.2 Gem. Eigenfunktionen von L, und L?

Um die simultanten Eigenfunktionen f;"(6,¢) von L, und L? zu erhalten,
miissen wir also die beiden partiellen Differentialgleichungen l6sen

8 m m
S0 = hmf09) (410
2 1 8 . 8 1 82 m _ 2 m
h [—Sm A <sm9%) TR ¢2] [H0.6) = R+ D0, 9)(1411)

Nach Gleichung (14.10) miissen die Losungen der Form f"(0,¢) = g(6)e'™?
sein.

Bemerkung 14.2 (Ganzzahlige m und 1)
Spiter werden wir gemeinsame Eigenfunktionen von H und L? konstruieren, die 27-
periodisch in ¢ sein miissen. Deshalb werden wir auch hier nur ganzzahlige Werte fiir

eime 2 eim(¢+2m)

m und damit auch fiir [ zulassen ( gilt nur fiir m € Z).

Setzen wir nun den Ansatz fiir f]"(0, ¢) in die zweite Eigenwertgleichung (14.11)
ein:

sinod% <sm9d€i—(?) + (11 +1)sin?0 —m?)g(h) =0 (14.12)

Eine Differentialgleichung dieser Form besitzt zwei Klassen von Losungen. Wir
interessieren uns hier nur fiir eine der beiden Klassen, da nur diese aus normier-
baren Funktionen besteht (der andere Funktionstyp divergiert bei x = 0):

g(0) < P™(cosb) (14.13)

Dabei ist P das zugeordnete Legendre-Polynom

[m|
PPMa) = (1 — 22)mI72 (di) P (1414)

mit dem Legendre-Polynom P;(z).

Definition 14.1 (Legendre-Polynom).
Die Legendre-Polynome Py(x) sind Lisungen der legendreschen Differentialglei-
chung

10— ) @) + 10+ DS () =0 (14.15)

Das I-te Legendre-Polynom hat den Grad | und rationale Koeffizienten. Nach
der sog. Rodriguez-Formel konnen sie bestimmt werden durch
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Gemeinsame
Eigenfunktionen

von L. und L?

Def.: Kugelflachen-
funktion

14 Kugelflichenfunktionen

_ L&
T2 dyt

Pi(z) (% —1)! (14.16)

Bemerkung 14.3 (Die ersten Legendre-Polynome)
Die ersten vier Legendre-Polynome sind

Po(z) = 1 (14.17)
Pi(zx) = =z (14.18)
Paz) — %(3132—1) (14.19)
Pia) — %(5133—3@) (14.20)

Als Losung der Eigenwertgleichungen (14.10) und (14.11) erhalten wir

f(0,9) = P"(cos 0)e™? (14.21)

Definition 14.2 (Kugelflichenfunktion).

Als Kugelflichenfunktion bezeichnet man die auf der Oberfldche der Einheitsku-
gel {(r,0,9) € RT x [0,7] x [0,27) | r = 1} normierten Eigenfunktion Y;"(0, ¢)
der Drehimpulsoperatoren L. und L?. Sie erfillen also die Relation

() = [ dodosing Y(6,0) = 1 (14.22)

Sie haben die Darstellung

2041 (1 —|m|)! ,
Y0, ¢) = L i™mé P (cos 6 14.23
l ( 7¢) s A (l—|—|m|)' € l (COS ) ( )
(=)™ firm>0 o _
mzts.—{l firm<0 M= l,—l+1,....,0lundl1=0,1,2,....

Beispiel 14.1
Beispiele fiir mogliche normierte Eigenfunktionen sind

1 3 3 ,
Vo= —, Y0=1/—cosf, Y =7/—sinfhet™ 14.24
f — N i cosf, Y] F . sin fe ( )
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14 Kugelflichenfunktionen

Bemerkung 14.4 (Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen)

(i) Orthonormalitét:

Orthonormalitét der Da die |Y;") normierte Eigenvektoren hermitescher Operatoren sind, gilt
Kugelflachenfunk- / » ,
tionen AR /dqbd@ sin@ Y, (0,0)" Y™ (0,0) = Smm: Onns (14.25)
Denn es gibt eine Ortsbasis {|6, ¢)} mit
/dqbd@ sinf |0, ¢)(6,¢| =1 (14.26)
(ii) Vollsténdigkeit:
Vollstindigkeit der Da die Eigenvektoren hermitescher Operatoren eine Basis bilden, gilt
Kugelflachenfunk- 00 i
tionen Z Z [Y," WY =1 (14.27)
1=0 m=—1

Das heif3t, jede in ¢ 2m-periodische Funktion auf der Kugeloberflache ldsst sich
entwickeln in

oo 1

w®,6)=>_ > am¥i"(6,¢) (14.28)

=0 m=—1

(iii) Aus der Vollstindigkeit von {|Y;™)} folgt

oo 1
0.010,6)=>" > Vi(0,6)Yi(0',¢) = 6(cos 8’ — cos0)d(¢' — ¢)

=0 m=—1
(in der Dirac-Distribution fiir 6 steht cos @, weil dfsin 0 = —d(cos9).)

Visualisierung
Visualisierung der Um die Eigenfunktionen der Impulsoperatoren darstellen zu kénnen, betrachten
Kugelflichenfunk-  wir nur reelle Superpositionen?.
tionen
smo— Lymiyom (14.29)
l \/5 l l
Sy = v (14.30)

ST = (Y (14.31)

1
iv?2

Beispiele solcher Superpositionen sind

/3 /3 /3
1 = —_— 1 71: _— 1 1 O: —_—
Sy = in sinfcos¢ , S in sinfsing , S in cos 6

IHier findet man ein schénes Applet, mit dem man unter anderem die radialen Wellen-
funktionen (Kugelflichenfunktionen) eines Wasserstoffatoms generieren kann. Eine weitere
und sehr anschauliche Darstellung ist hier zu finden.
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Zeitunabhangige
Schrédinger-
Gleichung in
Kugelkoordinaten
mit zentral-
symmetrischem
Potential

Kapitel 15

Radialgleichung

In diesem kurzen Kapitel werden wir sehen, wie aus der dreidimensionalen zei-
tunabhéngigen Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten mithilfe von Sym-
metrieeigenschaften des Systems mit zentralsymmetrischem Potential eine ein-
dimensionale Radialgleichung entwickelt werden kann, die die Struktur einer
eindimensionalen Schrodinger-Gleichung mit einem effektiven Potential besitzt.

15.1
Zeitunabhingige
Schrédingerglei-
chung in
Kugelkoordinaten

15.2 Anwendung

von Symmetrien

15.1 Zeitunabhingige Schrédingergleichung in Ku-

gelkoordinaten

Wir betrachten die zeitunabhéingige Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung:

[—;—mA—i-V(r)] W(r) = Ey(r) (15.1)

In Kugelkoordinaten hat der Laplace-Operator die Darstellung
10 /(4,0 1 90 /. 0 1 0?
A4 = o ( 5) T 2sna a0 (S““%) T 2 sng (%)

e 10 (L0) B
o 2 Or " or h2r2

Da wir hier den Fall zentralsymmetrischer Potentiale V' = V(r) betrachten, hat
die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung die Form

(15.2)

[L <_n2 0 <r2§> + L2> + vm} V(r,0,6) = EY(r,0,6)  (15.3)

2mr? or or
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Existenz einer
gemeinsamen
Eigenbasis von
H,L? L.

Lésungsansatz

Radialgleichung

15 Radialgleichung

15.2 Anwendung von Symmetrien

Nun kénnen wir verwenden, dass die Differentialoperatoren in L? sich aus-
schlieBlich auf § und ¢ beziehen, insgesamt L? # L2(r) gilt und V zentral-
symmetrisch ist. Diese beiden Operatoren erfiillen deshalb die Vertauschungs-
relationen

[L?,V(r)] =0, [L* Al =0 (15.4)

Dasselbe gilt auch fiir L. Es muss also eine gemeinsame Eigenbasis von H, L2, L,
geben. Das heiflt, wir konnen gleichzeitig die Energie, den Gesamtdrehimpuls
und den Drehimpuls in z-Richtung eines physikalischen Zustands bestimmen.

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L? und L, sind bereits bekannt, die
Kugelflichenfunktionen Y, (0, ¢) aus (14.23). Wir kénnen zur Losung der Dif-
ferentialgleichung (15.3) den allgemeinen Separationsansatz machen

P(r,0,0) = R(r) Y["(0, ) (15.5)
(Dies sind immer noch Eigenfunktionen von L? und L., weil R(r) unabhingig
von 6, ¢ ist.)

Durch einsetzen in (15.3) sehen wir, dass Y;*(0, ¢) herausfillt, die Gleichung
also nur noch vom Radius abhéngt:

! (—Fﬂ% (ﬂ%) +RA(+ 1) + V(r)) R(r) = E R(r) (15.6)

2mr?

Nun definieren wir

u(r) :==r-R(r) =

dr 2 rdr’ dr

dR uw ldu d [ 5dR d*u

Wir erhalten die Radialgleichung

K2 d?u K21+ 1)
" %m dr? < "+ 5m

) u(r) = E u(r) (15.8)

2m  r?

Dies ist eine eindimensionale Schrédinger-Gleichung fiir » mit r € [0,00) und
effektivem Potential

211+ 1)

— 15.
2m 12 (15.9)

Drehimpulsbarriere

Im néchsten Kapitel werden wir diese Gleichung fiir das in der Quantenmechanik
wichtigste Beispiel eines Systems mit Zentralpotential, das Wasserstoffatom,
16sen.
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Effektives Potential
fiir das

Wasserstoffatom

Kapitel 16

Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ist das am einfachsten aufgebaute Atom und bietet daher
den Schliissel zum Versténdnis des Aufbaus und der Eigenschaften aller Atome.
Es ist das einzige Atom, fiir das die Schrodinger-Gleichung analytisch in ge-
schlossener Form gelost werden kann. Die Spektrallinien des Wasserstoffatoms
sind mit hoher Genauigkeit berechenbar und koénnen mit den gemessenen Wer-
ten verglichen werden. In der Tat war diese Vorhersage eine der wichtigsten
theoretischen Ergebnisse in den frithen Jahren der Quantenmechanik.

Wie wir gesehen haben, kann die dreidimensionale Schrodinger-Gleichung im
Falle eines zentralsymmetrischen Potentials in drei unabhéngige Gleichungen se-
pariert werden. Jede der drei Einzelgleichungen kann mathematisch exakt gelost
werden. Die ersten beiden ergaben die Kugelflachenfunktionen ¥, (6, ¢). Um die
Radialgleichung (15.8) fiir das Elektron des Wasserstoffatoms (wobei der Kern
als unendlich schwer angenommen wird) zu lésen, betrachten wir das effektive
Potential (vgl. Abb. 16.1)

Ver(r) = (16.1)

aor r2

e? 1+h2 (l+1) n? 2 +l(l+1)
dreor  2m 2 2m

mit dem Bohrschen Radius ag := % =0,529-10"'%m. Uns geniigt es, hier
nur die gebundenen Zusténde, also jene mit £ < 0 zu berechnen.

16.1 Asymptotische Analyse

Wir legen zunéchst dimensionslose Langen fest:

—2mE 2
pi=FkKr, mit k= Tm , poi=— (16.2)
apgk
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Asymptotisches
Verhalten der

Radialgleichung

Separation des
asymptotischen
Verhaltens

16 Wasserstoffatom

Abbildung 16.1: Effektives Potential fiir das Elektron des Wasserstoffatoms fiir verschiedene
Drehimpulsquantenzahlen

Damit kénnen wir die Radialgleichung (15.8) umschreiben:

du? 2 Il+1) 2mFE
T (_aor R )U(T) R u(r) (16.3)
1 d*u 2 1 Il(l+1)
- (1 == 16.4
K2 dr? ( apk KT + K2r? > u(r) (16.4)
d*u po Ll +1)
= (1 =4 7 16.
= e < ; + 7 )u(p) (16.5)

Betrachten wir das asymptotische Verhalten dieser Gleichung:

u

(i) p—oo: TE=ulp) = u(p)=Ae

Die Losung e” kann nicht vorkommen, da sonst keine Normierbarkeit vorhanden ist.

(i) p— 0 T¥="u(p) = u(p)=Cplt!

Dp~! wiire ebenfalls eine Lisung, aber fiir p — 0 nicht mehr normierbar.

Dieses asymptotische Verhalten wird erfiillt durch eine Funktion der Form

u(p) = p' e u(p) (16.6)

Nach Einsetzen in die Radialgleichung (16.5) und etwas aufwendigen Manipu-
lationen ergibt sich als Differentialgleichung fiir v(p):

T 20 +1- 9% 4 (0 — 20+ 1D)u(p) =0 (16.7)
R — —_— — v - .
P P)g, + (eo P
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16 Wasserstoffatom

16.2 Losungsweg 1: Eigenspektrum

Mochte man nicht explizit die Eigenfunktionen wissen, sondern geniigt zunéchst
das Eigenspektrum, so ist der folgende dem allgemeinen Losungsweg (mathe-
matische Literatur) vorzuziehen.

Wir wihlen einen Potenzreihenansatz fiir v(p):
o)=Y e (165)
j=0

Wobei wir keine negativen Potenzen j zulassen, damit die Funktion fiir p — 0
normierbar bleibt. Setzen wir diesen Ansatz in die DGL (16.7) ein, so erhalten
wir durch Koeffizientenvergleich eine rekursive Darstellung der Koeffizienten

20 +1+1)—po
= : 16.9
T Gr G2+ (16.9)

An dieser Darstellung kénnen wir ablesen, dass fiir grofle j gilt

2j 2 2 92 2
Cj R =Cj—1 = Cj—2~...X —

— Cj R = ¢ = e
JG+Y) 7 41 J JG—1)

Ci+1 ~
Das heif3t, wir erhalten fiir grofe j

v(p) x Z —7 = = w(p) = 0 (16.10)
I
Somit wére v(p) mit der Ndherung fiir grofie j nicht normierbar. Daraus kénnen
wir schlieflen, dass die Koeffizienten c; fiir irgendein j,,q, verschwinden, damit
v ein endliches Polynom ist. Wir erhalten somit aus (16.9) die Bedingung

2n = 2(jmaz + 1+ 1) = po (16.11)
Und damit
2 h2K2 h?
on — 2 B, =T _ 16.12
" aok = 2m 2main? ( )

Wir erhalten als Energiespektrum des Wasserstoffatoms

E,=--2 (16.13)

mit Hauptquantenzahl n =1,2,3,...
2
und Bindungsenergie Ep = =1 ~ 13,6¢eV.

]
2mag
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Def.:

Laguerre-Polynom

16 Wasserstoffatom

Bemerkung 16.1
(i) Da Wir jmaee + ! + 1 =: n gesetzt haben, muss die Drehimpulsquantenzahl
1€{0,1,2,...,n — 1} sein.
(ii) Das hier erhaltene Energiespektrum ist konstistent mit der Bohr-Sommerfeld-
Quantisierungsregel (Ubungsblatt 1):

?{pp dr =n,h , ?{p(p dp =ngh , mit n=mn, +ng (16.14)

(iii) Das Energiespektrum des Wasserstoffatoms kann fiir wasserstoffihnliche Atome
mit Kernladungszahl Z verallgemeinert werden:
2’Ep

En=—— (16.15)

16.3 Losungsweg 2: Eigenfunktionen

In der mathematischen Literatur finden wir fiir die Rekursionsformel (16.9) der
Koeflizienten c¢; mit pg = 2n als Losung fiir v:

v(p) = L2 (2p) (16.16)

mit dem zugeordneten Laguerre-Polynom

Lo =1 () L) (6an

mit dem Laguerre-Polynom L, aus Definition 16.1.

Definition 16.1 (Laguerre-Polynom).
Die Laguerre-Polynome Ly sind Lésungen der Laguerreschen Differentialglei-
chung

2y () + (1 —2)y () + qy(z) =0 , ¢=0,1,... (16.18)

Das q-te Laguerre-Polynom ldsst sich darstellen als

Ly(z) = ¢ (%)q (=2 (16.19)

Sammeln wir die Definitionen zusammen:

u(p) = ptlePu(p), p=rr , k= —— (16.20)
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16 Wasserstoffatom

47T60h2 —10
u(r) = r-R(r), ao=—r>2==0,529-10""m (16.21)

P(r,0,0) = R(r) ¥,"(0,¢) (16.22)

Eigenfunktionen des  Schlieflich erhalten wir als normierte Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms
Wasserstoffatoms

2 \? (n—i—1) :
Unam(r,0,¢) = (n—ao) PRICEE (Normierung)
. e/ (nao) (asymptotischer Abfall)
l
. (nz—aro) (Verhalten fiir kleine 7)
. Liljll_l (2_r) (Knoten im Radialanteil)
nagop
-0, 90) (Winkelabhéngigkeit) (16.23)
mit den Quantenzahlen
n = 1,2,... (Hauptquantenzahl) (16.24)
[ = 0,1,...,n—1 (Drehimpulsquantenzahl) (16.25)
m = —=l,—-l+1,...,01—1,1 (magnetische Quantenzahl) (16.26)

Bemerkung 16.2
(i) In Ket- und Bra-Schreibweise notieren wir die Eigenzustinde des Wasserstoff-
atoms mit |n, [, m) mit der Ortsdarstellung (r, 0, ¢|n,l,m) =: ¥ 1.m(r,0,d).

Orbitale (ii) Man nennt die Eigenfunktionen eines Elektrons auch Orbitale. Als Orbital wihlt
man den Aufenthaltsraum, in dem sich das Elektron mit ca. 90%-iger Wahr-
scheinlichkeit aufhélt. Dadurch werden Raume definiert, die etwa der Grofie der
Atome entsprechen. Die Begrenzungsflache eines solchen Orbitals ist die Fléche
gleicher Wahrscheinlichkeit (Isofldiche). Die verschiedenen Orbitale werden durch
die Quantenzahlen klassifiziert!:

e n: ..legt die Schale fest, in dem sich das Elektron authéilt, also das Haupt-
energieniveau. Alle Lésungen mit gleicher Hauptquantenzahl besitzen die
gleiche Energie, sind aber entartet beziiglich [ und m.

e I:..bestimmt die ,Form“ des Orbitals, da es iiber A%1(141) (Eigenspektrum
von L?) den Bahndrehimpuls festlegt. Die Orbitale mit I = 0 heiBen s-
Orbital, die (dreifache Entartung wegen m = —1,0,1) mit [ = 1 heilen
p-Orbitale und die (fiinffache Entartung) Orbitale mit | = 2 bezeichnet
man als d-Orbitale®.

LOft schreibt man fiir ein Orbital einfach n, s oder n, p, etc..., wenn man nur das Grund-
niveau und die Drehimpulsquantenzahl angeben will.

2Dies kann man sich wieder hiermit sehr schén klar machen. Vergleiche auBerdem Abb.
16.2
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16 Wasserstoffatom

E‘\ I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I [
(1 Streuzustaende |
(0] T R S A S S R S R
n= 3s 3p 3d
n=2
2s 2p
n=1(-13,6eV) "
1=0 =1 1=2
s p d
3

Abbildung 16.2: Orbitale des Wasserstoffatoms

e m: ...beschreibt die moglichen Orbitale pro Drehimpulsquantenzahl und
legt tiber L, = hm die einzelnen Komponenten des Drehimpulses fest.
Spiiter werden wir sehen, dass sie auch die rdumliche Ausrichtung in einem
dufleren Magnetfeld bestimmt, das in L.-Richtung anliegt.

(iii) Geht das Elektron von einem héheren zu einem niedrigeren Energieniveau iiber
oder umgekehrt, so emittiert oder absorbiert das Atom Photonen. Die Ubergénge
sind dabei nach ihrem jeweiligen Entdecker benannt:

Ni, § — Ny, S (Lyman-Reihe) (16.27)
ni,p — ng,p (Balmer-Reihe) (16.28)
ni,d — nyg,d (Paschen-Reihe) (16.29)
Rydberg-Formel Um die Wellenléinge des emittierten Lichts zu erhalten, miissen wir die Ener-

giedifferenz E; — Ey = —13,6eV - (1/nf — 1/n7) mit der Energie eines Photons
E, = hv gleichsetzen und erhalten damit die sog. Rydberg-Formel fiir Wasser-
stoff

1 1 1

n;y  ng

mit der Rydberg-Konstante R = Eg/(fic).

(iv) Die radiale Wellenfunktion hat nur fiir die s-Orbitale keinen Knoten bei r = 0.
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Kapitel 17

Drehimpuls und
Drehgruppe

17.1 Wdh.:
Drehungen in der

17.1 Wdh.: Drehungen in der klass. Mechanik s Mechanik

Drehungen in der Wir wollen die wichtigsten, aus der klassischen Mechanik bekannten, Merkmale —17-2 Drehungen in
klassischen von Drehungen auflisten: der Quanten-
Mechanik mechanik
(i) Eine Drehung % in R? erhilt Winkelabstéinde und -Orientierung.
(ii) Als Parametrisierung fiir eine Drehung %4 um die Drehachse n mit Dreh-
winkel o kénnen wir beispielsweise wéihlen
d=an (17.1)
(iii) Drehungen bilden die nicht-abelsche Gruppe SO(3). Die zugrundeliegende
Menge sind alle reellen orthogonalen 3 x 3-Matrizen % mit det(#Z) = 1.
(iv) Fiir infinitesimale Drehungen mit Drehwinkel do gilt
Hr =71+ da n xr+ 0(da?) (17.2)
17.2 Drehungen in der Quantenmechanik
Separate In der Quantenmechanik miissen wir separat betrachten, wie sich eine Drehung

Betrachtung in der  auf einen physikalischen Zustand |¢) € # und auf die Observablen auswirkt.
QM
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Def.:
Rotationsoperator

Linearitat und

Unitaritdt von R

SO(3)-Gruppen-

darstellung

17 Drehimpuls und Drehgruppe

17.2.1 Wirkung auf Zusténde

Sei v’ := Z7r ein gedrehter Ortsvektor im dreidimensionalen Raum. ¢’ sei die
gedrehte Wellenfunktion eines gedrehten Zustands [¢)') € S, sodass gilt

(FI0) = (') = o(r) = 0@ ) = (@0 l) (173)
Wir kénnen hiermit einen Rotationsoperator R auf 7 definieren:

Definition 17.1 (Rotationsoperator).

Ein gedrehter Ket |¢') € J soll aus dem urspriinglichen Zustand |v) durch
[v') = R|yY) hervorgehen, mit einem Rotationsoperator R, der iber seine Orts-
darstellung (r|R|Y) definiert wird:

(P|Rp) = (#~"r]y) (17.4)

Satz 17.1 (Eigenschaften des Rotationsoperators)
Ein Rotationsoperator R ist linear und unitdr.

Beweis:
(i) Sei [¥) = A1lih1) + A2lt2), so ist
(FRlY) = (#7 ) = (27 ) + o (2 rln) (17.5)
= A (r[R[Y1) + Ao (T R¢2) (17.6)
(ii) Fiir zwei verschiedene Elemente |7), |rg) aus der Ortsbasis gilt
(P|Rlro) = (Z Y rlro) = 8(Z 1 r — ro) = 8(Z L (r — Zro)) (17.7)
Da §(Ax) = ﬁé(x) (Transformationssatz) und det Z = 1, ist
(7| Rlmo) = ﬁa(r — Gro) = (r|%ro) (17.8)
Wir haben also fiir allgemeines » € R? : R|r) = |%7) und unmittelbar aus der
Definition: Rf|r) = |%~ 7). Daraus folgt
(r|RRY 7o) = (r|RIZ " 70) = (r|B% ' 70) = (v|10) (17.9)
Dasselbe gilt fiir Rf R und damit: RRT = RTR = 1. O

Bemerkung 17.1

Da R unitér ist, erhélt R das Skalarprodukt, das heiffit, das Skalarprodukt zweier
gedrehter Vektoren ist dasselbe wie das der urspriinglichen. Somit sind Wahrschein-
lichkeitsamplituden unabhéngig von Drehungen.

Satz 17.2 (Drehgruppe)
Der Rotationsoperator R ist eine Darstellung der Drehgruppe SO(3) auf 7.
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17 Drehimpuls und Drehgruppe

Beweis: Wir wollen nur die Abgeschlossenheit beziiglich Komposition zeigen: Seien
R1, R2 Rotationsoperatoren. Dann ist

RoRi|7r) = Ro|%11) = | %% 1) =: |Z%37r) = R3|r) (17.10) O
Satz 17.3 (Explizite Darstellung von R)
Explizite Der Rotationsoperator fiir eine infinitesimale Drehung um do um eine beliebige
Darstellung des Achse n hat die Darstellung
Rotationsoperators _
Rion =1 — %da n- L+ O(da?) (17.11)

Eine endliche Drehung um den Winkel oo um eine beliebige Achse n ldsst sich

darstellen als

Ran — e~ ran-L

(17.12)

Beweis:

(i) Wir betrachten eine infinitesimale Drehung um die z-Achse, d = da n. Fiir die
Riickdrehung eines gedrehten Vektors r gilt:

z%’glr:,%’,dr:'r—da e: xr=(x+ydoy—zda,z)

Somit

P (r)

(rlyf) =

W(Z5 ') = Y(x +y doyy — x da, 2)

w(wy Y, Z) —da (ZB% - yg) d}(mv Y, Z)
U(z,y,2) |:1 — %daLz}

(rl1 — +darL. ) = (rlRalo)

(17.13)
(17.14)
(17.15)
(17.16)

(17.17)

Die Verallgemeinerung fiir Drehungen um beliebige Achsen ist offensichtlich.

(ii) Fiir eine endliche Drehung um die z-Achse gilt:

7
R(aera)ez = Rae., Rdaez = Rae, <1 — ﬁdocLz)

Dann ergibt sich fiir die Differenz

R(aera)ez -

7
Raez = dRaez = _%Raez dea
dR, 4
Tda © phteels

Losung dieser Differentialgleichung ist

Rae, =€

7%&[12

Allgemein gilt obiger Ausdruck.
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17 Drehimpuls und Drehgruppe

Bemerkung 17.2
Die Unitaritét von R in dieser Darstellung folgt aus der Hermitezitét von L:

Ran R, = e momLeronl _q (17.22)

Zur Erinnerung: Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion mit Operatoren im
Argument gilt nur, wenn diese vertauschbar sind. Das bedeutet fiir die Darstellung des
Rotationsoperators:

i i

Ran # e homslegmhonyly o= jonsLs (17.23)

17.2.2 Wirkung auf Observablen

Nun wollen wir wissen, wie eine Observable A in einem gedrehten System aus-
sieht, also wie sie transformiert werden muss, damit sie ihre urspriingliche Wir-
kung auf die gedrehten Operatoren beibehélt.

Satz 17.4 (Wirkung einer Drehung auf Observablen)
Transformation der  Unter der Wirkung eines Rotationsoperators R transformiert eine Observable A
Observablen unter 2U

Drehungen
A’ = RAR? (17.24)
Beweis: Fiir einen Zustand |¢’) = R|¢) soll fiir die transformierte Observable A’
gelten: A’|¢)') = R(A|v)). Damit ergibt sich
A'Rly) = A’y = RA|Y) < RYA'R[y) = Aly)) < A’ = RART O
Definition 17.2 (Skalare Observable).
Def.: Skalare Eine Observable A heifst skalar, wenn fiir alle Drehungen gilt
Observable

A=A (17.25)

(Dies ist dquivalent mit [A, R] = 0, und damit fir [A, L] =0.)

Beispiel 17.1
Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms

H= —h—QA +V(r)= ! (—fﬂg (ﬂ%) + L2) +V(r) (17.26)

2m 2mr? or

vertauscht mit L (besteht ausschlieflich aus Differentialoperatoren beziiglich
Winkeln), ist also ein skalarer Operator.
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17 Drehimpuls und Drehgruppe

Bemerkung 17.3 (Translationsgruppe)
Translationsgruppe Fiir Translationen im dreidimensionalen Raum erhélt man eine zu den Drehungen ana-
loge Konstruktion: Der Translationsoperator fiir eine Verschiebung um a ist gegeben

durch
To = e 7P (17.27)
Beweis: Sei ' = Z,7r 7 + a. Dann soll fiir die Wellenfunktion des Zustands

[") := Tq ) gelten: ¥(r) = +’'(v') und damit

B —a) = (' —alp) = (T ) = (7 [Talw) (17.28)
= [wiztie)]' = [wlerere]’ (17.20)
) _ :
= /d3po (1#\170)(170\6%“"’\1")} (17.30)
- _ ;
= /dSpo (w\p())e%“"’“@olr’)} (17.31)
: i 1 i3 ’ t
= /d3po (wpo)eﬁ“'PUSeﬁpo-r} (17.32)
L (27h) 2
- t
= /d3po (o) (polr’ — a>} (17.33)
= (M —aly) =9 —a) (17.34)
d
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Notwendigkeit eines
. inneren

Drehimpulses*

Orbitalraum

Spinzustandsraum

Kapitel 18
Spin

Erinnern wir uns zuriick an das in Abschnitt 1.5 eingefiihrte Stern-Gerlach-
Experiment. Eine Messung des magnetischen Moments von Silbaratomen in
einer Raumrichtung durch ein inhomogenes Magnetfeld ergab eine Quantisie-
rung der Messergebnisse: Nur zwei diskrete Werte sind aufgetreten. Alle bis auf
ein Elektron (das 5s Elektron) des Silberatoms kompensieren ihre Wirkung auf
das magnetische Moment gegenseitig. Dieses einzelne Elektron bewirkt also die
magnetischen Eigenschaften des ganzen Atoms. Da es aber im s-Orbital sitzt,
ist [ = 0, also kein Bahndrehimpuls vorhanden. Um das vorhandene magneti-
sche Moment erkldren zu kénnen, muss man annehmen, es gébe einen ,,inneren
Drehimpuls®, den sogenannten Spin des Teilchens, der ebenfalls mit dem ma-
gnetischen Moment verkniipft ist.

18.1 Der Spinzustandsraum

Bisher haben wir die Quantisierung von Observalben betrachtet, die klassischen
Groflen entsprechen, d.h. Observablen, die Funktionen von Ort r und Impuls
p sind. Diese Operatoren leben auf dem Zustandsraum 57, der in Ortsdarstel-
lung dem Raum der quadratintegrablen Wellenfunktionen im R? entspricht. Im
Folgenden werden wir diesen Raum mit 7%, bezeichnen und Orbitalraum nen-
nen. Dieser Raum muss verallgemeinert, beziehungweise ergénzt, werden durch
einen sogenannten Spinzustandsraum ¢, auf welchem Spinoperatoren definiert
werden, die keine klassische Interpretation finden.
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Der Spin eines
Teilchens

18 Spin

Postulat

(i)

(iil)

(iv)

Teilchen haben einen zusétzlichen (,inneren*) Zustandsraum .77 fiir ih-
ren Spinfreiheitsgrad. Der Gesamthilbertraum des Teilchens ist dann das
Tensorprodukt des Orbitalraums 7, mit ;:

H = A, Q I (18.1)
Der Spinoperator S := (S, Sy, S,) erfiillt die Drehimpulsalgebra

[S;, S;] = ihejr Sk (18.2)
Daraus folgt (analog zur Beschreibung des Drehimpulses L), dass S?
mit den S;,i € {z,y, 2} vertauscht und {S? S,} ein vollstindiger Satz

kommutierender Observablen bildet. 7, wird deshalb durch die Eigen-
zustidnde |s, m) aufgespannt, die den Eigenwertgleichungen

S?%s,m) = h%s(s+1)|s,m) (18.3)
S.ls,m) = hmls,m) (18.4)

geniigen. Die Quantenzahlen m, s sind dabei nicht der Beschrankung un-
terworfen nur ganzzahlig zu sein:

2,... , m=—-s,—s+1,...,s—1,s (18.5)

Ein Teilchen wird charakterisiert durch die Festlegung seines Spins s. Der
Spinzustandsraum #; des Teilchens hat somit (2s 4 1) Dimensionen:

A, = C* T (18.6)

(Es ist dim % = 25+ 1, da es fiir einen Eigenwert A%s(s + 1) von S? (2s+1) maogliche

Eigenzustinde |s,m) gibt, die den Raum . aufspannen.)

Der Zusammenhang zwischen dem magnetischen Moment g und dem
Spinoperator S ist gegeben durch

uw=~S (18.7)

(Mit dem gyromagnetischen Verhéltnis +, das fiir jede Teilchenart charakteristisch ist.)
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Drehungen in 7

Wichtiges Beispiel:

Darstellung des
Spinoperators im
Spin-1/2-

Zustandsraum

18 Spin

Bemerkung 18.1

Da s = , ® 7, kommutieren alle Orbitaloperatoren mit allen Spinoperatoren.
Das heif3t, es geniigt im Allgemeinen nicht, einen Teilchenzustand nur durch einen Ket
aus %, zu charakterisieren. Um einen vollstédndigen Satz kompatibler Observablen
in 2 zu erhalten, ben6tigt man immer einen vollstédndigen Satz aus %, und einen
vollstéandigen Satz aus J7;.

Beispiel 18.1
Teilchen mit Spin % sind beispielsweise das Elektron, das Proton und das Neu-
tron, Spin-0 Teilchen kénnen 7-Mesonen, Spin-1 Teilchen p*-Mesonen sein.

Satz 18.1 (Verhalten unter Drehungen)
Soll ein Zustand aus 7 mit d = am gedreht werden , so hat der Rotationsopa-
rator die Darstellung

Ry = ef%ame ® ef%anﬁ' (188)

Bemerkung 18.2
Das beudeutet, fiir [¢) := |¢) ® |x) mit |¢) € I, | |x) € H# ist

Ralgp) = e FomE|g) @ e FOm S |y (18.9)

18.2 Spin-1/2 Teilchen

18.2.1 Basis im Spin-1/2-Zustandsraum

Der Raum J7;_, /; ist zweidimensional. Es gibt also eine Eigenbasis {|x+),[x—)},
sodass jeder Zustand |x) aus J_q /5 = C? zerlegt werden kann in

IxX) =a|x+)+blx-) mit a,beC (18.10)
Die Basenelemente sind Eigenzustédnde von S, fiir die Eigenwerte m = —% und
m= 1.
h h
Salx+) = 5hx+) 5 Salx-) = —5Ix-) (18.11)

Satz 18.2 (Pauli-Matrizen)
In Ay = C? kann der Spinoperator S dargestellt werden als

h
S = 50 0= (0p,0y,02) (18.12)
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Die Wahl eines

vollst. Satzes komp.

Observablen in 7

Basis in 7

Spinor

18 Spin

mit den Paulimatrizen

(01 (0 —i (10
2=\ 10/ %= \i o) 0o -1

Beweis: Die Pauli-Matrizen erfiillen die Vertauschungsrelation [o;,0;] = 2i€¢;j,0%.
Somit ist die Drehimpulsalgebra (18.2) mit obigem Ausdruck fiir die Spinoperatoren
erfiillt. Auflerdem ist 01.2 = 1, womit 8% = %hz. Damit ist die Eigenwertgleichung

S2?|x) = h?s(s 4+ 1)|x) fiir alle |x) € C? erfiillt!. d

(18.13)

18.2.2 Spinor

Wir erhalten eine eindeutige Basis im Gesamtzustandsraum ¢ = J7, @ 7 /o,
wenn wir die Eigenfunktionen eines vollstdndigen Satzes kompatibler Obser-
vablen in J# betrachten. Dieser entsteht aus der Vereinigung eines vollstandi-
gen Satzes aus %, (z.B. {#,9,2} oder {H,L? L.} mit H # H(r)) und eines
vollstéindigen Satzes aus J7] )5 (z.B. {§?,5.}). Wir wiihlen hier

{#,9,%,8°%, 5.} (18.14)

als eine solche Menge. Wir kennen die gemeinsamen Basen in beiden Rdumen:

{lz) @ y) ®2) :=|r),r € B} und {|x+), [x-)} (18.15)
Die gemeinsame Eigenbasis des gesamten vollstdndigen Satzes besteht dann aus
den Elementen |r, £), welche Tensorprodukte der Elemente der beiden einzelnen
Basen sind?:

7, £) == |r) ® |xx) (18.16)
Ein beliebiger Zustand |¢)) € . kann zerlegt werden in
) = [ Ir ) 4100 + v, ) 1) & (18.17)

Die Komponenten (7, +|¢) von |¢) beziiglich dieser Basis kénnen in zwei Funk-
tionen zusammengefasst werden, die wiederum in einen zwei-komponentigen
Vektor (in diesem Zusammenhang spricht man von Spinor) geschrieben wer-
den koénnen:

T, +|v)
trotlo) = (§7
' <T, —|¢>
1Man kann auch einen direkten Beweis durch Ausrechnen der Matrizenelemente (x;|S|x;)
mit ¢, j € {+, —} fithren, womit man mithilfe der Leiteroperatoren S+ = S; + ¢S, die Pauli-

Matrizen direkt erhalt.
2Beispielsweise ist S.|r, +) = |7) ® Sz|x+) = %\1‘, +) oder &|r,+) = z|r,+).

(18.18)
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Verhalten unter

Rotationen

Nur zweifache
Umdrehung fiihrt
zum gleichen
Zustand.

Beispiel: s =1

18 Spin

18.2.3 Rotationen in J7 ),

Satz 18.3 (Rotationsoperator in /7 /3)
Der Rotationsoperator im Spin-1/2-Zustandsraum hat die Darstellung

Ran = cos % —i(n- o) sin% (18.19)

Beweis: Der Spinoperator in 71 /o hat die Darstellung

oo
s _ign- _ 1 «
Rin, = € ron'S = gmigne gk—( 25) (’I’la')k
SN a2k > 2k+1
= Z —(—i= (nva Z — (n,a-)QkJrl
=0 (2k)! ( 2) k:O 2k+1 ( 2)
Mit (n- )2 = n? = 1 ergibt sich obiger Ausdruck. O

Bemerkung 18.3
Zu beachten ist dabei, dass eine Drehung um 27 den Rotationsoperator

e RIS = (18.20)

ergibt. Das heifit, ein Zustand &dndert sein Vorzeichen bei ganzer Umdrehung, also erst
nach zweimaliger Umdrehung ist der Zustand wieder derselbe. Da dieses Verhalten
sich nur auf die globale Phase auswirkt, hat es keine physikalische Bedeutung.

18.3 Spin-1 Teilchen

In J%,—, sieht die Darstellung des Spinoperators beziiglich der Eigenbasis wie
folgt aus:

S =hJ (18.21)

01 0 0 —i 0 1 0 0

mit J, = L 1 0 1 J,o=-~-1| ¢ 0 —i J.=]1 0 0 0
x \/_ Y Yy \/_ Y z

*\o1 o0 *No i o 00 -1

Damit ist S? = h?s(s + 1) = 2h? erfiillt.
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18 Spin

18.4 Messungen und Dynamik der Spinfreiheits-
grade

Im Folgenden werden wir Beispiele von endlichdimensionalen Zustandsrdumen
betrachten, wie wir sie in Teil I behandelt haben.

18.4.1 Larmor Prizession

Beispiel: Spin-1/2 Wir betrachten ein ruhendes Spin-1/2 Teilchen in einem Magnetfeld B in z-

Teilchen im Richtung. Nach (18.7) ist der Operator fiir das magnetische Moment p des Teil-

Magnetfeld chens gegeben durch p = 7. Die potentielle Energie eines magnetischen Dipols
im dufleren Magnetfeld ist —p - B. Damit erhalten wir den Hamiltonoperator
des Teilchens:

B B _’yBﬁ 1 0
H=—-yBS, = - ( 0 1 ) (18.22)

Die Energieeigenzustinde sind damit die Spin-1/2-Eigenzustéinde |y ) und |x—)
mit den FEigenwerten Fy = :FWTBFL. Es gibt komplexe Zahlen a,b, womit die
Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands dargestellt werden kann als

. I . I e_iE+t/ha/
) = Bl ey = (L0 ) s
Zeitabhingige Der Erwartungswert von .S, ist zeitabhéngig:
Spinerwartungs- ;
t g —i i h(io 1 aeVBt/2
e Sot) = (OISalx(®) = (ae0 B2 penBU2) 2 ) (0,
A . .
= Sab (e Pt 4 ePY) = hab cos(yBt) (18.24)
Analog ergibt sich fiir S, (¢) und S.:
Sy,(t) = —habsin(yBt) (18.25)
— h
S, = §(a2 —b?) (18.26)
Larmor-Frequenz Die Frequenz vB, mit der S, und §y oszillieren, hei8t Larmor-Frequenz (vgl.

Abb. 18.1).

Bemerkung 18.4
Hier ist zu beachten, dass nur die Erwartungswerte der Spinoperatoren oszillieren,

nicht aber die Messwerte selbst. Zum Beispiel ist S2 = %02 = %.
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Wirkung des
Magnetfelds auf
den Spin-1/2
Atomstrahl

18 Spin

Abbildung 18.1: Larmor-Prizession der Spinerwartungswerte

18.4.2 Stern-Gerlach-Experiment

Wir betrachten nun erneut das in Abschnitt 1.5 eingefiithrte Stern-Gerlach-
Experiment mit einem inhomogenen Magnetfeld in z-Richtung und wollen mit
einem vereinfachten Modell die Zeitentwicklung eines Spin-1/2 Teilchens (Sil-
beratom bzw. das Elektron, das die Dipoleigenschaften verursacht) berechnen.
Dazu betrachten wir den Versuch aus dem Inertialsystem, das sich mit dem
Atomstrahl bewegt. Deshalb miissen wir das Problem mit einem zeitabhingi-
gen Hamiltonoperator beschreiben:

0 firt <0
H(t)=q —7B(2)S. fir0<t<T (18.27)
0 firt > T

Dabei sei T die Zeit, wihrend das Teilchen vom Magnetfeld beeinflusst wird
und B(z) = By + az. Vor dem Eintritt ins Magnetfeld sei das Spin-1/2 Teilchen
im Anfangszustand

IX(t)) = alx4) +blx-) , t<0 (18.28)
Im Magnetfeld wirkt der Hamiltonoperator auf die iibliche Art und Weise:

X(#) = ae™PH P ) F b F ) 0<t<T (18.29)
mit By = $73(z)%. Danach, also fiir ¢ > T, finden wir

X(1) = ae"TPER,) £ bemTEER )
ei'yTaz/Q aei'yTBo/Q |X+> + efi'yTaz/Q befi'yTBg/Q |X—>

up down
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Aufspaltung in zwei
Strahlen

18 Spin

p. = “5— und fiir den anderen (down) einen negativen Impuls p, = — %%

Dieser Zustand besteht nun aus zwei Teilen, die beide einen Impuls in z-Richtung

besitzen. Wirkt der Impulsoperator in Ortsdarstellung p, = %% auf diesen

Zustand, so ergibt sich fiir den mit up bezeichneten Teil ein Impulseigenwert
ayTh ayTh,

ptusle) = —ing (gon )= () (18.30)

Bemerkung 18.5 (Klassische Interpretation)
Auch klassisch erhélt man diese Werte fiir den Impuls. Die Kraft durch das Magnetfeld
auf ein Teilchen mit s = h/2 ist

h h
F=V(u-B)=V [fya(Bg + az)ez} =750e: (18.31)
Diese Kraft wirkt wiahrend der Zeit T, wobei das Feld den Impuls p, iibertragt:

(18.32)

T2: Quantenmechanik 126 LMU Miinchen



Drehimpuls-
operatoren in zwei

versch. Systemen

Mégliche Basis von
T

Kapitel 19

Addition von Drehimpulsen

Gegeben seien zwei Quantensysteme .77 und % mit Drehimpulsoperatoren J;
und Ja, die der Drehimpulsalgebra

[Jii, Jij] = iheirdik

[J2i, Joj] = iheijror

geniigen. In jedem System sei eine vollstdndige Basis aus gemeinsamen Eigen-
vektoren von Jf und J;, bekannt:

Jilj,ma) = B2+ D], ma)
Jizlji,m1) = hmilji,mi)
J3lj2,ma) = Bja(ja +1)|j2. ma)
Jozlj2, ma) = hmalja, ma)
mit m; = —j;,—7Ji + 1,...,j;. Eine mogliche Basis des Gesamthilbertraums

H = J4 ® 74 besteht dann aus den Zustandsvektoren

|71, J2s ma, ma) i= |1, m1) ® |2, m2) (19.1)

Interessiert man sich auflerdem fiir die Eigenzusténde des Hamiltonoperators
H (Quantenzahl n) des Systems, so ist es niitzlich, wenn die Drehimpulsope-
ratoren Jf und J;, mit diesem vertauschen, denn dann sind die gemeinsamen
Eigenzustéinde |n;, j;, m;) leicht aus den |j;,m;) ableitbar. Oft ist man aber mit
Systemen konfrontiert, in denen dieses zumindest teilweise nicht erfiillt ist, wie
zum Beispiel das Wasserstoffatom mit Spin-Bahn-Kopplung (siehe Kap. 24.1).
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J

19 Addition von Drehimpulsen

Seien nun Jp, Js keine Erhaltungsgrofien mehr (d.h. sie kommutieren nicht mit
H), wohl aber JZ, JZ. In solchen Féllen lohnt es sich auf den Gesamtdrehimpuls?

J=J+Jy (:J1®1+]1®J2) (192)

auszuweichen (falls dieser mit H kommutiert). Man kann immer eine gemeinsa-
me Eigenbasis von J?Z, J2, J?, J, finden.

Beispiel 19.1 (Addition von zwei Spinoperatoren aus J7 /; ® J7 /3)
Dieses Beispiel wird in Aufgabe 30 behandelt. Gesucht sind die Eigenzustande
des Gesamtspinoperators S := S; + So bzw. seines Betragsquadrats und der
Projektion in z-Richtung:

S2|S, M) h?S(S +1)|S, M)
S.|S,M) = hM|S,M)

Mithilfe der Paulimatrizen stellt man S? in der Eigenbasis der Operatoren
S1z, S2, dar und diagonalisiert die entsprechende Matrix. Das Ergebnis sind
die Vektoren

1
S=0: 0.0)= (40— -+)
S=1: [1,1) = |4+, +)
I1,0) = (14, =) + |- 4))

V2
|1a _1> = |_7 _>

Satz 19.1 (Eigenzustinde von J)
Die FEigenzustinde des Drehimpulsoperators J mit den Quantenzahlen

J o= i —dal, i —del + 1, 51+ 2 (19.3)
M = —J,...,+J (19.4)

sind gegeben durch
Ji J2
M) = > > i, daima, ma) (r, das ma, mal J, M) (19.5)

mi1=—7j1 Ma2=—j2

mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten (j1, ja; m1, ma|J, M).

1J erfiillt die Drehimpulsalgebra [Jj, Jk] = ihe; ;. Ji, wie man leicht nachpriift. Das heifit,
J ist ein iiblicher Drehimpuls im Sinne von Kap. 18.2. Insbesondere besitzt J? das Eigenwert-
spektrum h2J(J + 1).

T2: Quantenmechanik 128 LMU Miinchen



19 Addition von Drehimpulsen

Die FEigenzustinde erfillen die gewiinschten Figenschaften:

ol M) = B2jia(jrae + 1), M) (19.6)
JA I, MY = KEJ(J+1)|J,M) (19.7)

Der Beweis ist langwierig und umsténdlich, weshalb wir auf ihn verzichten.

Bemerkung 19.1
(i) Es gilt immer: M = mq + mo.

(i1) Konvention: (j1, j2;j1,J2|71 + j2,m1 +m2) =1

T2: Quantenmechanik 129 LMU Miinchen



Teil IV
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Kapitel 20

Unterscheidbare Teilchen
und verschrankte Zustiande

Zunéchst wollen wir uns mit Systemen von mehreren unterscheidbaren® Teilchen
beschéftigen. Dazu bendttigen wir ein Postulat {iber die quantenmechanische
Beschreibung solcher Systeme.

20.1 Postulat 8 — Gesamthilbertraum zweier Teilchen

Achtes Postulat

Der Gesamthilbertraum zweier Teilchen (1 und 2) ist das Tensorprodukt ihrer
Hilbertriume 27 = 74 ® 4.

Bemerkung 20.1
(i) Die Verallgemeinerung auf N Teilchen ist offensichtlich: /# = /A4 @ --- ® AN

Basis im (ii) Die Orthonormalbasis in .77 erhalten wir aus den Tensorprodukten der Orthonor-

Mehrteilchensystem malbasenelemente der Einzelriume. Sei 7 = span{|n)} und % = span{|m)},
dann ist

H = span{|n) ® |m)} (20.1)

Man schreibt auch |[n ® m), |1 : n,2: m) oder |n, m) fir diese Basenelemente.
(iii) Sei |[¢) = |¢) ® |x) mit |¢p) € J4,|x) € . Dann ist

) = (Z c7l|n>> ® (Z dm|m>> = cndm|n @ m) (20.2)

m m,n

Skalarprodukt in 7" (iv) Das Skalarprodukt in J# ergibt sich zu

@y = Y dudpendn (0 @m/ln@m) =" cleadndn  (20.3)
n,m,n’ ,m’ T;/_/ m,n

nn/“mm

1Was ununterscheidbare Teilchen sind, wird im néchsten Kapitel klar werden.
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20 Unterscheidbare Teilchen und verschrinkte Zustéinde

Beispiel 20.1
Der Spinzustandsraum fiir zwei Spin-1/2 Teilchen (vgl. mit Aufgabe 39) ist

H = I ® Ay = C* (20.4)

Die Basenelemente in den beiden Einzelriumen seien die Eigenzustéinde |+),
|—) des Spinoperators S,. Die Basis in . besteht damit aus den Elementen

4+, =), = =), =+ (20.5)

Wir schreiben Sy,, wenn wir den Operator S, meinen, der im Raum 7] lebt.

Damit ist z.B. Si.|+, —) = Si.[+) ® Lo|—) = 2|+, ).

20.2 Verschrinkte Zustinde

Definition 20.1 (Verschrinkte Zustinde).
Zustinde |)) € I = 4 @ Hp, die nicht in der Form

[v) = 9) @ [x) (20.6)

mit |p) € A, |x) € H5 geschrieben werden konnen, nennt man verschrinkt.

Beispiel 20.2
Der Zustandsvektor

1
V2

mit der Basis aus Beispiel 20.1 ldsst sich nicht als Tensorprodukt aus zwei
Zustidnden aus 74 und % schreiben.

|¥) (=)= 1=+) (20.7)

20.2.1 EPR-Argument

Ein verschriinkter Zustand kann also nicht als einfache Kombination zweier Ein-
zelzusténde interpretiert werden. In der klassischen Physik kann ein Teilchensys-
tem immer auf lokale Wechselwirkungen zuriickgefithrt werden. Das heifit, man
kann das System in mehrere Einzelsysteme zerlegen, die sich gegenseitig be-
einflussen. Deshalb findet das Konzept verschrankter Zustéinde kein klassisches
Analogon. Diese Tatsache fithrte A. Einstein, B. Podolsky und N. Rosen 1935
dazu, die Vollstandigkeit der Quantenmechanik in Frage zu stellen. Sie formulier-
ten einen Artikel in der Fachzeitschrift Physical Review, vol. 47, p. 777 mit dem
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20 Unterscheidbare Teilchen und verschrinkte Zustéinde

Magnetfeld Spin down

Z

1.,

X

Abbildung 20.1: Messung des verschriinkten Zustands mit Stern-Gerlach-Apparaturen.

Titel Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered

Complete??.
Gedanken- Wir wollen die darin beschriebene Problematik mithilfe eines Gedankenexperi-
experiment ments verdeutlichen: Wir betrachten den Zerfall eines Spin-0 Teilchens® in zwei

unterscheidbare Spin-1/2 Teilchen e, e~. Damit der Gesamtspin S?|¢) = 0

erhalten bleibt, muss sich das System nach dem Zerfall in dem verschriankten

Zustand

_ L
V2

befinden*. Nun werden die Spin-1/2 Teilchen in zwei Stern-Gerlach-Apparaturen
gemessen, die beliebig weit voneinander entfernt sein kénnen® (vgl. Abb. 20.1).

%) (=) =1=+) (20.8)

(i) Als erstes messen Alice und Bob beide in z-Richtung:
B 1

42
Also liefert eine gleichzeitige Messung von S, der beiden Spin-1/2 Teilchen

einen negativen Eigenwert, weshalb die Ablenkungen jeweils in verschie-
dene z-Richtungen erfolgen miissen.

(51:® 52 )l) = ¢ (~1H, ) -4 = =) (209)

(ii) Nun messen Alice und Bob beide in 2-Richtung. Dabei gilt

h h h
Sul4) = 5oul4) = 51} Sal-) =5 14)

2Hier klicken um zum Artikel zu gelangen.

3Das m-Meson 7¥ hat zum Beispiel den Spin 0.

4Um dies nachzupriifen, schreibe man S2 = (S + S3)2, was soviel bedeutet wie
(S1®12+ 11 ® S2)2.

5Die ausfithrenden Experimentatoren heifien Alice und Bob. Eine Begriindung dieser Be-
nennung findet man hier.
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20 Unterscheidbare Teilchen und verschrinkte Zustéinde

Somit ist
R 1
42

Also erfolgt die Ablenkung ebenfalls in verschiedene z-Richtungen.

(S12 ® Sa)l) = == (=) = [+, -)) = = 1) (20.10)

Einstein, Podolsky und Rosen schlussfolgerten aus einer #hnlichen Uberlegung:

Teilchen 1 und Teilchen 2 kénnen beliebig weit voneinander entfernt sein.
Damit kann die Messung von Si, oder Si. Teilchen 2 nicht beeinflussen.
Deshalb sollte die Information iiber S2, und S2. in einer lokalen Umge-
bung von 2 ,gespeichert® sein. Die Quantenmechanik erlaubt aber keine
Zustidnde mit simultan perfekter Kenntnis von Sa; und S2.. Deshalb muss
die Quantenmechanik , unvollstdndig® sein.

Gegenantwort:

Die Quantenmechanik erlaubt eine korrekte Vorhersage aller Messungen.
Sie muss also vollsténdig sein!

Die korrekte Frage lautet in etwa:

Kann es im Sinne von Einstein, Podolsky und Rosen eine vollstdndige —
d.h. lokale klassische Theorie mit verborgenem Freiheitsgrad® — geben?

Die experimentelle Antwort (Bellsche Ungleichungen) auf diese Frage ist:

NEIN.

20.3 Vielteilchen-Wellenfunktion

Ein Zustand |¢) € 5 = 7 ® 4 kann wegen der Vollstédndigkeit der Ortho-
normalbasis {|r1) ® |ra)} zerlegt” werden in

) = / drydrs(jr) @ [ro)(r1] ® (ral)l) = / drydrs|ry, ra)i(ri, )

[)(r1,72)]? gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte an, Teilchen 1 am Ort 71 und
Teilchen 2 gleichzeitig am Ort 79 zu finden. Fiir n Teilchen mit Spin erhélt man

(r1,81;72, 825« s Tny Su|0) = (r1, e, ..o )X (81, 82, -+, Sn) (20.11)

mit der Ortswellenfunktion 1) und der Spinwellenfunktion x.

SMan denke dabei z.B. an die Brownsche Bewegung, die ein von Molekiilen umgebenes
makroskopisches Objekt (z.B. in einer Flussigkeit) zu einer scheinbaren Eigenbewegung an-
regt. Dabei kann man entweder die Bahn des Molekiils mithilfe der Chaostheorie untersuchen
oder die einzelnen Stofle der Molekiile betrachten, die die Bahn des Objekts verursachen. Die
chaotische Bewegung wird hier also auf lokale Wechselwirkungen mit zuséatzlichen Freiheits-
graden zuriickgefiihrt.

7|r1), |r2) sind die Eigenvektoren der Ortsoperatoren in den jeweiligen Réumen.
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Messung eines
Systems aus zwei

identischen Teilchen

Kapitel 21

Ununterscheidbare Teilchen

Nun wollen wir uns mit Systemen ununterscheidbarer Teilchen beschéftigen.
Dabei werden wir feststellen, dass wir Postulat 8 erweitern miissen um sinnvolle
Ergebnisse zu erhalten.

Beispiel 21.1 (Elektronen)

Elektronen sind ein Beispiel fiir ununterscheidbare Teilchen. Alle physikali-
schen Eigenschaften von Elektronen sind identisch, wodurch es keine Mo6glich-
keit gibt, diese zu unterscheiden.

21.1 Gedankenexperiment

Wir betrachten zwei identische Spin-1/2 Teilchen, deren Spinzustéinde zu |+)
und |—) pripariert wurden. Das heifit, eine Messung von S, liefert fiir ein Teil-

chen —i—% und fiir das andere Teilchen —%.

Das eine Teilchen wird mit 1, das zweite Teilchen mit 2 bezeichnet. Dann ent-
sprechen die Kets

[1:4,2:=) und [1:—,2:4) (21.1)

den moglichen Zustdnden des Systems, da wir die Teilchen nicht unterscheiden
konnen. Allgemein liefern alle Zustédnde der Form

[¥) = al+, =)+ Bl—,+) . mit o] + 5> =1 (21.2)
das selbe Eigenwertspektrum. Wir interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass wir fiir den Spin in z-Richtung fiir beide Teilchen —l—% erhalten.
Dafiir benétigen wir den Eigenzustand zum Messergebnis.
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21 Ununterscheidbare Teilchen

Der Eigenzustand von S, = Zo, zum Eigenwert +2 ist %(H—) +|-)). Daraus

erhalten wir

1 1
7 = S5l -) e 24+ 2 )
= %(|+,+>+|+,—>+|—,+>+|—7—>) (21.3)

als Eigenzustand zum Messergebnis. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist nach
der Bornschen Regel gegeben durch

2

Pl = |3(a+9)

(21.4)

Dieses Ergebnis ist zunéchst irrefithrend, da wir identische Teilchen betrachten,
und das Ergebnis deshalb nicht von der Wahl von a und 3 abhéngen sollte. Um
diesen Widerspruch zu beseitigen, bedarf es einer Erweiterung von Postulat 8.

21.2 Erweiterung von Postulat 8

Fiir ununterscheidbare Teilchen sind nur bestimmte Kets in Z erlaubt. Diese
Kets sind entweder symmetrisch unter Vertauschung der ununterscheidbaren
Teilchen (Bosonen) oder antisymmetrisch (Fermionen).

Eine intuitive Erkldrung des Postulats konnen wir nicht geben. Die Natur scheint
sich einfachste Moglichkeit auszusuchen, die zur Verfiigung steht. Zu diesem
Postulat gehort das folgende fundamentale Theorem. Leider ist der Beweis un-
anschaulich und férdert keine wirklich neuen Erkenntnisse, weshalb wir ihn weg-
lassen.

Satz 21.1 (Spin-Statistik-Theorem)
Teilchen mit ganzzahligem Spin (z.B. Photonen) sind Bosonen und Teilchen mit
gebrochenzahligem Spin (z.B. Elektronen) sind Fermionen.

Bemerkung 21.1
(i) Mit Satz 21.1 und der Erweiterung von Postulat 8 sehen wir, dass der Gesamt-
zustand der beiden Spin-1/2 Teilchen im Gedankenexperiment

- L
V2

sein muss. Es ist also - = a = % und damit p = 0.

|4h) (=) =1=+) (21.5)
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21 Ununterscheidbare Teilchen

Allgemeine Form (ii) Allgemein gilt fiir zwei ununterscheidbare Teilchen mit den Quantenzahlen g, ¢’
der Zustinde (z.B. Spinquantenzahlen der Projektion in z-Richtung —|—%, —%):

e fiir Bosonen: |¢)) = %(H :q,2:¢)+1:d,2:q);

e fiir Fermionen: |1)) = %(H 1q,2:¢Y—1:4,2:q)).

Pauli- Ausschlussprinzip
Pauli-Prinzip Zwei identische Fermionen konnen nicht im gleichen Zustand sein (q@ = ¢'),
denn sonst wdre |¢) = 0, was nicht erlaubt ist.

Beispiel 21.2 (Zwei Teilchen im harmonischen Oszillator)
Seien nun zwei Teilchen (Orte 271 und z2) gemeinsam in einem harmonischen

Hamiltonoperator Oszillator mit dem Hamiltonoperator

zweier Teilchen im ) ) ) )

harmonischen h* 0 m o o h* 0 m o 2
H=H1)+H@2) =-————+—w??— — 4+ 21.6

Oszillator ( ) ( ) 2m 6,@% 2 “h 2m 6,@% 2 W ( )

Wir wollen nun drei verschiedene Moglichkeiten untersuchen: zwei beliebige
unterscheidbare Teilchen, zwei identische Bosonen, zwei identische Fermionen.

Um die Ergebnisse biindig zusammenfassen zu kénnen, benutzen wir die Schreib-
weise |n,n’) (fiir spinlose Teilchen) und |n,n'; S) (fiir Teilchen mit Spin) mit
den Energiequantenzahlen n und n’ der Teilchen. S steht fiir den Gesamtspin
des Systems aus den beiden Teilchen.

(i) Unterscheidbare Teilchen:

1. unterscheidbar Die Wellenfunktion ist gegeben durch
(w1, 220", 1) = Yo (21, T2) = G (21) P (22), (21.7)
mit Energiespektrum FE,/,, = hw(n' +n + 1) (21.8)

wobei ¢, (x) die Eigenfunkion eines Teilchens im Oszillator mit Eigen-
energie F,, = hw (n + %) mit n =1,2,3,... darstellt.

Beweis: Es ist
hw (nl + %) Ynin + hw (T’L+ %) Ynin = EninPnin

(ii) Identische Bosonen mit Spin-0:
2. identisch (s = 0) Es sind nur symmetrische Wellenfunktionen zuléssig:

Dn(1,2) = = (B (20)0n(22) + 00 (1) (02) (21.9)
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21 Ununterscheidbare Teilchen

(iil) Identische Fermionen mit Spin-1/2:
3. identisch Die Wellenfunktion zweier Teilchen mit Spinfreiheitsgrad ist gegeben
(s=1/2) durch
(r1,81;72, $2|W) = W(r1, $1; 12, 82) = ¥(r1,72) X(81,82) (21.10)

Fiir Fermionen muss diese antisymmetrisch unter Vertauschung der iden-
tischen Teilchen sein:

W(r1,s1;72,82) = —¥(r2, 82371, 51) (21.11)

Das heif3it, ¥ muss der Form sein

U(ri,81572,82) = %(1/1(7"1,7“2) x(s1,52) — ¥(ra,m1) x(s2,51))
= %[(w(hwz)-ﬁ-d)(rzwl)) (x(s1,52) — x(s2, 1))

+(@(r1,m2) = P(r2, 1)) (x(s1,82) + x(52,51))]

Somit gibt es zwei Moglichkeiten fiir x und ¢, um (21.10) und (21.11)
zu erfiillen: Entweder ist die Spinwellenfunktion y symmetrisch und die
Ortswellenfunktion ¢ antisymmetrisch (I), oder umgekehrt (IT). Fiir den
harmonischen Oszillator erhalten wir somit:

e Moglichkeit I: (x antisymmetrisch, ¢ symmetrisch, vgl. Aufgabe 39)

1
1/)n’n("”l; T2) = E[Qﬁn/ (T1)¢n(T2) + (bn(rl)d)n’ (T2)] (2112)
X(s1, 52) = %[xw 2) = X(= )] (21.13)

Der Gesamtspin ist hier immer S = 0.

e Moglichkeit IT: (x symmetrisch, ¢ antisymmetrisch)
1
V2
1

X(51732): X(+7+)7 %[X("h_)'i_)((_v"")]v X(_v_) (21'15)

Y(r1,m2) = —=[dn (1) Pn(r2) — bn(r1)dn (12)] (21.14)

Hier ist der Gesamtspin also immer S = 1. Hier ist zu beachten,
dass fiir n’ = n die Wellenfunktion verschwindet (wie schon das
Pauli-Prinzip vorhersagt).

T2: Quantenmechanik 138 LMU Miinchen



Magliche
Eigenzustdnde
zweier Teilchen im
harmonischen

Oszillator

21 Ununterscheidbare Teilchen

Zusammenfassung: Mogliche Zustidnde im harmonischen Oszillator

Energieniveau Unterscheidbar  Identisch, Spin-0  Identisch, Spin-1/2

Grundzustand 10,0) (#1) |0,0) (#1) [0,0,S=0) (#1)
1. angeregter  |1,0),/0,1) |1,0) =10,1) [1,0,5=0) (# 1)
Zustand (# 2) (#1) [1,0,5 =1) (# 3)
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Vernachlassigung
der Elektronenab-
stoBung

Energiespektrum

des Heliumatoms

Grundzustand

1. angeregter
Zustand

Kapitel 22

Mehrelektronenatome

22.1 Heliumatom

Das Heliumatom besitzt zwei Elektronen in der Schale. Damit hat der Hamil-
tonoperator die Form

h? 2 1 22 R, 1 2e? 1 e?

H:

22.1
2m ! 47T€0 1 2m 2 47T€0 T2 471'60 |’l"1 —7‘2| ( )

Der letzte Term beriicksichtigt die gegenseitige AbstofSung der Elektronen. In
dieser Form des Hamiltonoperators ist die Schrodinger-Gleichung nicht geschlos-
sen 1osbar. Aus diesem Grund wéhlen wir hier eine starke N#dherung und ver-
nachléissigen die Elektronenabstoffung.

Wir erinnern uns zuriick an die Eigenzustdnde des Wasserstoffatoms, die wir
mit |n,l,m) — bzw. in Ortsdarstellung mit ¢, () — bezeichnen mit dem Ener-
giespektrum E,, = —5—123. Nach (16.15) ergibt sich fiir das Energiespektrum der
Elektronen des Heliumatoms (Kernladungszahl Z = 2)

Wir wollen die ersten Zusténde betrachten:
(i) Die Grundzustandswellenfunktion im Ortsraum muss symmetrisch sein
(unsymmetrische wiirden verschwinden) und damit die Spinwellenfunktion

unsymmetrisch:

Y(r1,m2) = d100(r1)P100(12) , S =0 (22.3)

(ii) Im ersten angeregten Zustand des Heliumatoms muss eines der beiden
Elektronen im Grundzustand bleiben und eines in den ersten angeregten
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22 Mehrelektronenatome

E
(1s)(2p)
1
1
1
!
,/
1’
/ (1s)(2p)
! ﬁ_
/ /
/l ’
I /
1s)(2: 4
(15)(2s) (1)(25)
——
(1s)? |
Parahelium s=0 Orthohelium s=1

Abbildung 22.1: Energieniveaus beim Heliumatom

Zustand iibergehen. Das heifit, es gibt fiir ein Elektron nur |1, 0, 0) und fiir
das Andere die Moglichkeiten |2,0,0), |2,1,0), |2,1,—1) und |2,1,1). Fiir
das (1s)(2s) Orbital gibt es dann fiir die moglichen Werte des Gesamtspins
S =0und S =1 wieder je eine mogliche Ortswellenfunktion:

P(ri,re) = %[@00(7"1)%00(7“2) + ¢100(71)¢200(r2)] , S =0 (22.4)

P(ry,re) = %[¢2oo(7‘1)¢100(7‘2) — ¢100(11)d200(12)] , S =1 (22.5)

Der Zustand mit Gesamtspin S = 0 wird Parahelium, der mit S = 1
Orthohelium genannt.

In der hier betrachteten Néherung sind die 1. angeregten Zusténde (die Orbi-
tale (1s)(2s) mit S =0, (1s)(2s) mit S = 1 und (1s)(2p)) alle auf dem gleichen
Energieniveau. Tatsdchlich verursacht die gegenseitige Abstolung der Elektro-
nen aber ein anderes Verhalten (siehe Abb. 22.1). So hat das Orbital (1s)(2p)
eine groflere Bindungsenergie als (1s)(2s), da der vorhandene Drehimpuls des
einen Elektrons fiir grofiere Abstdnde vom Kern sorgt und dabei durch die Ab-
schirmung des (1s)-Elektrons weniger Kernanziehung erfihrt. Auflerdem hat
das Orbital (1s)(2s) mit S = 1 ein geringeres Energieniveau als (1s)(2s) mit
S =0, denn das Letztere besitzt eine symmetrische Ortswellenfunktion, womit
es moglich ist, dass die beiden Elektronen am selben Ort sind. Die AbstoBung
e?/lry — ro| trigt dann groBere Beitriige zur Gesamtenergie bei, als fiir die
Zustéinde mit S = 1, denn diese diirfen nach dem Pauli-Prinzip niemals am
selben Ort sein.
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22.2 Grundzustiande von Mehrelektronenatomen

Um die Eigenzustidnde und Eigenenergien von Mehrelektronenatomen mit Kern-
ladungszahl Z zu finden, muss die Schrodingergleichung fiir den Hamiltonope-
rator

P2 7. 7e? Z e2
H = L — 22.6
Z2m Zn +Z i — 7yl (226)
i=1 i=1 i,j=1,1<j

gelost werden. Der letzte Term, der die Wechselwirkung der Elektronen unter-
einander beriicksichtigt, fithrt im Allgemeinen zu Problemen, die nicht mehr
analytisch geschlossen losbar sind.

Man kann diesen Term in grober Ndherung vernachléssigen — wie wir es beim
Heliumatom getan haben — oder auch die sogenannte Zentralfeldndiherung an-
wenden. Dabei fithrt man in einem zentralsymmetrischen Potential zusétzliche
Terme ein, welche die Abschirmung des Kerns teilweise beriicksichtigen, die
durch unterschiedliche Absténde der Elektronen zum Kern zustande kommt.

H= é (fi +Vc(7°i))

(22.7)

Wie man im Allgemeinen solche Probleme behandelt, werden wir im néchsten
Kapitel kennenlernen. Zunéchst wollen wir — ganz ohne analytische Methoden
— nur durch die Anwendung des Pauli-Ausschlussprinzips die moglichen Konfi-
gurationen der Grundzustinde von Mehrelektronenatomen konstruieren:

Z  Element Konfiguration des Grundzustands
1 H (1s)

He (1s)?
3 Li (18)2(2s)
4 Be (1s)2(2s)?
5 B (15)%(25)2(2p)
6 C (1s)%(2s)%(2p)?
7 N (1s)2(2s)%(2p)?
8 O (1s)%(28)%(2p)*
9 F (1s)%(2s)%(2p)°
10 Ne (18)2(2s)?(2p)°
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Der Zustand eines Elektrons ist durch die vier Quantenzahlen n, [, m;, m, fest-
gelegt!. Bei der Belegung der Schalenkonfigurationen miissen wir unter Beriick-
sichtigung des Pauli-Prinzips nur darauf achten, dass sich nie zwei Elektronen
im selben Zustand |n,l, m;, ms) befinden.

Da in der Notation fiir die Orbitale nur die Werte von n und [ erfasst sind, gibt
es fiir einen Eigenwert E,,; eine [2(2] + 1)]-fache Entartung?.

Lm, ist die magnetische Quantenzahl im Orbitalraum, bestimmt also die Eigenwerte des
Drehimpulsoperators L., wohingegen ms die magnetische Quantenzahl im Spinzustandsraum
darstellt, also die Eigenwerte von S, festlegt.

2Zur Erinnerung: m; = —I, -l +1,...,l — 1,1 und mgs = +1/2.
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Stérungstheorie:
Strategie zur
Lésung
komplizierter

Probleme

1. Aufstellen des
Hamiltonoperators

mit Stérterm

Kapitel 23

Zeitunabhingige
(stationire) Storungstheorie

Im Folgenden werden wir uns mit Modellen befassen, die nicht analytisch ge-
schlossen 16sbar sind (z.B. das Heliumatom). Dafiir werden wir Strategien ken-
nenlernen, die fiir die heutige theoretische Physik von grofitem praktischem
Nutzen sind.

Beispiel 23.1 (Geladenes Teilchen in Potentialtopf)

Wollen wir das Verhalten eines geladenen Teilchens in einem unendlich tie-
fen Potentialtopf mit vorhandenem elektrischen Feld beschreiben, so tritt im
Hamiltonoperator der zusétzliche Term W = —gEz auf. Die Schrodingerglei-
chung ist dann unméglich analytisch losbar.

23.1 Allgemeine Strategie

Wie schreiben fiir den Hamiltonoperator des Systems

Hy = H® + AW (23.1)

> Dabei beschreibt H(®) den Hamiltonoperator fiir das geschlossen 16sbare Pro-
blem (in Beispiel 23.1: der Potentialkasten ohne elektrisches Feld). Die Eigen-
vektoren |1/),(lo)>, die Losungen von H (0)|1/)7(10)> S |1/)7(10)> sind, seien orthogonal
gewéhlt.

> W sei ein kleiner Stérterm (in Beispiel 23.1: W = —¢Ez), der mit A € [0, 1]

parametrisiert wird. Welche genauen Anforderungen sich hinter klein verbergen,
soll uns zunéchst nicht interessieren.
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23 Zeitunabhingige (stationéire) Stérungstheorie

2nd

J A

Abbﬂdung 23.1: Spektrum von Hy.

Der wesentliche Schritt ist die Entwicklung des Energiespektrums F,,(\) und
der Eigenzusténde [¢),, x) um A = 0 und das Einsetzen von A = 1. Der Grad m
dieser Entwicklung betitelt die jeweilige Storungstheorie: Storungstheorie m-ter
Ordnung.

Schliellich kénnen wir die Entwicklungen in die zu lésende Eigenwertgleichung

H>\|¢n,>\> = En(A)|¢n,A> (23'2)

einsetzen und per Koeflizientenvergleich das gesuchte Spektrum und die Eigen-
zustdnde bestimmen.

Bemerkung 23.1

In Abb. 23.1 ist die Idee hinter den Uberlegungen skizziert. Wir suchen das Spektrum
von Hy fiir A = 1, das wir mit E, bezeichnen wollen (analog |¢n) := |10, x=1)). Dieses
erhalten wir in guter N#herung aus einer Entwicklung von E,(\), solange E,(A) im
Bereich 0 < A < 1 nicht iiberméflig stark variiert, was von der Grofle des Storterms W
abhingt. Wie man ein Energieniveau, wie das mit 2nd bezeichnete behandelt, werden
wir kennenlernen, wenn wir uns mit entarteter Storungstheorie beschéftigen.

Schreiten wir nun zur Tat und fithren die ersten Schritte durch:

Entwicklung um A =0

E.(\) = EY4+AEY +XNEP + ...
) = [0 + AD) + N [D) + ..

Einsetzen in (23.2)

(HO + W) ([0) + Al) +..) = (B + 2B + . ) (197) + M) +..)
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Sortieren wir die Terme nach Ordnungen von A, so ergibt sich folgende Glei-
chung;:

HOWD) + A (W) + B pd))
+ N (W) + HOWp?)) +
=EOW") + A(BOWD) + BV )

+ 2 (BOW) + Pl + EQ ) + ... (23.3)

Ausgehend von dieser Gleichung kénnen wir nun verschiedene Storungstheorien
entwickeln, in Abhéngigkeit von der beriicksichtigten Ordnung von A.

23.2 Storungstheorie 1. Ordnung (nicht-entartet)

23.2.1 Energiespektrum

Koeffizienten- Damit Gl. (23.3) bis zur ersten Ordnung in A erfiillt wird, miissen wir die ent-
vergleich bis zur sprechenden Koeflizienten vergleichen:
ersten Ordnung
o) HOW) = B w) (23.4)
OW:  HOWY) + W) = B Ju0) + BD o) (23.5)

Gl. (23.4) ist laut Voraussetzung erfiillt. Um Gl. (23.5) nach Y aufzuldsen,
wenden wir von links den Bra <1/),(lo)| auf beide Seiten der Gleichung an:

1
WNHO WD) + @Oy = EQ (0 [pi) + B (90 50)
N—— N————

=B (w1 =1

Damit ergibt sich als Ergebnis

Energiespektrum in

Stérungstheorie 1. Stérungstheorie 1. Ordnung: Energiespektrum
Ordnung In der Stérungstheorie erster Ordnung fir einen nicht-entarteten Zustand ist
die Eigenenergie des Zustands um den Erwartungswert des Stérterms verscho-
ben.
En = B + () [We) (23.6)
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23.2.2 Eigenzustand

Den Eigenzustand |iy,) kénnen wir ebenfalls mit Gl. (23.5) bestimmen, die
umgeschrieben werden kann zu

(HO = EQ) [p0) £ - (W = EL) [p?) (23.7)

|w,(,1)> liisst sich in den Eigenzustinden von H(®) entwickeln:

[W5) = D ol

m#n

Die Summation iiber m # n geniigt, da (H(O) - Er(LO)) 1) = 0 ist. Setzen wir
diesen Ausdruck nun in Gl. (23.7) ein:

S (B — BO) canlof?) £ — (W - BD) )

m#n
Anwendung von <1/)l(0)| mit [ # n von links auf beide Seiten ergibt
(B — B9 ot £ @O WIH0) + ED ©1010).
=0

Damit kennen wir die Koeffizienten c¢,,; und kénnen das Ergebnis zusammenfas-
sen:

Storungstheorie 1. Ordnung: Eigenzustand
In der Storungstheorie erster Ordnung ist der Eigenzustand von H = H© +W
gegeben durch

(Wi W
¢n) =[5 + > 12(0)| |¢0)>Iw ) (23.8)

m#n

Bemerkung 23.2
(i) |1n) aus Gl (23.8) ist noch nicht normiert.

(ii) Da EY—EY in GL (23.8) nicht verschwinden darf, diirfen die Energien fiir zwei
verschiedene Zusténde nicht iibereinstimmen, d.h. es darf keine Energieentartung
auftreten. Deshalb gelten die erhaltenen Ergebnisse nur fiir Systeme mit nicht-
entarteten Zustdnden.
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Beispiel 23.2 (Geladenes Teilchen im Potentialtopf)

Nun wollen wir Beispiel 23.1 fortfithren, indem wir die durch den Stérterm
W = —qEz verdinderte Grundzustandsenergie mit Stérungstheorie erster Ord-
nung berechnen. Die Grundzustandswellenfunktion des unendlich tiefen Po-
tentialtopfes ohne elektrisches Feld ist im Bereich 0 < x < a gegeben durch

¥ (z) = ﬁ sin ()

Der Erwartungswert des Storterms ist dann gegeben durch

2 E
@O W (V) = __/d:z: (qBa)sin? (r2) =... = -2
a a 2
Damit ist die verschobene Grundzustandsenergie
w2h?  qFa 9
FEo— = o " 5 + O(E?) (23.9)

23.3 Storungstheorie 2. Ordnung (nicht-entartet)

Oft ist man mit Systemen konfrontiert, fiir die (W) »© verschwindet, womit
die Anwendung der Stérungstheorie erster Ordnung keine Auswirkungen mehr
hat. In solchen Systemen ist deshalb die Storungstheorie zweiter Ordnung von
besonderer Bedeutung.

23.3.1 Energiespektrum

Vergleichen wir nun die Koeffizienten von A\? in GI. (23.3):
o) WD)+ HOWE) = BV D) + EP6D) + EP )

Wiederum wenden wir <1/17(10)| von links auf beide Seiten an:

WO WD) = B @ p) +E2 0O16()
n n n n n n n n
=0 =1

Dabei haben wir verwendet, dass |w,(,1)> laut Gl. (23.8) als Linearkombination

der |z/17(,9)> mit m # n geschrieben werden kann. Somit ergibt sich

(0) (0)
@) _ 1.(0) (1), (238) 3 (b [W[Yn”) (0 0)

m#n
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Storungstheorie 2. Ordnung: Energiespektrum
In der Stérungstheorie zweiter Ordnung ist das Energiespektrum gegeben durch

2
0) (0) (0) ’ W[ W )
B = EQ + @OWID0) + 30— -

m#n

(23.10)

Bemerkung 23.3 (Absenkung der Grundzustandsenergie)
Der zusétzliche Beitrag in der Storungstheorie zweiter Ordnung kann die Energie des

Grundzustands nur absenken, denn der Term E,(IO) — E,(,g) ist fiir n = 1 immer negativ.

23.4 Entartete Storungstheorie (1. Ordnung)

Nun wollen wir den Fall eines entarteten Spektrums Er(LO) betrachten, auf den die
bisher entwickelte Stérungstheorie nicht angewendet werden kann. Dies haben
wir bereits in Gl. (23.8) festgestellt, da fiir E,(ZO) = E,(,g) der Nenner verschwinden
wiirde.

Die Strategie, das bekannte Eigenspektrum EY und die Eigenvektoren |1/}7(LO)> in
einem zusétzlichen Parameter A\ zu entwickeln, st63t bei entarteten Spektren auf
ein Grundproblem: Aufgrund des zusétzlichen Storterms im Hamiltonoperator
fiir A # 0 kann ein urspriinglich entarteter Eigenwert bei der Entwicklung in A
in mehrere nicht-entartete Eigenwerte iibergehen. Dadurch géibe es bei A = 1
eindeutige orthogonale Eigenvektoren zu den nicht-entarteten Eigenwerten, die
fiir A — 0 gegen die urspriinglichen Eigenvektoren im Unterraum des entarte-
ten Eigenwerts konvergieren. Fiir A = 0 ist die Wahl der Eigenbasis in diesem
Unterraum aber vollig beliebig, wodurch in der Regel keine konvergente Po-
tenzreihenentwicklung in A moglich ist, wenn von den , falschen* Eigenvektoren
ausgegangen wird.

23.4.1 Zweifache Entartung

Sei zuniichst eine zweifache Entartung der Energie E(®) gegeben:

HOW®) = BO ()
H(O)|1/’150)> _ E(0)|1/)£0)>
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Dabei konnen die Eigenvektoren orthogonal gewéhlt werden: <¢§°>|¢§0)> = 0.
Es werden also nur bestimmte Linearkombinationen

@) = ap®) + Blp”) (23.11)

eine konvergente Reihenentwicklung zulassen. In erster Ordnung Stérungstheo-
rie muss Gl. (23.5)

H(O)W(l)) + W|z/1(0)> - E(O)|z/1(1)> + E(1)|z/1(0)>

erfiillt werden. Wenden wir zuerst (z/J,(IO)|, dann <w£0)| von links darauf an und
setzen beide Male die Linearkombination (23.11) ein:

WOW @y = EO () p®)

o W) + O W) = EVa (23.12)
o W) + Bl W) = EVp (23.13)

Diese beiden Gleichungen bilden in Matrizenschreibweise ein Eigenwertproblem
mit einer hermiteschen Matrix:

W W) @l W) (a> m(a)
<<¢§0)|Wlwé°)> wOwi® J\8) =" s (23.14)

Fiir ein solches Problem kennen wir die Losungsstrategie.

23.4.2 N-fache Entartung

Entartete Stérungstheorie 1. Ordnung: Energiespektrum
In der entarteten Storungstheorie 1. Ordnung ist die Verschiebung der Ener-
gieeigenwerte in O(X) durch die Diagonalisierung der Stérmatriz

(W [p) (23.15)

im entarteten Unterraum gegeben. Die |1/)§0)> sind dabei die Energieeigen-

zustinde in O(X?).
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Die Feinstruktur des
Wasserstoffatoms

24.1 Spin-Bahn-Kopplung

Unter der Spin-Bahn-Kopplung versteht man die Wechselwirkung des Bahndreh-
impulses eines Elektrons in einem Atom mit dem Spin des Elektrons. Diese
zusétzliche Wechselwirkung trégt neben einer rein relativistischen Korrektur
zur Feinstruktur der Atomspektren bei. Dazu wird der Hamiltonoperator mit
zusitzlichen Korrekturtermen ergénzt (hier Hgo).

Man kann die Spin-Bahn-Kopplung mit einem Modell anschaulich begriinden.
Eine strenge Herleitung ist nur im Rahmen der relativistischen Quantenmecha-
nik (Dirac-Theorie) moglich.

Begibt man sich in das Ruhesystem eines Elektrons im Atom, dann ,bewegt
sich“ das Proton auf einer Kreisbahn um das Elektron. Aufgrund der bewegten
Protonenladung entsteht ein Kreisstrom, der zu einem Magnetfeld B am Ort
des Elektrons fiihrt, welches proportional zum Drehimpuls L des Protons ist.
Da das Elektron aber aufgrund seines Spins ein magnetisches Moment besitzt,
kommt es zu einer Wechselwirkungsenergie

Hsoz—u-BO(S-L

Damit wird die Energie fiir die eine Spinrichtung erhéht und fiir die andere
verringert. Die korrekte Rechnung liefert

Hso = (i) ! sz (24.1)

8meg ) m2c2r3
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24 Die Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms ist dann gegeben durch

2 2
p e’ 1
= — — -+ H 24.2
2m  dmegr +Hso ( )

24.1.1 Konsequenz der Korrektur

Wir miissen feststellen, dass nun gilt

[H, Sk] = [Hso, Sk] X Z[Sij, Sk] = ihzeiijiLj 75 0
- ij

[HuLk] 7& 0

Die Operatoren L? und S? vertauschen weiterhin mit H, sind also noch gute
Quantenzahlen. Es gibt aber keine gemeinsame Eigenbasis von Sy, Ly und H
mehr. Das bedeutet, dass L und S fiir sich genommen keine Erhaltungsgrofien
mehr sind. Stattdessen betrachtet man den Gesamtdrehimpuls

|J:=L+S, (24.3))|

dessen Komponenten mit H kommutieren:

(H, Ji] = [Hso, Je] o< > ([S5Ls, Li] + [S; Ly, Sk]) = ih Y es(SiLi + Sil;) =0

J ij

Bemerkung 24.1 (Allgemeine Vorgehensweise bei entartetem Niveau)
Ist man mit einem entarteten Niveau E© konfrontiert und méchte den Einfluss eines
Storterms W auf dieses Energieniveau berechnen, so muss man nach der entarteten
Storungstheorie (in 1. Ordnung) die Matrix (¢£O)|W|¢;O)> diagonalisieren, wobei die
|1/)£0)> orthogonale Basisvektoren des entarteten Eigenraums sind. Die erhaltenen Ei-
genwerte sind dann die Korrekturen E( fiir die jeweiligen Eigenzustinde |L/)(1)>. Umso
hoher die Entartung, desto aufwendiger ist natiirlich die Berechnung und Diagonali-
sierung der Stormatrix. Es wére deshalb von Vorteil, eine Methode zu finden, die dies
zumindest teilweise erleichtert.

Tatséchlich erreicht man eine Vereinfachung, indem man einen hermiteschen Operator
B findet, der mit H® und W vertauscht. Die gemeinsamen Eigenzustdnde |1/)£O)> von B
mit H® zu unterschiedlichen Eigenwerten von B sind dann die richtigen Zusténde fiir
die Entwicklung in nicht-entarteter Storungstheorie. Das heifit, man berechnet lediglich
die Matrixelemente (1/){,0) |W|1/)£O)> um die Korrekturen in 1. Ordnung Stérungstheorie
des entarteten Niveaus zu erhalten, da die Matrixelemente jenseits der Diagonalen
<1/11§9)|W|1/)£0)> ( fiir b # V') verschwinden:

0= @B, W) = (w0 BW[”) — (W Bl”) = (b — b)Wirs

Da b # b muss Wy, = <wé9)|W|z/)£O)> = 0 sein. Die Stérmatrix ist also in der Basis
{|¢{,O)>} diagonal. Dies ist eigentlich von vornherein klar, da W mit B laut Annahme
vertauscht und somit simultane Eigenfunktionen existieren.
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24.1.2 Spin-Bahn-Energieverschiebung
Wir wollen nun fiir den Hamiltonoperator
H=H94+Hso=H" + 55 L (24.4)
T

die Korrektur des Energiespektrums in 1. Ordnung Storungstheorie berechnen.
Da die Energieniveaus E,(ZO) = —% mit zunehmendem n immer starker entar-
tet sind, lohnt es sich, die Eigenzustdnde in einem entarteten Eigenraum umzu-
sortieren, sodass die Stérmatrix einfach wird, ndmlich Diagonalform annimmt.
Laut Bemerkung 24.1 miissen wir zu diesem Zweck einen hermiteschen Operator

suchen, der mit H®) und Hgo vertauscht. Einen Solchen haben wir bereits:
J=L+S

Dass die Eigenzustinde |J, M) = |J, M;l,s) von J? aus Gl (19.5) auch Ei-
genzustande von S - L sind, also die Stormatrix in der Basis aus den Vektoren
|J, M1, s) diagonal wird, sieht man auch wie folgt:

J? = (S+L)P?=8*+L*+25-L
(S-L) = %(J,M;l,s|(]2—L2—52)|J'7M';l'7s'>
h2
= DU+ U+ 1) ~ s(s+ 1)

Fiir Elektronen ist s = % und laut Gl. (19.3) ist somit J = [+ % oder J =1[— %

Damit hat S - L die Eigenwerte

ﬁ;@g) , _ﬁ;(Hg) (24.5)

Um die gesamte Korrektur (Hgp) zu erhalten, bendtigen wir noch den Erwar-
tungswert

1

1
()= 1+ )1+ 1)n3a?

3

(24.6)

Diesen erhélt man aus einer lingeren Rechnung, die in der Literatur zu finden
ist?. Das neue Niveau E,(ll) ist also nur noch beziiglich M entartet. Insgesamt
erhalten wir die Spin-Bahn-Energieverschiebung fiir die (2J + 1) Eigenzustinde

mit Gesamtdrehimpuls J

(Hgo) = (n; J,M;l,s = 1/2|Hsoln; J, M;l, s = 1/2)

2
- (B) m(+1)—10+1) - 2)
- ome? I+ 3 +1)

(24.7)

1Wir halten nochmals fest: L2, 82, J2, J., H sind kompatibel.
2Zum Beispiel in Introduction to Quantum Mechanics von David J. Griffiths.
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24.2 Relativistische Korrektur

In Aufgabe 43 wird die Korrektur der relativistischen kinetischen Energie be-
rechnet. Der Hamiltonoperator muss mit
!

Hyo=——L
8m3c2

(24.8)

korrigiert werden, was in 1. Ordnung Storungstheorie eine Verschiebung des
Energieniveaus um

E(O))Q 4n,
EWM = (H, __(En ——3 24.9
bewirkt.

24.3 Vollstindige Feinstrukturaufspaltung

Die beiden Korrekturen fassen wir unter der Feinstrukturaufspaltung zusam-

men:
(E’(lO))z g _dn
e (7777

2me?
Die Abhéngigkeit von der Drehimpulsquantenzahl | verschwindet zufallig bei
Addition dieser Terme.

Efe=EY +E() =...= (24.10)

Notieren wir noch das gesamte Wasserstoffspektrum mit Feinstruktur

13,6 eV a? n 3
E, -7 = 14+ —
=B | (5 3)

mit der Entartung (2J+1) der Quantenzahl M. « ist die Feinstrukturkonstante?

(24.11)

2
1
C  ~— (24.12)

YT Areohe 137

3Sie wurde 1916 von Arnold Sommerfeld eingefiihrt und wird deshalb auch oft Sommerfeld-
konstante oder Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante genannt. Dieser Zahl wird eine hohe
Bedeutsamkeit zugesprochen, da sie unter anderem drei sehr wichtige Gebiete der Physik ver-
kniipft: Elektromagnetismus (e), Relativitét (¢) und Quantenmechanik (k). Ein Zitat von R.
P. Feynman: It has been a mystery ever since it was discovered more than fifty years ago, and
all good theoretical physicists put this number up on their wall and worry about it. (QED —
The strange theory of light and matter, Princeton University Press 1985, p. 129).
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24 Die Feinstruktur des Wasserstoffatoms

n=4 E j=1 i —_—
j=2 i=3
i=3 i=3
n=3 E i=3 T g
1 1 '77%
J=3 J=3
n=2 Eéo) —
i=3 i=3
n=1 E{O)
i=3
(=0 =1 =2 =3
S P D F

Abbildung 24.1: Energiespektrum des Wasserstoffatoms mit Feinstruktur
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Kapitel 25

Zeeman-Effekt

Als Zeeman-Effekt bezeichnet man das mehrfache Aufspalten des Energiespek-
trums eines Atoms, das auftritt, wenn sich dieses in einem externen Magnetfeld
B befindet. Das Phénomen wurde erstmals 1896 von Pieter Zeeman beschrie-
ben, wofiir er 1902 den Nobelpreis fiir Physik erhielt.

Der Storterm fiir ein einzelnes Elektron (z.B. im Wasserstoffatom) in einem
Magnetfeld B ist gegeben durch

H, = —(u +ps)-B (25.1)

Dabei sind die magnetischen Dipolmomente iiber folgende Gleichungen mit dem
Spin S und dem Drehimpuls L verkniipft:

e e
s=——S | — T 25.2
K m ol 2m ( )

Der gesamte Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom hat dann die Form

2 2 4 2
P es 1 P e S-L e
= — — - — —(L +285)B 25.3
2m  4dmwegr 8m3c  8meg m2c2r3 * 2m( +25) ( )
—_—
Hy, H.

25.1 Problematik und allgemeiner Ansatz

Da wir nun zwei Storterme haben, fiir die wir keine Observable finden kénnen,
die gleichzeitig mit beiden kommutiert!, kénnen wir die Vereinfachung aus Be-
merkung 24.1 zur Vermeidung entarteter Storungstheorie nicht verwenden.

1Der Hamiltonoperator kommutiert z.B. nicht mehr mit J, da [H,J] = [H.,J]
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Allgemeiner Ansatz

Berechnung der
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Koeffizienten

Durchfiihrung von
Schritt (ii)

Zeeman-Effekt bei
schwachem
Magnetfeld fiir
J=1+3

25 Zeeman-Effekt

Wir untersuchen deshalb zwei Grenzfille, ndmlich wenn einer der beiden proble-
matischen Storterme viel ,, grofier® ist als der andere, das heif3t, wenn die Beitrige
zur Energieverschiebung sich sehr unterscheiden. In solchen Fillen fithrt man
die Storungstheorie in zwei Schritten durch:

(i) Berechnung der Energieverschiebung und der gestorten Eigenzustéinde fiir
den ,,groBleren® Storterm;

(ii) Berechnung der Energieverschiebung des ,kleinen® Storterms mit den Ei-
genzustinden aus (i).

25.2 Zeeman-Effekt bei schwachem Magnetfeld

0.B.d.A. kénnen wir B = Be, annchmen. Ist das Magnetfeld so schwach, dass
H ;s dominiert, so haben wir Schritt (i) bereits erledigt und kénnen fiir (ii) das
bekannte Ergebnis aus dem Abschnitt tiber die Spin-Bahn-Kopplung verwenden.
Wir benétigen lediglich eine Darstellung fiir die Eigenzustinde |n; J, M;1), die
laut (19.5) eine Linearkombination der bekannten Zusténde |n; 1, my; s = 1/2,ms)
mit den Clebsch-Gordan Koeflizienten

(I,my;1/2, mg|J, M)

ist. Diese werden in Aufgabe 45 berechnet. J kann die Werte [ + % und [ — %
annehmen. Im Falle J =1+ % erhélt man

11, 1 1 ] 1
(L 5, gl 5omit 5) = \/%
11, 1 1 I—m 1
Lomgim —=|l4 = my — =) = f— T
{bmes 5, =gl + 5 m=3) V 2i+1

Damit kénnen wir den gewiinschten Storterm in 1. Ordnung Stérungstheorie
berechnen:

(L,+2S.) = (n;J, M;l|L,+2S.|n;J, M;l)
2 1
= S (e 2m) i /2, m | LMY = = h ‘;}r M
mip,Ms

Das heifit, fiir ein kleines Magnetfeld spalten die Zusténde mit J = l—i—% folgen-
dermafBlen auf:

‘ En gm(B) = En g + npgBM (25.4) ‘
mit dem Bohrschen Magneton pp = % und dem Landé-Faktor g = 2%;1. Fiir
J =1—1/2 erhélt man dasselbe Ergebnis mit g = 1 + ﬁ
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25 Zeeman-Effekt

25.3 Zeeman-Effekt bei starkem Magnetfeld

Jetzt betrachten wir zuerst

H=HOY +H,
Da S, und L. mit H, vertauschen, sind die Eigenzusténde die bekannten Kets
(i) Energieverschie-  |n; 1, my; %, ms). Die Energieverschiebung berechnet sich dann zu
bung durch
groBeren Storterm Eﬂﬂnzyms — 7(10) + <Hz> — ESIO) + NBB(ml + 2ms) (255)

Im zweiten Schritt konnen wir auf den Stérterm H s, die nicht-entartete Stérungs-
theorie anwenden:

(8- L) = (Sa)(La) + (Sy)(Ly) + (S:)(Lz) = Wmums (25.6)

Die Erwartungswerte (Sz), (Sy), (L), (L) verschwinden in Eigenzusténden von
L.,S,. Fiigt man die relativistische Korrektur hinzu, so erhilt man insgesamt
(ii) Energiever- fiir die Energieverschiebung in Schritt (ii)
schiebung durch
kleineren Stérterm (1) 13,6eV 2 3 l(l + 1) — myMmg
E. = — = 25.7
Is s - i+ 120+ (25.7)
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Zeitabhingige
Storungstheorie

Mit der zeitabhéngigen Storungstheorie kann man Probleme untersuchen, die
durch einen zeitabhéngigen Hamiltonoperator beschrieben werden, der die Form

H(t) = HO + W (t) (26.1)

annimmt, also einen zeitabhéngigen Storterm W (t) besitzt. Wie wir mit solchen
Problemstellungen umgehen sollten, konnen wir am einfachsten herleiten, indem
wir uns das sog. Wechselwirkungsbild der Quantenmechanik zunutze machen.

26.1 Wechselwirkungsbild

Neben dem Schrodinger- und Heisenbergbild gibt es ein weiteres Bild, das Wech-
selwirkungsbild der Quantenmechanik (auch Dirac-Bild genannt). Anwendung
findet diese Darstellung vor allem in Systemen, in denen der Hamiltonoperator
die Form aus Gl. (26.1) annimmt. Der gesamte Hamiltonoperator wirkt dabei auf
die zeitliche Entwicklung von Observablen und Zustédnden: Die Zeitentwicklung,
die H® verursacht, wird der zeitlichen Abhingigkeit der Operatoren zugeschrie-
ben, wihrend die von W verursachte Zeitabhéngigkeit in die Entwicklung des
Zustandes eingeht.

Definition 26.1.
Wir definieren den Zeitentwicklungsoperator fiir Zustdinde im Wechselwirkungs-

bild Uy (t,to) tber die Aufspaltung des gesamten Zeitentwicklungsoperators U (t, to):

Ul(t, to) = UO (¢, t0)Us(t, to) (26.2)

mit U©) (t,to) = e*iH(O)(tfto)/ﬁ'
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26 Zeitabhingige Storungstheorie

Fiir den Operator Uy(t,ty) konnen wir mit der Schréodinger-Gleichung fiir den
Zeitentwicklungsoperator eine Operatorgleichung entwickeln:

ih%U(t,to) = H(O)U(t,to)+U(O)(t,to)ih%U1(t,to) (26.3)

HU(t,t0) = HOU(t, to) + W (t)U (¢, to) (26.4)

Satz 26.1 (Dynamik von Uj(t,to))
Ui (t, to) erfullt die Gleichung

ih%Ul(t,to) = Wi(t, to)Ur(t, o) (26.5)

mit Wi(t, to) == [UO (¢, t0)]TW () UO(t, t0).

Definition 26.2 (Operatoren im Wechselwirkungsbild).

Eine Observable O4(t) aus dem Schridinger-Bild (mit womdglicher expliziter
Zeitabhingigkeit) wird im Wechselwirkungsbild zu einem zeitabhingigen Opera-
tor Or(t,tg), wobei seine neue zeitliche Abhingigkeit nur durch den Hamilton-
operator H®) bestimmt wird:

O[(f,to) = [U(O)(t,to)]TOS(t)U(O) (t,to)
eiH(O) (t—to)/hOS(t)e—iH(O)(t—to)/h (26.6)

Wie die Zeitabhéngigkeit der Zusténde zustande kommt wird klar, wenn wir
den zeitabhingigen Erwartungswert einer Observablen aus dem Blickwinkel des
Wechselwirkungsbilds betrachten:

O)t) = (Wol|U'(t,t0)Os(H)U(t, to)|tb0)
(1p(to)|UF(t, t0)Or(t, to)Ur (t, to)|1h(to))
()01 (L, to)|vr(t))

Satz 26.2 (Zustéinde im Wechselwirkungsbild)
Im Wechselwirkungsbild erhdlt man die zeitliche Entwicklung eines Zustands
[1(to)) durch das Anwenden des Operators Ur(t,to):

Y1 (t)) = Us(t, to) [ (to)) (26.7)
Mithilfe von GI. (26.5) sieht man, dass |1;(t)) die Differentialgleichung

in 2 g (1)) = Wit ) (6) (26.8)

erfillt.
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26 Zeitabhingige Storungstheorie

Bemerkung 26.1 (Integralgleichung)
Die zu Gl. (26.5) dquivalente Integralgleichung lautet

. ot
Ur(t, to) =1 — %/ Wi (7, to)Us (7, to)dr (26.9)
to

26.2 Zeitabh. Storungstheorie 1. Ordnung

Fiir kleine Storungen W kénnen wir — ausgehend von Gl. (26.9) — eine iterative
Losung fiir den Zeitentwicklungsoperator Uy (¢, ty) entwickeln:

. t . .
U](t,to) = 1—%/ dr W[(t,to) (1—%/ dT/WI(TI7t0)UI(T/7tO))

t() tO

. t
= 1—%/ dTW[(T,tQ)

to

1 t T
- / dr Wit to) / dr' Wi+ to) + O(W3)  (26.10)
to to

Zeitabhiingige Stérungstheorie 1. Ordnung: U;(¢, o)
In zeitabhingiger Stérungstheorie erster Ordnung ist der Zeitentwicklungsope-
rator Ur(t,to) im Wechselwirkungsbild gegeben durch

.ot
Ur(t,to) =1 — %/ dr Wi(r, to) (26.11)

to

Bemerkung 26.2

Fiir zeitunabhéngige Hamiltonoperatoren bleiben Eigenzustdnde in der Zeitentwick-
lung unveréndert (stationédre Zusténde). Zeitabhéngige Stérungen verursachen aller-
dings Ubergéinge zwischen verschiedenen Eigenzustinden. Solche Ubergéinge bezeich-
net man auch also Quantenspriinge.

26.3 Ubergangswahrscheinlichkeit

Da die Eigenzustdnde eines zeitabhédngigen Hamiltonoperators ebenfalls zeitab-
hingig sind, interessieren wir uns nun fiir die Zeitabhéngigkeit der Messwahr-
scheinlichkeit:

Das System sei zur Zeit ¢ = 0 im Eigenzustand |i) des Hamiltonoperators H ().
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26 Zeitabhingige Storungstheorie

Wir schalten dann eine zeitabhéngige Stérung an. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit findet man das System zur Zeit ¢ im Eigenzustand |f) von H(® (0.B.d.A.
kénnen wir von (i|f) = 0 ausgehen)?

pies(t) = [{fli®)* = [(FIUD)* = [(fIU1(0)]0)]?

t
/ dr <f|eiH(0)T/EW(T)efiH(O)T/h|Z->
0

2

2

2
1

hQ

t
/ dr "1 TWyi(7)
0

(26.12)

mit folgenden Definitionen fiir wy; und Wiy;:

Definition 26.3 (ﬁbergangsfrequenz und Ijbergangsmatrixelement).
Wir definieren die Ubergangsfrequenz wy; zu

EY — EY

wpi = . (26.13)
und das Ubergangsmatrizelement
Wyi(r) = (fIW(7)li) (26.14)
26.3.1 Spezialfall: Periodische Storungen
Sei nun speziell
W (t) = W cos(wt) (26.15)
damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit p;_ 7 (¢):
iwr _ —iwr |2
pis(t) % (W) /Ot dr ei‘*’f”%
i(wpitw i(wpi—w 2
i 516

Im Folgenden wollen wir nur den Fall betrachten, dass die externen Frequenzen
in der Ndhe der Ubergangsfrequenz sind, das heif3t

wrtw>> |wp — W (26.17)
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26 Zeitabhingige Storungstheorie

we
n? (wfsz)z

~ Y

{ wri—w Wfi—w wpi—w

Abbildung 26.1: Periodische Ubergangswahrscheinlichkeit bei periodischen Stérungen

Dann erhalten wir

(wri—w 2 .
pip(t) = Vsl e rmt =17 [Wpil? sin® ((wpi — w)t/2)
it 4h? (wpi —w)? h? (wpi —w)?

(26.18)

Bemerkung 26.3 (Beobachtungen)
(i) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind nur zu bestimmten Zeiten maximal (Rabi-
Oszillationen).

(i) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind in der Niéhe der Resonanz
(d.h. bei w = wy;) am groBten.

Wyil?
h2(wp;—w)?
nicht mehr klein ist (bzw. falls das Maximum der Wahrscheinlichkeit grofier 1
ist).

(iii) Die hier behandelte Storungstheorie 1. Ordnung bricht zusammen, wenn

26.4 Emission und Absorption von Strahlen

26.4.1 Elektromagnetische Wellen
Bei der Wechselwirkung von elektromagnetischen Strahlen und Atomen, erfah-
ren Elektronen ein zeitabhéngiges elektrisches Feld E(t). Hier wollen wir speziell

eine linear polarisierte monochromatische elektromagnetische Welle betrachten,
die am Ort eines Elektrons das E-Feld

E(t) = Ey cos(wt)e, (26.19)

bewirkt. Dies konnen wir mittels zeitabhéngiger Storungstheorie behandeln, in-
dem wir den entsprechenden Stoérterm

W (t) = —qZE cos(wt) (26.20)
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Abbildung 26.2: Absorption, stimulierte Emission und spontane Emission von Photonen.

einfiithren.

Die Wahrscheinlichkeit, um von einem niedrigeren Zustand |1),) in einen hoheren
Zustand |t)p) iiberzugehen, ergibt sich aus (26.18) zu

|2|Eo\? sin?[(wo — w)t/2]
a—b = 26.21
Pash ( ! ) (26.21)
mit dem elektrischen Dipolmoment &2 = —q(vp|2[th,) und der Ubergangsfre-
quenz wg = %

Bemerkung 26.4 (Absorption und Emission)

Bei einem solchen Ubergang spricht man im Teilchenbild von der Absorption eines
Photons (vgl. Abb. 26.2). Der umgekehrte Prozess — die stimulierte Emission — besitzt
dieselbe Ubergangswahrscheinlichkeit Pb—a = Pa—b. Dabei wird durch ein einlaufendes
Photon die Emission eines zusétzlichen Photons stimuliert. Allerdings gibt es einen
zusitzlichen Ubergang: Die spontane Emission. Dieser Prozess findet im Rahmen der
Quantenmechanik keine Erkléarung.

26.4.2 Auswahlregeln

Fiir kugelsymmetrische Hamiltonoperatoren haben die Eigenfunktionen folgen-
de Struktur:

Y(x) = R (r)Y," (6, 9) (26.22)
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n=3
n=2
n=1

Abbﬂdung 26.3: Mogliche Ubergiinge im Wasserstoffspektrum.

Damit lésst sich eine Proportionalitéat fiir das Dipolmoment feststellen:

2 o [ 2V 0, 0Y0(6,0)Y7(6.6)Y." 0,) (26.23)

da z = rcos = /4ErY(#). Aus der Theorie iiber die Addition von Dre-

himpulsen wissen wir, dass Y7 (6)Y,"* (6, ¢) in Kugelfliichenfunktionen mit [ =
lo + 1,14,l — 1 zerlegt werden kann. Das Integral (26.23) ergbit aber nur fiir
ly = lq =1 und my = m, einen von Null verschiedenen Wert.

Damit erhalten wir Auswahlregel

Al=1,— 1, = +1 (26.24) |

Das bedeutet: Es gibt keine einzelnen Uberginge innerhalb der Menge von Or-
bitalen mit gleicher Drehimpulsquantenzahl (vgl. Abb. 26.3).

26.4.3 Inkohirente Storungen

Die Energiedichte einer monochromatischen elektromagnetischen Welle im Va-
kuum ist gegeben durch u = %"Eg Damit kénnen wir die Ubergangswahrschein-
lichkeit schreiben als

2u

| *[(wo — w)t/2]
60h2

(wo — w)?

9|Qsin

Pa—b = (2625)

Rabi-Oszillationen sind in der Regel nicht beobachtbar, weil Licht normalerweise
nicht streng monochromatisch ist. Das heifit, die Energiedichte geht iiber in

u — p(w)dw (26.26)

Nehmen wir zusétzlich an, dass sich p(w) bei Variation von w im Vergleich zum
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restlichen Integrand wenig éndert, dann erhalten wir fiir die Ubergangswahr-
scheinlichkeit

_ 2p(wo) 2/°° sin®[(wo — w)t/2] _ mp(wo) | 10
Pa—b =~ 2| ; dw o2~ el | 2|t (26.27)

Die Ubergangsrate Wq—b = Pa—p iSt konstant:

mp(wo)
Wa_py = Th;L@P (26.28)

26.5 Fermis Goldene Regel

Wir interessieren uns im Folgenden fiir den Ubergang zwischen einem diskreten
Niveau |¢;) und einem Zustand |Ey) aus einem kontinuierlichen Spektrum.

26.5.1 Konstante Storung

Zunéchst schalten wir zur Zeit ¢ = 0 eine konstante Storung W ein:

w=0 |Wyi|? 4sin®(wyit/2)
Pi=lf] = T2 w)g_

p(Er)dEf

Dabei ist mit [f] die Menge aller Zusténde im Energieintervall [E; —AE/2, Ey+
AFE /2] gemeint und p(FE) ist die zugehorige Zustandsdichte!. Im Grenziibergang
fiir sehr lange Zeiten (¢ — oo) kénnen wir schreiben

Es+AE/2 W 2 E _E'L
Pimif] = ol s (7f

p(E})dE]
Ef—AE/2 h 2m ) S

2w .. .
= fzs|WfZ-|2‘p(Ef) (Fiir By # E; ist p;_(g) = 0) (26.29)

Und fiir die Ubergangsrate im Zustand gleicher Energie im Kontinuum ergibt
sich

21
Wi f = f|Wfi|2P(Ef) (26.30)

IDas Integral fEf+AE/2

B, AE/2 p(E)dE gibt damit die Anzahl der Eigenzustéinde in diesem In-

tervall an.
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26.5.2 Periodische Storung

Fiir eine periodische Storung W (t) = W cos(wt) ist

Wiy = 2—7;|Wfi|2p(Ef) mit By = E; + hw (26.31)
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Grundidee der

Variationsrechnung

Kapitel 27

Variationswellenfunktion

Wollen wir die Grundzustandsenergie F,; eines Systems berechnen, das durch
den Hamiltonoperators H beschrieben wird, kénnen aber die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung nicht analytisch 16sen, so ist folgende Abschéitzung hilf-
reich:

Satz 27.1 (Obere Schranke der Grundzustandsenergie)
Fiir alle normierten Zustandsvektoren |¢) € A gilt

(@lH) 2B, (21.1)]

Beweis: Wir kénnen jeden Zustand [¢) € 7 in die Eigenzustédnde |¢n) von H zerlegen:
W) = Z Cn|¢n>
n

Damit ist

<¢|HW> = Z E’!?LC:;C’HL<¢7L‘¢77L> = Z |C7L‘2En > Eg Z ‘Cn|2 = Eg
n,m n

n

Beispiel 27.1 (Grundzustandsenergie des Heliumatoms)
Der Hamiltonoperator des Heliumatoms ist nach (22.1) gegeben durch

K2 2 2 2 1
P £ T

2m 471'60 1 T2 B |'T'1 - 7"2|

— O H V.

Die separierten Hamiltonoperatoren Hl(o) und HQ(O) sind Hamiltonoperatoren

eines Problems analog zum Wasserstoffatom mit Kernladungszahl Z = 2. Wie
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27 Variationswellenfunktion

in Abschnitt (22.1) bereits erwihnt, ist die Schrodinger-Gleichung mit dem
Hamiltonoperator in dieser Form nicht analytisch geschlossen losbar.

Wir suchen nun eine geeignete Variationswellenfunktion, um mit der oberen
Grenze fiir die Grundzustandsenergie moglichst nahe an den experimentell
gemessenen Wert von

He
EgS ~ —78.98 ¢V (27.2)
heranzukommen.
1. Versuch:

Fiir den Hamiltonoperator H{O) + HQ(O) kennen wir die Grundzustandswel-

lenfunktion bereits. Die beiden ununterscheidbaren Fermionen miissen eine
antisymmetrische Gesamtwellenfunktion besitzen, die aus der Spin- und Orts-
wellenfunktion besteht. Die Ortswellenfunktion im Grundzustand 1, muss —
um normierbar zu bleiben — symmetrisch sein:

16.23) 8 o0 4r)/a
Yg(r1,72) = ¥100(71)1100(72) (10.29) —ge2Aritra)/ (27.3)

Tag

mit Bohrschem Radius ag und Kernladungszahl Z = 2. Wenden wir nun diese
Variationswellenfunktion an:

(gl H|tbg) = (o[ H + HE + Vi lthg) = 8B + (| Ve 1)) (27.4)

Dabei wurde verwendet: H “pyoo(r;) = Z2E; = 4E; (i = 1,2) mit der
Grundzustandsenergie E; des Wasserstoffatoms®. Die Berechnung des Erwar-
tungswerts (1)g|Vee|thy) = —3E; ist sehr mithsam, weshalb wir die Lésung
ohne Rechnung angeben?. Insgesamt erhalten wir als obere Grenze

11
E, < ?El ~—T75¢eV (27.5)

Diese Abschétzung ist zwar nicht weit vom richtigen Wert entfernt, doch wol-
len wir uns noch nicht damit zufrieden geben.

2. Versuch:

Oft kann man mit ein wenig physikalischer Intuition einen Ansatz fiir eine Va-
riationswellenfunktion machen, die dem wirklichen Grundzustand sehr nahe
kommt. Im vorliegenden Problem bewirkt die zusétzliche Elektron-Elektron-
Wechselwirkung eine teilweise Abschirmung der Kernladung Z fiir eines der

1G1.(27.4) kann auch als Anwendung der Stérungstheorie erster Ordnung fiir die Energie-

verschiebung im Grundzustand mit Storterm Ve interpretiert werden.

2Eine Rechnung ist z.B. in Introduction to Quantum Mechanics von David J. Griffiths ab

Seite 262 zu finden.
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27 Variationswellenfunktion

Elektronen. Deshalb wihlen wir eine wasserstoffartige Wellenfunktion mit ei-
ner zunéchst beliebigen Kernladungszahl Z.;; als Variationsparameter.

Variationswellen- Die symmetrische Ortswellenfunktion der beiden Elektronen im Grundzustand
funktion mit ist fiir beliebige Kernladungszahlen gegeben durch
Parameter
Z3, .
1/}0Zcff (7"1,7"2) _ efgf e*Zeff(T1+T2)/(l0 (27.6)
ma

In der Praxis wiirde man nun eine numerische Berechnung des Erwartungs-
werts (H) durchfiihren. Im vorliegenden Fall kann allerdings eine analytische
Methode angewandt werden — was normalerweise eher selten der Fall ist.

Berechnung mithilfe Zuniichst zerlegen wir den Hamiltonoperator des Heliumatoms (22.1) in zwei
eines analytischen Terme (eine Art Teleskopsumme):
Tricks 9 9

I e Zeff  ZLef

H — _ VQ + VQ _ eff + eff —- H
2m (Vi 2) dmeg \ T ) ( Zeys)
€ (Zepp—2  Zepp—2 1
+ eff + eff +
4dme 1 ) |11 — 79|

Fiir die Berechnung von <1/)0Z T H |1/)0Z “/7) benstigen wir folgende Ausdriicke3

Hz,,, VO (1) = 222 1By Uo7 (1, 2)
Zegr\ L) Zess _ _ Zett
W i) = =2
Z. Z. 5
(vo ff|Vee|1/’o ff> = = _ZZeffEl

Damit ergibt sich

Ze Ze 5
(o T [Hlpg ) = <2262ff —4Zesy(Zey —2) — §Zeff) E, (27.7)

=:f(Zesy)

Wir suchen eine moglichst kleine obere Schranke, also wéhlen wir Zc¢s so,
dass dieser Erwartungswert minimal wird:

27 27
f/(Zeff) =—A4Z.r; + 1 =0 & Zgys5= 6 ~ 1.69

Obere Grenze im 2. Als Ergebnis der Abschétzung erhalten wir also
Versuch

Eys < f(Zeyy = 27/16) By =~ —T7.5 €V, (27.8)

womit wir schon ndher an das experimentelle Ergebnis herangekommen sind.

3Die letzten beiden Rechnungen werden nicht ausgefiihrt. Das Ergebnis iibernehmen wir
aus der Literatur.
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Klassische

Streutheorie

Quanten-
mechanisches

Streuproblem

Dreidimensionales
Streuproblem fiir
groBe Abstinde

vom Streuzentrum

Kapitel 28

Grundlagen

In Abb. (28.1) ist skizziert, wie die klassische Streutheorie den Fall axialsymme-
trischer Potentiale behandelt. Man sucht dabei den Zusammenhang zwischen
dem Stofiparameter b und Ablenkwinkel 6. Wichtige Groflen sind dabei auch
der differentielle Streuquerschnitt

do
das?

und der totale Streuquerschnitt

do
= [ “%40
4 / a0

Letzterer gibt die Fliche des einfallenden Strahls an, die gestreut wird.

Einen Einblick dariiber, wie man in der Quantenmechanik mit Streuproblemen
umgeht, haben wir bereits in Kapitel 11 kennengelernt. Die Streulésung der zei-
tunabhéngigen Schrodinger-Gleichung fiir ein Deltapotential in einer Dimension
ist gegeben durch

ikx —ikx £
1o f e 4r(k)e fir x <0
Ok (v) = { t(k)eike fiir 2 < 0

Die Superposition dieser Losungen erlaubt die Beschreibung eines von links
einlaufenden Teilchens.

Im Folgenden suchen wir Eigenzustidnde im kontinuierlichen Spektrum von drei-
dimensionalen Systemen. Dazu betrachten wir eine von links einlaufende ebene
Welle e**# (vgl. Abb. 28.2). Fiir groe Abstinde vom Streuzentrum kénnen wir
mit der Wellenfunktion

ikr

e

1#(7“7 9) =t + f(@) r

(28.1)
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Streuwellenfunktion

und Eigenenergie

28 Grundlagen

Abbildung 28.1: Klassische Streutheorie

ansetzen. Dies ist eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators fiir groffe Abstdnde
r, wie wir sehen, wenn wir sie in die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung
einsetzen:

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten ist gegeben durch

A—ig 7»22 +;g Sin@g +;3_2
2 or or r2sin 6 00 ol r2 sin? 6 0¢?

Angewandt auf die obige Wellenfunktion erhalten wir

h? h2k? ik h? —k? ik 1
oo ﬁ2k2 " eikr
= vz 0 28.2
(e s (282)

Also ist

ezkr

U(r,0) = e + £(6) .

(28.3)

eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators des dreidimensionalen Streuproblems
mit Eigenenergie

h2k>2
Ep = —— 28.4
k 2m ( )
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28 Grundlagen

ebene Welle Kugelwelle

eikr

ikx

Abbﬂdung 28.2: Dreidimensionales quantenmechanisches Streuproblem

Bemerkung 28.1
(i) () wird als Streuamplitude bezeichnet, wobei |f(0)|* den differentiellen Streu-

doa
das

(ii) Wegen des Faktors 1/r bleibt die Gesamtwahrscheinlichkeit auch nach der Streu-
ung erhalten.

querschnitt angibt.

(iii) Man kann eine Abbildung von den einfallenden Zustédnden |¢;,) auf die ausfal-
lenden Zusténde [toyt) einfithren:

S [Yin) = [Yout) := S[thin) (28.5)

Diese sog. S-Matriz ist linear und unitéir (Erhaltung der Gesamtwahrscheinlich-
keit).

T2: Quantenmechanik 176 LMU Miinchen



Integralform der
Schrédinger-
Gleichung

Kapitel 29

Bornsche Niherung

29.1 Integralform
der zeitunabh.

29.1 Integralform der zeitunabh. Schrédinger- scsdinger

. Gleich
Gleichung el

29.2 Erste Bornsche
Satz 29.1 (Integralform der zeitunabhingigen Schridinger-Gleichung) Niherung
Die Integralgleichung

eiklr—r’|

wlr) = ()~ 51 [ ar V) (29)

r — |

mit k = vV2mE/h ist dquivalent zur zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung.
Yo(r) ist dabei eine beliebige Lisung der freien Schridinger-Gleichung

h2
—2—A1/10 = Eo
m

Beweis: Folgender Ausdruck soll verschwinden

ﬁ2
(=B = (~p b4V -E) v
2m
h2 —m eik\rfr'/\
=V - (A +k? /d’iv’ !
(o) = g+ i) (7 ) [ar v
m eik\rfr'\
-V / V(r ! 29.2
(Mgmz [ A S V) (292)
Hierfiir stellen wir zunéchst fest, dass gilt:
_eikr'
(A4 K2 —— = 6(r) (29.3)

4mr
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29 Bornsche Néherung

Beweis: Fir r # 0 ist die Gleichung erfiillt. Um dies auch fiir » = 0 zu zeigen,
integrieren wir iiber eine kleine Kugel K mit Radius R am Ursprung:

_eikr' _eik:'r . 1
/d3r (A+EH)—— = k2/ d3r7—elkR/ dr A—
K Armr K Armr ~—~JK Amr
———/ ™ ~1
—0,R—0

1 1

= —-—— dS V-

AT Jor r

Da die Projektion von dS auf die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten nur in
Richtung e, einen Wert ungleich 0 ergibt, erhalten wir

1 1 1 01
- dS-V- = —— dS-e,——
i Jox r 4 Jox arr
1
= — dS - e, (29.4)
4TR2? )oK
1

= — R?sin0dod¢ = 1
Py /{;K sin 1)

kr

Somit hat (A + kz)ff;, die selben Eigenschaften wie die Delta-Distribution

a(r). O

Mithilfe dieses Ergebnisses erhalten wir fiir Gl. (29.2):

(H=Bylr) = Vo)~ [ dr' s(r =)V (i)
m , eik\rfr'\ , ,
—V(r) Py dr ] V(r)y(r')
m , eik\rfr'\ , ,
= V(r) [Yo(r) - 2oz | 4T Ty V(r)p(r) —¢(r)| =0
Anwendung auf das Streuproblem
Anwendung der Wenden wir uns nun dem Streuproblem (Kap. 28) zu. Dazu sei die einlaufende
Integralform: Wellenfunktion gegeben durch () = e***. Wir suchen nun das Verhalten von
Streuproblem ¥ (r) fiir grofe Abstinde vom Streuzentrum |r|.

Da V(r’) immer nur in der Niihe des Steuzentrum ' = 0 nicht vernachléssigbare
Werte annimmt, kénnen wir |r — 7’| um 7 entwickeln:

rer
lr—7'|> =~ r2—|—r’2—2r-r’zr2(1—2 >

= |r—7| = r—e.-7r (29.5)

Damit ergibt sich mit k := ke, fiir groBe Absténde |r — /|
eik|'r'77"| ikr

o & ik (29.6)

|r — 7’| Ty
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Streulésung

Erste Bornsche

Naherung

Spezialfall: geringe

Energien

Spezialfall:
kugelsymmetrisches

Potential

29 Bornsche Néherung

Die Wellenfunktion ¢ (r) ist dann gegeben durch

ikr
ikz e -m

— o dr’ e ® TV (e (r') (29.7)

=f(0,¢) (Streuamplitude)

29.2 Erste Bornsche Nidherung

In der ersten Bornschen Néherung interessiert man sich fiir schwache Potentiale
V im Vergleich zur Energie E. Das heifit die Wellenfunktion eines einlaufenden
Teilchens wird durch das Potential nicht stark veréndert:

Y(r') & o (r') = e = T (29.8)

Die Streuamplitude nimmt dann folgende Form an:

f(0,¢) =

—JW / dr' ' =Ry (p!) (29.9)

mit k = ke, (Streurichtung) und k' = ke, (Richtung des einlaufenden Strahls).
Durch k' — k =: Kk, also |k| = 2ksin(0/2) (6: von k' und k eingeschlossener
Winkel) ist der Impulsiibertrag durch die Streuung gegeben®.

29.2.1 Langwellige Streuung

K —Kk)r’

Bei groBen Wellenliingen, also geringen Energien E, variiert e*( wenig in
der néhe des Streuzentrums:
F0,0) = —— [ V(r")ar' (29.10)
’ 2mh? '

29.2.2 Sphirisch symmetrisches Potential

Ist V(r) = V(r), so kénnen wir die Koordinatenachsen fiir das Integral iiber 7’
so wihlen, dass k - 1’ = k1’ cos(fy). Damit ist

e8] ™ 2m
O = —=— [ dar'”? / do sin /e <OV (1) / dg/
0 0

o0
m /!

= = dr' r
" Jo Kr

1 2sin(kr’)

V()

1Djie Streuamplitude kann hier als Fouriertransformierte des Potentials beim Impulsiibetrag
K interpretiert werden
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29 Bornsche Néherung

Die erste Bornsche Niherung fiihrt also im Falle von kugelsymmetrischen Po-
tentialen zum Ausdruck fiir die Streuamplitude

f(0) = —% 000 'V (r') sin(kr’)dr’ (29.11)

29.2.3 Rutherford-Streuung

Rutherford- Wir wollen nun konkret die Streuamplitude und den Streuquerschnitt im Coulomb-
Streuung Potential bestimmen. Dazu benutzen wir zunichst das Yukawa-Potential
e KT
Vir)y=p , (29.12)
r
welches fiir =0, 8 = {22 in das Coulomb-Potential iibergeht.
2mp [ s 2mpB K
f(6‘) = — h2[{ o dr e ® Sln(ﬁ'/l") = —ﬂm (2913)
Damit erhalten wir im Coulomb-Potential fiir die Streuamplitude
2mqiqz
0)=——-— 29.14
HO0) = = e (29.14)
und fiir den differenziellen Streuquerschnitt
d 2
7 N (29.15)

A2~ |16meoEsin®(0/2)

Wir erhalten damit dasselbe Ergebnis wie in der klassischen Streutheorie.

Bemerkung 29.1 (Partialwellenzerlegung)
Partialwellen- Die Streuamplitude kann in Legendre-Polynome zerlegt werden:

zerlegung

f0) = i(Ql + 1)a; Pi(cos 0) (29.16)

=0

mit der sogenannten Partialwellenamplitude a;. Der differenzielle Streuquerschnitt
nimmt dann die Form an

j—g =) = Z(2l +1)(20" 4+ 1)ajra; Py (cos 8) Py(cos 6) (29.17)
L

Damit erhélt man den totalen Wirkungsquerschnitt zu

do N >
o= /dnE => @+ Dardpaja =4 Y (2l + 1)|a|” (29.18)

=0
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A Ubungsaufgaben

A.1 Blatt 0: Prisenziibung

A.1.1 Aufgabe A: Dirac Notation

Wir betrachten einen dreidimensionalen komplexen Vektorraum, der von der
Orthonormalbasis |1),]2), |3) aufgespannt wird. Wir definieren zwei Kets

la) =d|1) —4]2) —24|3) , |B) = 2i|1) +2|3) .

1. Geben Sie (o] und (5] an.
2. Berechnen Sie (aa), («|8) und (B|«). Verifizieren Sie (B|a) = (a|5)*.

3. Geben Sie die Matrixelemente des Operators A = |a)(f| in der obigen
Basis an. Ist die zugehorige Matrix hermitesch?

A.1.2 Aufgabe B: Operatoreigenschaften

1. Zeigen Sie, dass die Summe zweier hermitescher Operatoren wieder her-
mitesch ist.

2. Der Operator A ist hermitesch und « eine komplexe Zahl. Wann ist o A
hermitesch?

3. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Operatoren A, B Folgendes gilt: (AB)T =
BTAT.

4. Wann ist das Produkt zweier hermitescher Operatoren wieder hermitesch?

5. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Operatoren A, B, C' Folgendes gilt:
[A, BC| = B[A,C] + [A, B]C
[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] =0 (Jacobi-Identitét)
6. Zeigen Sie, dass allgemein Tr(AB) = Tr(BA) gilt und folgern Sie daraus,

dass die Spur basisunabhéngig ist.

7. P und P; seien zwei Projektoren auf Unterrdume H; und Ho des Hil-
bertraums H. Zeigen Sie, dass P} P> genau dann ein Projektor ist, wenn
[P1, P2] = 0 gilt. Zeigen Sie, dass Py P> dann auf die Schnittmenge H; NHo
projeziert.

8. Zeigen Sie, dass die Eigenwerte \ eines unitdren Operators betragsméssig
gleich 1 sind, [A\| = 1.
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A Ubungsaufgaben

A.1.3 Aufgabe C: Exponentialfunktion von Operatoren

Wir betrachten die hermitesche Matrix

1 ¢ 0
H = -3 1 0
0 0 4

1. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H.
2. Unter Verwendung dieser Ergebnisse berechnen Sie nun explizit e**, wo-
bei ¢ eine reelle Zahl ist.
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A Ubungsaufgaben

A.2 Blatt 1

A.2.1 Aufgabe 1: Pauli-Matrizen

Wir betrachten die drei Pauli-Matrizen

(01 (0 —i (1 0
de=1\1 0 R WA %2 =0 —1 ’

1. Zeigen Sie, dass die Pauli-Matrizen hermitesch sind und geben Sie die
Spur und die Eigenwerte an. Zeigen Sie, dass o2 = I gilt, wobei I die 2x2
Einheitsmatrix ist.

2. Zeigen Sie, dass sich jede 2x2 Matrix M in der Form

M =mol + Z mio;

i=x,y,2

ausdriicken ldsst. Wie kann man die Koeffizienten m; direkt bestimmen?
A.2.2 Aufgabe 2: Zeitabhingige Schrédinger-Gleichung

(5 7)

mit reellen Konstanten e, g. Losen Sie die folgende Gleichung (die sog. zeitabhiingi-
ge Schrodinger-Gleichung, beispielsweise zur Beschreibung von Neutrino-Oszillationen):

Sei

o d
i () = HIp(®)

mit [1h()) = a(t)|1) + b(t)[2), wobei

0-(3) = (1):

Dabei sei die Anfangsbedingung [1(0)) = |1). Geben Sie |1 (t)) explizit an und
zeigen Sie damit auch, dass die Norm von |¢(t)) erhalten bleibt.

Hinweis: Analog zur Aufgabe C der Prisenziibung sollten Sie zunéchst die Ei-
genwerte und Eigenvektoren von H bestimmen.
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A Ubungsaufgaben

A.2.3 Aufgabe 3: Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel

Einen historisch wichtigen Schritt in der Entwicklung der Quantenmechanik
stellt die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel dar, die es fiir einfache Atome
erlaubt, die diskreten Spektrallinien zu erkldren. Diese Regel ist anwendbar fiir
klassische periodische Systeme mit f Freiheitsgraden, d.h. jeder konjugierte Im-
puls p;,i = 1,..., f, macht eine periodische Bewegung mit einer Frequenz w;.
Weiterhin muss sich jeder Impuls ausschliesslich als Funktion der zugehorigen
Koordinate und der anderen Impulse schreiben lassen: p; = p;(qi; p1, Pi—1, Pi+1,D¢)-
Dann besagt die Quantisierungsregel:

/Cpi dg; = hn; , (A1)

wobei die Integration iiber eine volle Periode C geht und n; eine positive ganze
Zahl oder Null ist. h ist das Plancksche Wirkungsquantum.

1. Wenden Sie die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel auf den eindimen-
sionalen harmonischen Oszillator an. Welche Energien als Funktion von n,
sind erlaubt?

2. Wenden Sie die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel auf das Wasserstof-
fatom (Kepler-Problem) an. Dabei kénnen Sie Ergebnisse aus der Klassi-
schen Mechanik zitieren und die Bewegung des Elektrons von vorneherein
auf eine Ebene einschrénken. Welche Energien als Funktion von n, und n4
sind erlaubt? Driicken Sie diese Energien auch in eV aus.

Hinweis: Folgende Integrale sind niitzlich:

a
ma
/ Va2 — 2 =
—a

2

T+ a? 1 T
/L J-l-Z4odr = S(1-2q)
1 1

mit Ti:§:|:§ 1 — 4a?

fuer 0<a<1/2

Bemerkung: Die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel erkliart zwar das Wasser-
stoffspektrum korrekt, aber beispielsweise nicht die Grundzustandsenergie des
harmonischen Oszillators. Weiterhin ist die Quantisierungsregel (A.1) so nur an-
wendbar auf integrable Systeme, d.h. z.B. nicht fiir das Heliumatom. Wir werden
spater in der Vorlesung sehen, dass die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel in
ihrem eingeschrinkten Anwendungsbereich konsistent mit der modernen Formu-
lierung der Quantenmechanik ist.
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A.2.4 Aufgabe 4: Dreidimensionaler Zustandsraum

Wir betrachten einen dreidimensionalen Hilbertraum mit der Orthonormalbasis
|u1), |uz), |us). Betrachten Sie lineare Operatoren L, und S, die folgendermassen
definiert sind:

LZ|U1> = |U1> ) LZ|U2> = 0 ) LZ|U3> = —|U3>
Slur) = |uz) , Sluo) =lu2) , Slug) = |w)

1. Geben Sie in der obigen Basis die Matrizen an, welche die Operatoren
L.,L?,S,S? repriisentieren. Sind diese Operatoren hermitesch?

2. Geben Sie die allgemeinste hermitesche Matrix an, welche mit L, kommu-
tiert. Analog fiir L2 und S2.

3. Bilden L? und S einen vollstindigen Satz von kommutierenden hermite-
schen Operatoren? Geben Sie die gemeinsame Eigenbasis an. Analog fiir
das Paar L? und S2.
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A.3 Blatt 2
A.3.1 Aufgabe 5: Messungen

Wir betrachten den zweidimensionalen Hilbertraum mit der Basis |[+) = < (1) ) ,

[—) = ( (1) ) und dem {iblichen Skalarprodukt (siehe Vorlesung). Die Pauli-

Matrizen aus Aufgabe 1 sind hermitesch und damit Observable in diesem Hil-
bertraum. Das Quantensystem sei in dem Zustand [¢)) = % (|+) +[-)), bevor
wir nun eine Reihe von Messungen durchfiihren.

1. In einer ersten Messung messen wir o,. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
findet man welchen Messwert? Was ist der Erwartungswert der Messung?

2. Die erste Messung hat nun konkret den Messwert +1 geliefert. Wir messen
danach in einer zweiten Messung die Observable A = o, + 0y + 0.. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit findet man welchen Messwert? Was ist der
Erwartungswert der Messung?

3. Die erste Messung (¢ ) habe nun den Messwert +1 geliefert und die zweite
Messung (von A) den Messwert —+/3. Wir messen jetzt in einer dritten
Messung wieder o,. Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man welchen
Messwert? Was ist der Erwartungswert der Messung?

4. Wir messen jetzt in einer vierten Messung nochmals o,. Was konnen Sie
iiber das Messergebnis sagen, wenn Sie das Messergebnis der dritten Mes-
sung kennen? In welchem Zustand ist dann jeweils das Quantensystem
nach der vierten Messung?

A.3.2 Aufgabe 6: Unschirferelation

Als Varianz der Messung einer Observablen A bezeichnet man den Erwartungs-

wert von (AA)? Lof (A— <A))2, wobei (A) den Erwartungswert von A bezeichnet

(d.h. ausfiihrlicher: (A) ef (| Alp), wenn sich das Quantensystem in dem Zu-

stand ) befindet).
1. Zeigen Sie zunéchst folgende Beziehung:
((A4)?) = (A%) —(4)

Wie gross ist die Varianz, wenn sich das Quantensystem in einem Eigen-
zustand der Observable A befindet?
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2. Beweisen Sie nun die folgende fundamentale Beziehung, die man als ver-
allgemeinerte Unschdarferelation bezeichnet:

((AA)?) ((AB)?) > = [{[A, B])[?

] =

A und B sind hier beliebige Observable und die Ungleichung gilt fiir jeden
beliebigen Quantenzustand.

Zum Beweis zeigen Sie zunéchst die sogenannte Schwarzsche Ungleichung

(ale) (B18) > [(aB)

wobei |a), 3) beliebige Vektoren des Hilbertraums sind (Tip: Analog zur
Vorlesung konnen Sie von || a + A3 ||?> 0 fiir beliebige komplexe Zahlen

A ausgehen, um die Schwarzsche Ungleichung zu beweisen.) Verwenden
Sie dann die Schwarzsche Ungleichung mit |«) et (A = (A)|Y), 18) Lof
(B —(B))|%), wenn sich das Quantensystem in dem Zustand |¢) befindet.

3. Wir wihlen nun A = o, und B = o, mit den Pauli-Matrizen und dem
Hilbertraum aus Aufgabe 5. Was besagt die Unschérferelation dann ex-
plizit? Konstruieren Sie explizit die Zustinde, fiir die das Produkt der
Unschiirfen ((AA)?) ((AB)?) maximal bzw. minimal wird.

A.3.3 Aufgabe 7: Exponentialfunktion von Operatoren

Das Rechnen mit Exponentialfunktionen von Operatoren spielt in der Quanten-
mechanik eine grosse Rolle. Zeigen Sie folgende Aussagen:

1. Fiir kommutierende Operatoren (d.h. [A, B] = 0) gilt

edef =eP el =eAtE

2. Fiir die Exponentialfunktion der Pauli-Matrix o, gilt
€% — J cosa + iog sina ,
wobei « eine beliebige reelle Zahl ist.

3. Zeigen Sie eine #hnliche Aussage fiir die Exponentialfunktion e’®7v.

4. Verallgemeinern Sie fiir 2 = Aoy, + poy, mit A\* + p? =1, A\, u € R: Was
ist e’ ?

5. Berechnen Sie explizit 2= und (¢‘?=)2. Sind diese beiden Matrizen iden-
tisch? Warum?

Berechnen Sie nun explizit e/(?»T74) und €= e'?v. Sind diese beiden Ma-
trizen identisch? Warum ist die Antwort offensichtlich?
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A.4 Blatt 3

A.4.1 Aufgabe 8: Sequenz von Stern-Gerlach Experimen-
ten

Wir betrachten eine Sequenz von drei Stern-Gerlach Experimenten mit Silbera-
tomen wie in der Vorlesung, wobei die Flugrichtung der Atome in y-Richtung
ist. Die erste Messung hat ein inhomogenes Magnetfeld in z-Richtung und ak-
zeptiert nur Atome mit Messergebnis o, = +1 (Notation wie in der Vorlesung).
Das Magnetfeld der zweiten Stern-Gerlach Apparatur ist in Richtung 7n orien-
tiert, wobei n ein Einheitsvektor in der zz-Ebene ist, der den Winkel § mit der
z-Achse bildet. Diese zweite Messung akzeptiert nur die Eigenwerte +1 des Ope-
rators 1 - ¢ = Nz 0, + N, 0. In der dritten Messung ist das Magnetfeld wieder
in z-Richtung orientiert und wir akzeptieren nur die Messergebnisse o, = —1.

Was ist die Intensitéit des Strahls nach der dritten Messung, wenn wir die In-
tensitéit nach der ersten Messung auf 1 normieren? Wie muss das Magnetfeld in
der zweiten Messung orientiert sein, damit diese Intensitit maximiert wird?

A.4.2 Aufgabe 9: Zeitentwicklung im dreidimensionalen
Zustandsraum

Wir betrachten ein physikalisches System mit einem dreidimensionalen Zu-
standsraum, der von den Vektoren |ui), |uz), |ug) aufgespannt wird. In dieser
Basis hat der Hamiltonoperator folgende Form

1 00
H=hh | 0 2 0
0 0 2
Zwei Observable A und B sind gegeben durch

10 0 0 1 0
A=a | 0 0 1 , B=b| 1 0 0

01 0 0 0 1
w, a, b sind positive reelle Konstante. Das System sei zur Zeit ¢t = 0 in folgendem
Zustand préapariert:

[9(t = 0) = shur) + 5lu) + )

1. Wir messen zur Zeit ¢t = 0 die Energie des Systems. Welche Werte kann
man mit welchen Wahrscheinlichkeiten finden? Berechnen Sie auch den
Erwartungswert der Energie und die Varianz.
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2. Anstatt der Messung der Energie messen wir jetzt den Operator A zur Zeit
t = 0. Welche Messergebnisse kann man mit welchen Wahrscheinlichkeiten
finden? Was ist der Zustand des Systems unmittelbar nach der Messung?

3. Wir fithren nun keine Messungen durch sondern betrachten die Zeitent-
wicklung mit der Schrodinger-Gleichung: Geben Sie den Zustand [¢(t))
zur Zeit t an.

4. Berechnen Sie die Erwartungswerte von A und B zur Zeit t. Beobachtun-
gen?

5. Welche Messergebnisse mit welchen Wahrscheinlichkeiten findet man, wenn
man die Observable A zur Zeit ¢t misst? Analog fiir B. Interpretation.

A.4.3 Aufgabe 10: Zwei-Zustandssystem

Ein Teilchen befindet sich in einer Box, die durch eine diinne Trennwand geteilt
wird. Wenn wir mit Sicherheit wissen, dass das Teilchen in der linken Hélfte ist,
wird sein Zustand durch den Ket |L) beschrieben. Analog fiir die rechte Hilfte
mit |R). Der allgemeinste Quantenzustand ist eine lineare Superposition von |L)
und |R). Die Dynamik wird durch den Hamiltonoperator

H = A(|L)(R| + |R)(L|)
beschrieben, wobei A eine positive Energie ist.

1. Finden Sie die normierten Eigenzustinde und Energie-Eigenwerte des Ha-
miltonoperators.

2. Losen Sie die Schrodinger-Gleichung fiir einen beliebigen Anfangszustand |¢(t =
0)) zur Zeit t = 0, d.h. geben Sie [¢(¢)) in der Basis |L),|R) an.

3. Das Teilchen sei zur Zeit ¢t = 0 mit Sicherheit in der linken Héilfte. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit findet man es dann zur Zeit ¢ in der linken
bzw. rechten Halfte?

Bemerkung: Der Hamiltonoperator beschreibt eine hiufige physikalische Situa-
tion, in der ein Teilchen zwischen zwei Zustdnden tunnelt. Ein Beispiel ist das
HJ -Ton, wobei sich das Elektron in nullter Niiherung entweder beim linken oder
rechten Kern aufhalten kann (inbesondere wird die weitere rdumliche Struktur
in dieser Ndherung ausser Acht gelassen). Tatséchlich gibt es aber eine Kopplung
der beiden Zusténde durch einen Hamiltonoperator vom Typ wie oben. Die Os-
zillationen in 3. bezeichnet man als Rabi-Ostzillationen, die sich im Absorbtions-
und Emissionsspektrum bemerkbar machen. Viel mehr dazu spéter in der Vor-
lesung ...
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A.4.4 Aufgabe 11: )-Funktion

Die von Dirac eingefiihrte §-Funktion hat die Eigenschaft, eine Funktion f(x)
auf einen bestimmten Funktionswert f(xo) abzubilden. Mathematisch gesehen
ist die 6-Funktion eigentlich eine sog. Distribution, d.h. ein lineares Funktional
auf einem geeigneten Raum von Funktionen. Verzichtet man auf mathematische
Strenge, kann man die -Funktion definieren durch

/ " f(@) 8z — 20) de = f(a0)

fiir eine bei z( stetige Funktion f(x).

1.

Die 0-Funktion lésst sich durch geeignete Funktionenfolgen 4, (x) mit den
Eigenschaften

oo

/jo on(z)de =1, lim f(z) 0 (z) de = f(0)

n—oo
— 00

darstellen. Zeigen Sie diese Eigenschaften fiir die beiden Funktionenfolgen

0 z<-1/2n
(A) dp(x)=¢ n —1/2n<zxz<1/2n und (B) dn(z) =
0 z>1/2n

. Zeigen Sie §(a(x — x9)) = |T1L|5(x — Zp).

. Zeigen Sie fiir f(z) mit f'(x) stetig bei z = 0:

/ " f(@) 8 (@) dx = —£(0)

Zeigen Sie mit Hilfe der Funktionenfolgen, dass

x

lim On(z) dx = O(x)

wobei ©(x) die Heaviside-Sprungfunktion ist; es gilt also @’ (x) = 6(z).
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A.5 Blatt 4

A.5.1 Aufgabe 12: Wellenfunktion

Die Wellenfunktion eines Teilchens in einem eindimensionalen Problem sei
eipor/h
Va2 +1r?

a, po sind reelle Parameter und N die reelle Normierungskonstante.

e(r) =N

1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante N.
2. Der Ort des Teilchens wird gemessen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fin-

det man es im Intervall {—%, 73} ?

3. Berechnen Sie die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls des Teilchens.

A.5.2 Aufgabe 13 Ehrenfest Theorem

1. Orts- und Impulsoperator erfiillen die kanonische Vertauschungsrelation
[r, p] = ih. Beweisen Sie damit die folgenden Relationen:

[r,p"] = dhnp™ ! fiir jede natiirliche Zahl n
[p, f(r)] = —ihf'(r) fiir eine beliebige Funktion f(r)

2. Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen Problems sei gegeben durch

d 1
it (r)y = m ()
d

—_ = (V!

S o= (V')

Bemerkung: Das Ehrenfest Theorem kann leicht auf Probleme in beliebi-
gen Raumdimensionen verallgemeinert werden.

3. Diskutieren Sie die folgende Fragestellung: Erfiillt der Erwartungswert des
Ortes die klassische Bewegungsgleichung? Begriinden Sie, warum dies fiir
i) ein freies Teilchen, ii) ein Teilchen mit konstanter Kraft und iii) den
harmonischen Ostzillator wahr ist, im allgemeinen Fall aber nicht.
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A.5.3 Aufgabe 14: Virialsatz

1.

A.5.

Sei H der Hamiltonoperator und |¢,) eine normierte Eigenfunktion zum
Energieeigenwert F,. Zeigen Sie, dass fiir jeden beliebigen Operator A
Folgendes gilt:

Qﬁn}[/ivlf]hﬁn> =0

. Betrachten wir fiir den Rest der Aufgabe nun konkret ein eindimensionales

Problem mit
2
g=2 4 V(r)

2m
Berechnen Sie die Kommutatoren [H,p|, [H,r| und [H,r p].

Zeigen Sie, dass der Impulserwartungswert in einem Eigenzustand |¢,,)
verschwindet.

. Stellen Sie eine Beziehung zwischen dem Erwartungswert der kinetischen

Energie und dem Erwartungswert (¢, |r V' (r)|¢,) her. Leiten Sie daraus
den Virialsatz der Quantenmechanik fiir Potentiale V() = V r™ ab, wobei
1 eine natiirliche Zahl ist.

4 Aufgabe 15: Wellenpakete mit minimaler Unschérfe

Die verallgemeinerte Unschérferelation aus Aufgabe 6 impliziert fiir Impuls- und

Ortso

perator die bekannte Heisenbergsche Unschérferelation fiir einen beliebi-

gen Zustand

wobel

Ar Ap >

)

N >

Ar = /(A7) und Ap = /((Ap)?) .

Konstruieren Sie die eindimensionalen Wellenpakete mit minimaler Unschérfe,
d.h. die Wellenpakte, fiir welche Ar Ap = /2 gilt. Sie sollten das folgende
Ergebnis finden:

b(r) = N &/ o l_ <T2_A<:>)z

Dabei ist die Normierungskonstante N gegeben durch

T2: Qua

N = (2n(Ar)?) !
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Hinweis: Uberlegen Sie sich allgemein, fiir welche Zustinde die Schwarzsche
Ungleichung als Gleichung erfiillt ist. Leiten Sie daraus eine Differentialgleichung
fiir die Wellenfunktionen mit minimaler Unschérfe ab.
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A.6 Blatt 5

A.6.1 Aufgabe 16: Freies Teilchen in einer Dimension

Die Wellenfunktion eines freien Teilchens in einer Dimension sei zur Zeit t = 0
gegeben durch

P(x,t =0)=N / dk e~ ¥/ ko pikz

mit reellen positiven Konstanten ky und V.

1. Was ist die Wahrscheinlicheit P(p;,t = 0), dass eine Impulsmessung zur
Zeit t = 0 ein Messergebnis im Intervall [—py,p1] liefert? Skizzieren Sie
die Funktion P(p;,t = 0).

2. Was ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit P(p1,t) zur Zeit ¢? Inter-
pretieren Sie das Ergebnis.

3. Was ist die Form des Wellenpakets zur Zeit ¢ = 07 Berechnen Sie das
Produkt von Orts- und Impulsunschérfe Az Ap und interpretieren Sie Thr
Ergebnis. Beschreiben Sie qualitativ die weitere zeitliche Entwicklung des
Wellenpakets.

A.6.2 Aufgabe 17: Zeitentwicklung eines Gaufischen Wel-
lenpakets

Die Wellenfunktion eines freien Teilchens in einer Dimension sei zur Zeit t = 0
durch ein GauBsches Wellenpaket gegeben

Yz, t =0) = N e—a2” gike
mit reellen positiven Konstanten a, k und N.

1. Normieren Sie die Wellenfunktion.
2. Berechnen Sie die Wellenfunktion (x,t) zur Zeit t.

3. Berechnen Sie das Betragsquadrat der Wellenfunktion und driicken Sie
das Ergebnis mit Hilfe folgender Grofle aus:

def a
W) = T et

Skizzieren Sie |¢(z,t)|* zur Zeit t = 0 und fiir eine grofie Zeit ¢. Interpre-
tieren Sie das Verhalten.
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4. Berechnen Sie (z), (p), (z?), (p?), Az und Ap als Funktionen der Zeit.

5. Gilt die Heisenbersche Unschirferelation? Zu welcher Zeit ist das Produkt
der Unschérfen minimal? Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit Aufgabe 15.

A.6.3 Aufgabe 18: Teilchen mit konstanter Kraft

Wir betrachten ein eindimensionales Problem mit einem Teilchen in einem Po-
tential V(x) = —f 2 mit einer Konstanten f > 0. Dies beschreibt beispielsweise
ein geladenes Teilchen in einem homogenen elektrischen Feld.

1. Was folgt aus dem Ehrenfest Theorem fiir die Erwartungswerte von Ort
und Impuls des Teilchens? Losen Sie diese Gleichungen und vergleichen
Sie mit der klassischen Bewegung.

2. Berechnen Sie die Impulsunschiirfe Ap als Funktion der Zeit.

3. Betrachten Sie die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung in der Impulsdar-
stellung. Leiten Sie eine Beziehung zwischen 2 |(p|¢(¢))|* und 8% |(p|ly ()2
her. Finden Sie die allgemeinste Losung dieser Gleichung und interpretie-
ren Sie das Ergebnis.

A.6.4 Aufgabe 19: Translationsoperator

1. Berechnen Sie den Kommutator [z, T,] mit

T, = exp <@> ;
h
wobei a eine reelle Grofie mit der Dimension einer Linge ist.
2. Zeigen Sie, dass
Ty |2")

wieder ein Eigenzustand des Ortsoperators ist. Was ist der dazugehorige
Figenwert?

Bemerkung: Dieser sogenannte Translationsoperator T, wird spéter in der Vor-
lesung noch eine wichtige Rolle spielen.
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A.7 Blatt 6

A.7.1 Aufgabe 20: Unendlich tiefer Potentialtopf: Stati-
onire Zustinde

Berechnen Sie (z), (z%), (p), (p?), Az und Ap fiir den n-ten stationiiren Zustand
im unendlich tiefen Potentialtopf mit Breite a (n = 1 sei der Grundzustand). Ve-
rifizieren Sie die Giiltigkeit der Heisenbergschen Unschérferelation. Fiir welchen
Zustand ist das Produkt der Unschérfen minimal?

Aufgabe 21: Unendlich tiefer Potentialtopf: Dynamik

Wir betrachten wieder den unendlich tiefen Potentialtopf

0 fir0<z<a
oo sonst

Viz) = {

Die Wellenfunktion des Teilchens zur Zeit t = 0 sei eine Superposition der beiden
ersten stationiren Zusténde:

P(z,t =0) = N (¢1(x) + ¢2(x))

1. Normieren Sie die Wellenfunktion.

2. Berechnen Sie die Wellenfunktion ¢ (x, t) und ihr Betragsquadrat zur Zeit ¢.
Driicken Sie dabei [t/ (, t)|? unter Verwendung der Frequenz w = 72h/2ma>
aus.

3. Berechnen Sie den Erwartungswert des Ortes als Funktion der Zeit. Mit
welcher Frequenz oszilliert dieser und mit welcher Amplitude? Vergleichen
Sie mit der Amplitude eines klassischen Teilchens in einem Potentialkasten
- Interpretation?

4. Was ist der Erwartungswert des Impulses?

5. Wir messen die Energie des Teilchens. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
findet man welchen Wert? Was ist der Erwartungswert der Energie?

A.7.2 Aufgabe 22: Endlich tiefer Potentialkasten: Gebun-
dene Zusténde

Wir betrachten den endlich tiefen Potentialkasten

[ =W fir x| <a
Vie) = { 0 sonst
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mit Vo > 0. Im Folgenden interessieren wir uns fiir die gebundenen Zusténde,
d.h. die stationdren Zustdnde mit Eigenenergie E < 0.

1.

In der Vorlesung wurden die Anschlussbedingungen fiir die symmetrischen
Wellenfunktionen diskutiert. Zeigen Sie, dass sich damit die folgende Be-
dingung fiir die Eigenenergie E ergibt:

2
tanz = (@) -1 (A.2)
z
mit

. def 2m(E + V)
- h

; def 2mVy

0o = a 7

Zeigen Sie, wie man Gleichung (A.2) durch eine graphische Konstruktion
16sen kann, wenn man die linke und rechte Seite der Gleichung als Funktion
von z auftrigt.

. Betrachten Sie den Limes eines sehr tiefen Potentialkastens, Vj — oo.

Diskutieren Sie, wie das Energiespektrum aus der graphischen Losung
mit dem bekannten Energiespektrum des unendlich tiefen Potentialtopfs
iibereinstimmt.

. Betrachten Sie nun einen sehr flachen Potentialtopf. Gibt es immer einen

gebundenen symmetrischen Zustand?

Leiten Sie eine analoge Gleichung zu (A.2) fiir die antisymmetrischen Wel-
lenfunktionen her.

. Diskutieren Sie anhand der graphischen Losung dieser Gleichung, ob es

immer einen gebundenen antisymmetrischen Zustand gibt.

Wie kann man durch einen geeigneten Grenzprozess aus dieser Aufgabe die
gebundenen Zusténde im §-Potential V(z) = —ad(x), a > 0 bestimmen?
Welche gebundenen Zustdnde und Eigenenergien finden Sie?

A.7.3 Aufgabe 23: Halbunendlicher Potentialtopf

Ein Teilchen bewegt sich im Potential

00 fir z <0
V)= -V fir0<z<a
0 fir x > a
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mit Vp > 0. Zeigen Sie, dass die stationiren Zustidnde dieses Problems durch
die stationdren antisymmetrischen Wellenfunktionen des endlich tiefen Potenti-
alkastens aus Aufgabe 22 gegeben sind, wenn man diese auf den Bereich z > 0
einschrinkt. Gibt es immer einen gebundenen Zustand im obigen Potential?
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A.8 Blatt 7

A.8.1 Aufgabe 24: Eindimensionaler harmonischer Oszil-
lator: Eigenschaften der stationidren Zustéinde

Berechnen Sie (), (z2), (p), (p?), Az, Ap und die Erwartungswerte von potenti-
eller und kinetischer Energie fiir den n-ten stationéren Zustand des eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators. Verwenden Sie dabei die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren und die Darstellung der stationéren Zusténde durch diese
laut Vorlesung. Verifizieren Sie die Giiltigkeit der Heisenbergschen Unschérfere-
lation. Vergleichen Sie Thre Ergebnisse auch mit den Uberlegungen aus Aufga-
be 14.

A.8.2 Aufgabe 25: Eindimensionaler harmonischer Oszil-
lator: Dynamik

Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Oszillator.

1. Die Wellenfunktion des Teilchens zur Zeit ¢t = 0 sei folgende Superposition
der beiden ersten (normierten) stationdren Zusténde:

Y(x, t =0) = N (depo(x) + 3¢1(x))
Normieren Sie die Wellenfunktion.

2. Berechnen Sie die Wellenfunktion v (z, t) und ihr Betragsquadrat zur Zeit .
Skizzieren Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens zur Zeit ¢t =
0.

3. Berechnen Sie die Erwartungswerte von Ort und Impuls als Funktion der
Zeit. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Ehrenfest Theorem laut Auf-
gabe 13.

4. Die Energie des Teilchens wird gemessen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
findet man welche Ergebnisse?

5. Wiederholen Sie die obigen Aufgabenteile fiir die Anfangsbedingung

Y(x,t =0) = N (4o(x) + 3¢p2(x))
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A.8.3 Aufgabe 26: Eindimensionaler harmonischer Oszil-
lator: Klassisch verbotener Bereich

Betrachten Sie den Grundzustand des eindimensionalen harmonischen Oszilla-
tors. Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man bei einer Messung das Teilchen
im klassisch verbotenen Bereich? (Sprich: In dem Bereich, wo sich ein klassisches
Teilchen mit der Grundzustandsenergie des quantenmechanischen harmonischen
Oszillators nicht aufhalten kann.)

A.8.4 Aufgabe 27: Dreidimensionaler isotroper harmoni-
scher Oszillator

Wir betrachten einen dreidimensionalen isotropen harmonischen Oszillator. Kon-
struieren Sie analog zur Vorlesung die Eigenfunktionen und Energieeigenwer-
te durch Einfithrung von geeigneten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
Was ist die Entartung des Grundzustandes, des ersten angeregten Zustands und
des zweiten angeregten Zustands?

A.8.5 Aufgabe 28: Verschobener harmonischer Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen mit Ladung ¢ in einer Dimension in der Néhe
einer Gleichgewichtslage (0.B.d.A. bei x = 0). Wir schalten nun zusétzlich ein
schwaches elektrisches Feld E an.

1. Begriinden Sie, warum der Hamiltonoperator

» mw?

H=—
2m+ 2

das Teilchen beschreibt.

2> —qFx

2. Bestimmen Sie die Eigenenergien und driicken Sie die Eigenfunktionen
durch die des unverschobenen harmonischen Oszillators (sprich: des har-
monischen Oszillators mit £ = 0) aus.

3. Definieren Sie Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

deft 1 (ip+mwax)+y
V2hmw

1
V2hmw
mit einer geeigneten reellen Konstante v, so dass sich die Eigenwerte des
Hamiltonoperators direkt ablesen lassen.

oo (—ip+mwz)+7
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4. Berechnen Sie das elektrische Dipolmoment, sprich den Erwartungswert
des Dipoloperators D = gz, als Funktion des elektrischen Feldes.
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A.9 Blatt 8

A.9.1 Aufgabe 29: Endlich tiefer Potentialkasten: Streu-
zustinde

Wir betrachten wieder den endlich tiefen Potentialkasten aus Aufgabe 22:

=W fir x| <a
Viw) = { 0 sonst

mit Vo > 0. Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Streuzusténde, d.h. die
stationéren Zustdnde mit Energie £ > 0.

1. Konstruieren Sie analog zur Vorlesung den Streuzustand zur Eigenenergie
E > 0, den wir zur Beschreibung von von links einlaufenden Teilchen
bendtigen.

2. Berechnen Sie Transmissions- und Reflektionskoeffizient als Funktion der
Energie. Sie sollten als Ergebnis finden:

1

T(E) = V02

2a
w2 (2 (B
1E(E + Vo) " (h m(E +V5)

3. Skizzieren Sie T'(F) und interpretieren Sie die Energien, wo der Potenti-
alkasten vollstdndig transparent wird, indem Sie mit den Eigenenergien
eines unendlich tiefen Potentialkastens der Breite 2a vergleichen.

1+

A.9.2 Aufgabe 30: Potentialbarriere: Tunneleffekt

Wir betrachten nun eine Potentialbarriere

[ +W firjz]<a
Viz) = { 0 sonst

mit Vy > 0. Berechnen Sie die Streuzusténde fiir dieses Problem und geben Sie
Transmissions- und Reflektionskoeffizienten als Funktion der Energie an. Fiir
0 < E < Vj sollten Sie beispielsweise finden:

1
V02 s1.2 20“\/7
1+ m sinh (f 2m(Vb — E)

Bemerkung: Die Beobachtung, dass auch fiir £ < V fiir die Transmissionswahr-
scheinlichkeit T'(F) > 0 gilt, bezeichnet man als Tunneleffekt. In der klassischen
Physik wére die entsprechende Wahrscheinlichkeit gleich Null.

T(E) =

T2: Quantenmechanik 204 LMU Miinchen



A Ubungsaufgaben

A.9.3 Aufgabe 31: Potentialstufe

Wir betrachten nun die Streuung an einer Potentialstufe

0 firz <0
V(x)_{ +Vy  fiirz >0

mit Vy > 0.

1. Berechnen Sie den Reflektionskoeffizienten fiir Energien F < V und in-
terpretieren Sie IThr Ergebnis.

2. Berechnen Sie den Reflektionskoeffizienten fiir Energien £ > Vj.

3. Fiir dieses Potential gilt V(z = —oc0) # V(z = +00) und daher ist die
Geschwindigkeit des Teilchens links und rechts der Stufe unterschiedlich.
Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist deshalb nicht |F|?/|A]? (Notation
wie in der Vorlesung). Zeigen Sie, dass fiir E > Vj tatsiichlich Folgendes
gilt:

— 2
T E—Vy |F|
E AP

Sie kénnen dabei analog zur Vorlesung vorgehen oder mit der Wahrschein-
lichkeitsstromdichte argumentieren.

4. Verifizieren Sie die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit T(E)+R(E) =
1 fir £ > Vj.
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A.10 Blatt 9
A.10.1 Aufgabe 32: Potential aus zwei /-Funktionen

Wir betrachten ein eindimensionales Problem mit zwei attraktiven §-Potentialen
im Abstand ¢:

V(z) =—ad(x +€/2) — ad(x — £/2)

Aus der Vorlesung kennen wir die Bindungsenergie eines einzelnen J-Potentials
2

mit Stirke oz EFp = — 5.

1. Wir definieren p = /—2mE/h, wobei E die Eigenenergie eines gebunde-
nen Zustands im obigen Potential aus zwei §-Funktionen ist. Zeigen Sie,
dass die Eigenenergien durch die Losungen der Gleichung

2
el =+ (1— —p>
1

mit ©f oma /h? gegeben sind. Wie kann man diese Gleichung graphisch
16sen?

2. Zeigen Sie, dass der Grundzustand gerade Paritdt hat und seine Bindungs-
energie Fg kleiner als E'p ist. Interpretation? Zeichnen Sie die Wellenfunk-
tion.

3. Zeigen Sie, dass fiir £ grofer ein bestimmtes ¢, ein weiterer Eigenzustand
existiert. Was passiert im Limes ¢ — 07 Wie grof} ist £.7 Zeigen Sie, dass
dieser erste angeregte Zustand ungerade Paritét hat mit einer Eigenenergie
E 4 > Ep. Zeichnen Sie seine Wellenfunktion.

Bemerkung: Man kann dies als sehr vereinfachtes Modell des HJ -Molekiils be-
trachten, wobei das Coulomb-Potential der beiden Kerne durch die §-Potentiale
ersetzt wurde und das Problem auf eine Dimension eingeschréinkt ist. Man sieht,
dass es immer einen Bindungszustand gibt mit einer Energie kleiner als die des
dissoziierten Molekiils, Fg < Ep (fiir eine korrekte Behandlung miissten wir
hier zusétzlich noch die Coulomb-Abstossung der Kerne beriicksichtigen). Man
bezeichnet den entsprechenden Eigenzustand in der Molekiilphysik als bonding
state, obigen ersten angeregten Zustand als antibonding state.

A.10.2 Aufgabe 33: Unendlich tiefe Potentialmulde
Wir betrachten die Potentialmulde
V(F)_{ 0 fir|fl<a

oo fir|F] >a
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im dreidimensionalen Raum.

1. Berechnen Sie die erlaubten Energieeigenwerte und dazugehorigen Eigen-
funktionen fiir Drehimpulsquantenzahl [ = 0.

2. Leiten Sie fiir allgemeine Drehimpulsquantenzahlen [ folgende Radialglei-
chung ab (Notation wie in der Vorlesung):

d*u _ (M — k2> u(r)

dr? r2

mit k % V2mE /h. Losungen dieser Differentialgleichung sind beliebige
Superpositionen

u(r) = ey rji(kr) + carny(kr) ,

wobei j;(x) eine sphérische Bessel-Funktion vom Grad [ und n;(z) eine
sphérische Neumann-Funktion vom Grad [ ist. Schlagen Sie in einer geeig-
neten mathematischen Formelsammlung die Eigenschaften dieser Funktio-
nen nach und zeigen Sie damit, dass die Eigenenergien allgemein durch

o,

2ma?

Enl

gegeben sind, wobei 3, die n-te Nullstelle von j;(x) ist.

A.10.3 Aufgabe 34: Endlich tiefe Potentialmulde

Wir betrachten nun die endlich tiefe Potentialmulde

L[ =W fir|fl<a
V(T)_{ 0 fir |7] > a

mit V5 > 0 im dreidimensionalen Raum. Finden Sie den Grundzustand durch
Losung der Radialgleichung fiir Drehimpulsquantenzahl [ = 0. Unter welcher
Bedingung gibt es keinen gebundenen Zustand mehr? Vergleichen Sie mit Threm
Ergebnis fiir den attraktiven Potentialkasten in einer Dimension.

Bemerkung: Man kann diese Potentialmulde als vereinfachtes Modell der Wech-
selwirkung von Proton und Neutron betrachten. Der entsprechende Bindungs-
zustand mit [ = 0 ist das Deuteron.
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A.10.4 Aufgabe 35: Eigenschaften der Legendre-Polynome
sowie der Kugelflichenfunktionen

In der Vorlesung wurden die Legendre-Polynome P;(z) sowie die Kugelfliichen-
funktionen als vollstandige Systeme orthonormierter Funktionen eingefiihrt. Ers-
tere lassen sich nach der Formel von Rodriguez (1) darstellen und erfiillen die
Orthogonalitéitsrelation (2)

1 d

= g7 @@= ()

Fi(z)

1
2
Pon(z)Pp(x)de = ———0mn (2
| Pule)P@de = 5200 (2)
Kugelflsichenfunktionen Y;™(0, ¢) = C/"P/"(cos)e"™? werden konstruiert aus
den assoziierten Legendre-Polynomen (3) und erfiillen ebenfalls eine Orthogo-
nalitétsbeziehung (4):

Pr() = (1- 222 p ) (3)

dx™

/_1Pl ()P (x)dx = 2l—+1(l—m)!5w6mm/ (4)

1. Jede im Intervall [—1, 1] stetige und beschréinkte Funktion f(z) kann nach
Legendre-Polynomen entwickelt werden. Berechnen sie allgemein die Ko-
effizienten ¢,, einer solchen Entwicklung f(z) = Y7 ¢, Pa(2) und stellen
Sie g(z) = 53 + 62% — 32 + 5 explizit in dieser Basis dar.

2. Berechnen Sie allgemein den Koeflizienten C", so dass die Kugelflachen-
funktionen normiert sind.

3. Jede auf der Kugelfliche beschrinkte Funktion kann in eine Reihe nach
den Y, (0, ¢) entwickelt werden. Fithren Sie dies explizit fiir die Funktion

h(8,¢) = (sin(6)e + 1)% durch.
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A.11 Blatt 10

A.11.1 Aufgabe 36: Eigenschaften des Wasserstoffatoms
und der Kugelflichenfunktionen

1. Berechnen Sie (r) und (r?) fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms
(r ist der Radius). Was ist der wahrscheinlichste Wert von r im Grund-
zustand? Driicken Sie die Ergebnisse in Einheiten des Bohrschen Radius
aus.

2. Berechnen Sie (x) und (z?) fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms
(Symmetrien ausnutzen und nicht blind losrechnen!).

3. Berechnen Sie (z?) fiir den Zustand n = 2,1 =1,m = 1.

A.11.2 Aufgabe 37: Dichteoperator fiir Spin-1/2 Systeme

1. Zeigen Sie, dass man die Dichtematrix eines Spin-1/2 Systems in der fol-
genden Form schreiben kann:

1 1 =
=7 — T
P=s3 +h<S> o

-,

Dabei ist I die 2x2-Einheitsmatrix, o; sind die Pauli-Matrizen und (S) ist
der Erwartungswert des Spins.

2. Zeigen Sie, dass nur fiir einen maximal polarisierten Spin ein reiner Zu-
stand vorliegt.

Eines der zentralen Ergebnisse der statistischen Physik ist die Aussage, dass
ein Quantensystem im Kontakt mit einem Wérmebad der Temperatur 7' im
Gleichgewicht durch den folgenden Dichteoperator beschrieben wird:

p= % e H/ksT (A.3)

mit der sogenannten Zustandssumme Z & 7y (e_H/ kBT)

1. Betrachten Sie den Fall eines Spin-1/2 Teilchens mit gyromagnetischem
Verhéltnis v, das sich in einem statischen Magnetfeld B in z-Richtung
befindet. Geben Sie die Dichtematrix fiir das System bei Temperatur T’
laut (A.3) explizit an.

2. Berechnen Sie die Spinerwartungswerte in z, y und z-Richtung und wei-
terhin die magnetische Suszeptibilitét in z-Richtung (Brillouin Formel).
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A.11.3 Aufgabe 38: Identische Teilchen im Potentialkas-
ten

Wir betrachten einen unendlich hohen Potentialkasten der Breite a, in dem
sich zwei nicht miteinander wechselwirkende Teilchen befinden. Den Spin der
Teilchen koénnen Sie in dieser Aufgabe ignorieren. Geben Sie jeweils die Ge-
samtwellenfunktion, die Energie und die Entartung fiir den Grundzustand und
den ersten angeregten Zustand an falls

1. die beiden Teilchen unterscheidbar sind.
2. die beiden Teilchen ununterscheidbare Bosonen sind.

3. die beiden Teilchen ununterscheidbare Fermionen sind.

Aufgabe 39: Addition von zwei Spin-1/2

Wir betrachten zwei unterscheidbare Spin-1/2 Teilchen mit den Spinoperatoren

§1 und gg. Die Operatoren S?, S;Q, S1. und Ss, bilden einen vollstdndigen Satz
von kommutierenden Observablen mit den Eigenvektoren

|+a+> ) |+7_> ) |_7+> ) _7_> (A4)

Dabei bezieht sich der erste Eintrag auf die magnetische Quantenzahl von Teil-
chen 1, der zweite Eintrag auf die magnetische Quantenzahl von Teilchen 2.

Der Gesamtspinoperator des Systems ist definiert als g S+ S Zeigen
Sie, dass S?, §§, 52 und S. auch einen vollsténdigen Satz von kommutieren-
den Observablen bilden, indem Sie die entsprechenden Eigenvektoren explizit
konstruieren,

SHS.M) = 318, M) = 2w |5, M)
S?|8, M) = S(S+1)h%|S, M)
S.|S,M) = Mh|S, M),

mit Quantenzahlen S, M, die Sie ausrechnen sollen. Was ist die Symmetrie dieser
Zusténde bei Vertauschung der beiden Teilchen?

Hinweis: Berechnen Sie explizit die Matrixdarstellung von 52 in der Basis (A4).

T2: Quantenmechanik 210 LMU Miinchen



A Ubungsaufgaben

A.12 Blatt 11

A.12.1 Aufgabe 40: Zwei Teilchen im unendlich tiefen Po-
tentialkasten

Betrachten Sie zwei Teilchen der Masse m im unendlich tiefen Potentialkasten.
Berechnen Sie den Erwartungswert ((z1 — x2)?) als Funktion der Hauptquan-
tenzahlen fiir folgende drei Fille:

1. Die Teilchen sind unterscheidbar.
2. Die Teilchen sind ununterscheidbare Bosonen mit Spin 0.

3. Die Teilchen sind ununterscheidbare Fermionen mit Spin 1/2.

Hinweis: Folgende Integrale sind niitzlich (n,m € N):

a 2

/ xsinQ(ﬂx)d:c -
0 a 4
a 3 -3 2 2,2

/ 2sin2(Cpydy = (3 +2mn7)

0 a 1272n?

a ) 2 1 -1 1+m+n
/0 xsin(%n:v) sin(%x)dw = a4 n:;gn;——( m2))2 ) fiir n £m

Bemerkung: Sie werden sehen, dass allein aufgrund der Symmetrieiiberlegungen
(und ohne jede Wechselwirkung der Teilchen miteinander) die Teilchen fiir eine
symmetrische Ortswellenfunktion im Mittel ndher zusammen sind als fiir eine
antisymmetrische Ortswellenfunktion. Im Wasserstoffmolekiil Hy sind die Elek-
tronen im Gundzustand beispielsweise in einem Singulett-Zustand, weil dann die
symmetrische Ortswellenfunktion der Elektronen zwischen den beiden Kernen
itber die Coulomb-Wechselwirkung die Kerne aneinanderriickt.

A.12.2 Aufgabe 41: Zwei wechselwirkende Teilchen im un-
endlich tiefen Potentialkasten

Wir betrachten das gleiche Problem wie in Aufgabe 40 mit einer zusétzlichen
Wechselwirkung der beiden Teilchen miteinander mit dem Potential

V(z1,22) = gd(x1 — 22) .

Berechnen Sie den Effekt der Wechselwirkung auf die Energie des Grundzu-
stands und ersten angeregten Zustands (fiir die drei Fille in Aufgabe 40) mittels
Storungstheorie erster Ordnung.
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A.12.3 Aufgabe 42: Anharmonischer Oszillator

Wir betrachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit einer klei-
nen anharmonischen Stérung:

1
H="—+ _—mw?2* +ghwa®,
2m = 2
Berechnen Sie in erster und zweiter Ordnung Storungstheorie in ¢ den Ein-
fluss des anharmonischen Terms auf die Eigenenergien. Geben Sie insbesondere

explizit die Energiedifferenz benachbarter Energieniveaus an.

Hinweis: Die Rechnung machen Sie am einfachsten durch Verwendung der Erzeungs-
und Vernichtungsoperatoren.

A.12.4 Aufgabe 43: Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Die Entartung der Energieniveaus mit gleicher Hauptquantenzahl aber unter-
schiedlicher Drehimpulsquantenzahl im Wasserstoffatom wird durch die soge-
nannte Feinstruktur (teilweise) aufgehoben. Der erste Beitrag zur Feinstruktur
ist eine relativistische Korrektur. Zeigen Sie, dass die Entwicklung des relati-
vistischen Ausdrucks fiir die kinetische Energie zu folgendem zusétzlichen Term
im Hamiltonoperator fithrt:

4

8m3c?

Hrel =

Berechnen Sie damit in erster Ordnung Stérungstheorie die relativistische Ver-
schiebung der Energieniveaus. Dabei diirfen Sie folgendes Ergebnis unbewiesen
verwenden:

1
(14 1/2)n3a?

1
nlm| — |nlm) =
(nlm| = ntm)
mit dem Bohrschen Radius a.
Bemerkung: Der zweite Beitrag zur Feinstruktur ist die sogenannte Spin-Bahn

Kopplung, die bemerkenswerterweise zu einer d&hnlichen Verschiebung der Ener-
gieniveaus wie die relativistische Korrektur fithrt. Das Gesamtergebnis ist dann

o 13.6eV 1+042 n 3
" n? n2 \j+1/2 4

mit dem Gesamtdrehimpuls J = L+5 und der Sommerfeld-Feinstrukturkonstante

e? 1
o= N — .
dmeghe 137
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A.12.5 Aufgabe 44: Dreidimensionaler harmonischer Os-
zillator mit Storung

Wir betrachten einen dreidimensionalen isotropen harmonischen Oszillator mit
dem Storterm

Honn = ngyz .

Berechnen Sie die Korrekturen in Ordnung g zur Grundzustandsenergie und zur
Energie des ersten angeregten Zustands.
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A.13 Blatt 12

A.13.1 Aufgabe 45: Drehimpulsalgebra und Clebsch-Gordan
Koeffizienten

1. Der Vektoroperator J sei eine Darstellung der Drehimpulsalgebra mit der
iiblichen Basis |J, M) laut Vorlesung. Zeigen Sie, dass fiir die Auf- und

Absteigeoperatoren Ji def Jz £ 1J, Folgendes gilt:

Je|lJ, M) = h/J(J +1) = M(M £1)|J,M +1)

2. Betrachten Sie die Addition zweier Drehimpulse Ji und Jo. Zeigen Sie,
dass die Anzahl der Eigenvektoren |J, M) des Gesamtdrehimpuloperators
gleich der Dimension des Tensorproduktes der Hilbertrdume H; und Hs
ist (Notation wie in Vorlesung).

3. Betrachten Sie explizit die Addition eines ganzzahligen Bahndrehimpulses
[ und des Elektonenspins (wie im Wasserstoffatom). Berechnen Sie explizit
die Clebsch-Gordan Koeffizienten fiir J =1+ 1/2, M =1 —1/2 und fiir
J=1-1/2, M =1-1/2.

A.13.2 Aufgabe 46: Yukawa Potential

Unter anderem in der Kernphysik spielt das Yukawa Potential eine wichtige
Rolle:

e Hr

V() =—9—
Geben Sie durch Wahl einer geeigneten Variationswellenfunktion eine obere
Schranke fiir die Bindungsenergie des Grundzustands an. Bei der Wahl der Va-
riationsfunktion sollten Sie sich davon leiten lassen, dass Sie die Grundzustand-
senergie des Wasserstoffatoms exakt reproduzieren (wobei es mehrere Moglich-
keiten gibt, diese Randbedingung zu erfiillen: wiihlen Sie irgendeine aus).

Hinweis: Das Yukawa Potential wird auch als abgeschirmtes Coulomb Potential
bezeichnet, wobei pt = me,c/h und me, die Masse des Austauschteilchens ist.

A.13.3 Aufgabe 47: Zweizustandssystem

Betrachten Sie ein Zweizustandssystem mit einem Hamiltonoperator Hy, der
die normierten Eigenzustinde |¢),) (mit Energie E,) und [¢;) (mit Energie Ey)
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hat. O.B.d.A. sei E, = —E, (ldsst sich durch Verschiebung des Energienull-
punkts immer erreichen). Wir schalten nun eine Stérung W mit den folgenden
Matrixelementen an:

<¢a|W|¢a>:<¢b|W|¢b> = 0
(V| W ) = (Wp|Wlthe) = g

1. Geben Sie die exakten Eigenenergien des gestorten Hamiltonoperators an.

2. Berechnen Sie die Eigenenergien des gestorten Systems in Storungstheorie
zweiter Ordnung.

3. Geben Sie eine Schranke fiir die Grundzustandsenergie an, indem Sie die
Variationswellenfunktion

1) = (cos @) [¢ha) + (sin @) [t)

mit dem freien Parameter ¢ verwenden.

4. Vergleichen Sie die obigen Ergebnisse. Warum funktioniert die Variati-
onsmethode hier so gut? Was passiert im Limes E, — E, mit Ihrem
storungstheoretischen Ergebnis und warum?

A.13.4 Aufgabe 48: WKB Approximation

Eine wichtige Ndherungsmethode bei der Behandlung eindimensionaler Proble-
me ist die WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) Approximation. Die Grundan-
nahme dieser Approximation ist, dass sich das Potential V' (z) nur langsam auf
der Skala der Wellenlidnge des Teilchens verdndert.

1. Machen Sie den folgenden Ansatz fiir die eindimensionale Wellenfunktion:
Ulw) = Ala) €40

mit zwei reellen Funktionen A(z) und ¢(z). Leiten Sie dann aus der zeitu-
nabhéngigen Schrodinger-Gleichung mit einem Potential V(x) durch Be-
trachtung von Real- und Imaginérteil zwei Differentialgleichungen fiir A(x)
und ¢(z) ab. Machen Sie die Annahme, dass A”(z) vernachléssigbar ist
(gleichbedeutend mit einem langsam verdnderlichen Potential) und zei-
gen Sie, dass die Losung dieser Differentialgleichungen in einem klassisch
erlaubten Bereich auf
w(x) ~ A eiifp(m)dw/h
p()
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fithrt und in einem klassisch verbotenen Bereich auf

D) ~ A S p@)lds/n

@)

p(z) def 2m(E — V(x)) ist hier der klassische Impuls (im erlaubten Be-
reich) und A eine Proportionalitétskonstante.

2. Betrachten Sie nun das Tunneln eines von links einlaufenden Teilchens mit
Energie E durch eine Barriere V (z):

0 firz <0
V(z)=< ov(z)>F firo<z<a
0 fir x > a

Leiten Sie fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit T' durch eine hinrei-
chend breite oder hohe Barriere Folgendes ab:

T o =2 J& p(@)lda/n (A.5)

Dabei héingt die Proportionalitédtskonstante nur schwach von den Parame-
tern des Streuproblems ab. In der Berechnung von (A.5) diirfen Sie die
Ableitung von p(x) im Inneren des Intervalls (0, a) vernachléssigen (konsis-
tent mit der Bedingung langsam verinderliches Potential). Anwendungen
dieser Art sind typisch fiir die WKB Néaherung.
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A.14 Probeklausur 1

A.14.1 Aufgabe 1:

[3 Punkte]

Die Wellenfunktion eines Teilchens in einer Dimension sei

Dabei ist a eine reelle positive Konstante. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung den Impuls im Intervall

[h(k — Ak/2), h(k + Ak/2)]

zu finden? Ak kann als klein angenommen werden.

Hinweis:

/ dz e _\/§ fir A >0

A.14.2 Aufgabe 2:

[4 Punkte]

Von einem Teilchen mit Masse m in einer Dimension sei die Grundzustandswel-
lenfunktion

(6% _az?
wo(w)zwﬁe ,a>0

und die Grundzustandsenergie Ey = 0 bekannt. In welchem Potential bewegt
sich das Teilchen?

A.14.3 Aufgabe 3:

[4 Punkte]
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Wir betrachten den zweidimensionalen Hilbertraum mit der Basis |[+) = ( (1) ) ,

0 .
[—) = ( 1 ) Das Quantensystem sei in dem Zustand |¢)) = %(H—) + =),

bevor wir nun eine Reihe von Messungen durchfiihren.

1. In einer ersten Messung messen wir o,. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
findet man welchen Messwert? Was ist der Erwartungswert der Messung?

2. Die erste Messung hat nun konkret den Messwert -1 geliefert. Wir messen
danach in einer zweiten Messung die Observable A = o, + 0, + 0. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit findet man welchen Messwert? Was ist der
Erwartungswert der Messung?

Hinweis: Die Pauli-Matrizen sind folgendermassen definiert:

(01 (0 i (10
=10 S A 7o 1
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A.14.4 Aufgabe 4:

[5 Punkte]

Wir betrachten ein Teilchen in einer Dimension in einem unendlich tiefen Po-
tentialtopf:

0 fir0<z<a
oo sonst

Vi) - {

1. Berechnen Sie die stationdren Eigenzustdnde und Eigenenergien.

2. Zur Zeit t = 0 habe das Teilchen die Wellenfunktion

sonst

w(x,tzo):{ (1)/\/6 fir0<z<a

d.h. man findet es zur Zeit ¢ = 0 an jedem Ort im Potentialkasten mit
gleicher Wahrscheinlichkeit. Mit welchen Wahrscheinlichkeiten findet man
bei einer Energiemessung dieses Teilchen in welchem Eigenzustand?

3. Geben Sie die Wellenfunktion fiir Zeiten ¢ > 0 an.

A.14.5 Aufgabe 5:

[5 Punkte]

Wir betrachten die eindimensionale Streuung an einem repulsiven J-Potential:
V(z) =ad(x) mit o > 0

1. Geben Sie die Anschlussbedingung der Wellenfunktion bei z = 0 an und
leiten Sie die Anschlussbedingung der Ableitung bei x = 0 ab.

2. Konstruieren Sie die Streulésung fiir ein von links einlaufendes Teilchen
mit Energie E.

3. Bestimmen Sie daraus die Transmissionswahrscheinlichkeit T'(E).
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A.14.6 Aufgabe 6:

[4 Punkte]

Wir betrachten den quantenmechanischen starren Rotator in einem Magnetfeld:
2

H=—
20

+7§~E

L ist der quantenmechanische Drehimpulsoperator und ©, « sind systemspezi-
fische Konstanten

(© =Tréigheitsmoment, v =gyromagnetisches Verhiltnis).

1. Geben Sie die moglichen Energieeigenwerte fiir ein Magnetfeld in z-Richtung
an, B = (0,0,b).

2. Geben Sie die méglichen Energiceigenwerte fiir das Magnetfeld B = (b, 0, b)
an.

Hinweis: Sie sollen sich in dieser Aufgabe auf ganzzahlige Darstellungen der
Drehimpulsalgebra beschrinken.
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A.15 Probeklausur 2

A.15.1 Aufgabe 1:

[5 Punkte]

Betrachten Sie zwei Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen harmoni-
schen Oszillator. Geben Sie explizit die Gesamtwellenfunktion fiir den Grund-
zustand und den ersten angeregten Zustand fiir folgende Fille an:

1. Die Teilchen sind unterscheidbar.
2. Die Teilchen sind ununterscheidbare Bosonen mit Spin 0.

3. Die Teilchen sind ununterscheidbare Fermionen mit Spin 1/2. (Vergessen
Sie hier nicht, die Spinwellenfunktion mit anzugeben!)

Bei Entartung eines Zustands sollen Sie insbesondere alle moglichen Gesamtwel-
lenfunktionen zu dieser Eigenenergie angeben. Normierungsfaktoren der Wellen-
funktion diirfen Sie ignorieren.

Hinweis: Die (nicht normierte) Grundzustandswellenfunktion eines Teilchens im
obigen harmonischen Oszillator lautet (£ Lf h/mw)

1
Yo(z) = e /20 Eigenenergie: £y = 3 hw
und fiir den ersten angeregten Zustand

3
Yi(z) = %e*zz/yz Eigenenergie: E = 3 hw

A.15.2 Aufgabe 2:

[7 Punkte]

Betrachten Sie einen Spin-1/2 Freiheitsgrad, der mit einem Storterm an einen
harmonischen Osrzillator gekoppelt ist:

H=Aoc, + hw (aTa—l—%) +Ao.(a+al)
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Dabei sind A,w > 0 und af,a die Auf- und Absteigeoperatoren des harmoni-
schen Oszillators. Die Pauli-Matrizen sind folgendermassen definiert:

(01 (1 0
=11 0 %= Lo -1

Berechnen Sie die Grundzustandsenergie fiir A = 0, in erster Ordnung Stérungs-
theorie in A und in zweiter Ordnung Storungstheorie in .

A.15.3 Aufgabe 3:

[2 Punkte]

Wir betrachten ein eindimensionales Problem mit einem Teilchen der Masse m
in einem Potential V(z) = —fz mit f > 0. Losen Sie die Bewegungsgleichung
fiir den Impulsoperator im Heisenberg-Bild. Was ist die Zeitabhéngigkeit des
Impulserwartungswertes eines beliebigen Anfangszustandes?

A.15.4 Aufgabe 4:

[4 Punkte]

Wir betrachten ein freies Teilchen der Masse m in einer Dimension mit einem
attraktiven d-Potential am Ursprung:

V(z) = —ad(x) , a>0

Finden Sie eine obere Schranke fiir die Bindungsenergie des gebundenen Zu-
stands, indem Sie das Variationsverfahren mit den Variationswellenfunktionen

() = (2—b>1/4 et

™

verwenden. Diese Wellenfunktionen sind bereits normiert und & > 0 ist Ihr
Variationsparameter.

Hinweis:
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A.15.5 Aufgabe 5:

[4 Punkte]

1. Die Dichtematrix eines Spin-1/2 Systems sei in der Eigenbasis von o,
durch

. < —?{?4 iéi )

gegeben. Was sind die Erwartungswerte bei der Messung von S, = %az

bzw. S, = %oz? (Die Definitionen der Pauli-Matrizen finden Sie in Auf-

gabe 2). Liegt ein reiner Zustand vor?
2. Die Zeitentwicklung eines Dichteoperators ist im Schrodinger-Bild durch
p(t) = U(ta to) p(tO) UT (tv tO)
gegeben, wobei U (t, to) der Zeitentwicklungsoperator ist. Zeigen Sie damit,

dass aus einem gemischten Zustand niemals ein reiner Zustand werden
kann.

A.15.6 Aufgabe 6:

[3 Punkte]

Betrachten Sie zwei unterscheidbare Teilchen mit Spin s; und Spin so (0.B.d.A.
s1 > s2). Die Wechselwirkung dieser beiden Teilchen wird durch den Hamilton-
operator

H=JS -8 , J>0
beschrieben, wobei §1, gg die Spinoperatoren der beiden Teilchen sind. Was ist

die kleinste bzw. grofte Eigenenergie dieses Hamiltonoperators? Was ist jeweils
die Entartung dieser Zusténde?
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B Losungen zu den Ubungsaufgaben

B.1 Blatt 0 Priasenziibung

B.1.1 Aufgabe A
Sei K ein komplexer 3-dimensionaler VR,

Ket |i) € K sind dessen Elemente
Bra (j| werden definiert als lineare Funktionale K — C

(3 | 111)] = (4 | 4) Skalarprodukt

— Die Menge der Bras (j| bildet den Dualraum KP zu K, beide sind zueinander
isomorph. Insbesondere induziert eine ONB in K eine in K.
Die lineare Abbildung («| wird durch ihre Werte auf Basiselementen bestimmt.

{l[[1)] = {a]1) - (1] = (i) = —i

—— —— ——
Abbildung an- Skalarprodukt der Eigenschaft des
gewendet auf |1) Elemente |a),|1) aus K SKP

analog (o | 2), (a | 3). Entsprechend stellt man («| in der induzierten Basis
{(1], (2], 3]} dar.

1. (af = —i(1] —4(2| +2i(3]
(Bl = —2i(1| +2(3|

2. (a]a) =1+16+4 =21

(a| ) =2+ 4
Bla)y=2—-4i=(a|p)"
211)(1]  +2i[1)(3] 2 0 2
3. A=a){B = +8i2)(1] -82)3|, (@|A|jy;=] 8 0 -8
—4I3)(1] —44|3)(3| —4 0 —4i

B.1.2 Aufgabe B

— Wir betrachten nur endlich dimensionale Operatoren, die sich durch Matrizen
darstellen lassen.
A = (a4j)ij, AT = (aj;)*, hermitescher Operator: A = AT

L (A+B)T = (as; +bi)" = ((a;0)* + (b5)") = (aig)* + (biy)* = AT + B fir
A,B hermitesch

2. (@A)t = (aa;)t = a*(a;)* = a* AT = @A mit A hermitesch (AT = A)
= o = « reell
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3.

B.1.

(AB)F = (aizbu)ly = (aj,b3) = (@fb;7) = (0 a;]) = BiAT
N.B. Einstein-Notation, d.h. es wird iiber j summiert!

(AB)t £ BtAt £ (AB)

Produkt soll hermitesch sein < [A,B] = 0 kommutieren

Durch explizietes Anschreiben
e B[A,C] + [A,B]C = BAC - BCA + ABC - BAC = ABC - BCA =
[ABC]

e (ABC - ACB - BCA + CBA) + (BCA - BAC - CAB + ACB) +
(CAB - CBA - ABC + BAC) = 0

. Tr(AB) = > (aijbji) = > (bjiai;) = Tr(BA) (Vertauschung von duflerem

ij ij
Spur- und innerem Index der Matrixmultiplikation)

o Esgelte PP =P, P =P, [P,P] =0
= (P1P2)2 =P PBPP = P12P22 = PP

° P12 = Pl, P22 = PQ, (P1P2)2 = P1P2 und (P1P2)T == (P1P2)
Wir verwenden: Ein Projektor ist immer hermitesch:
[P\Py) = PP, — P,P, = PP, — P}P] = PP, — (P, P,)t
=P P -PP=0= [Pg,Pl]ZO

e Mit x € H = Py(x) € Ho und Pi(y) € Hy fiiry € Ho CH
P1P2(x) = Pl(PQ(I)) S Hl n HQ

. Darstellung in der Diagonalbasis, UT = U~ unitér
A - 0\ A0 A - 0\ ! +
! . B .
0 - A\ 0 - A% 0 - A\ 0

= XNN=1 N =1V

3 Aufgabe C
(1—A) i 0
—i (1=2X) 0 =(1=-XN)24=-N)—(4=)) = (4=N)(A\2=2))
0 0 (4-XN)
=0
:>EW)\1=O,)\2=2und/\3:4
EV:
A =0 Ao =2 A3 =4
0=x+1iy 0 =-x+ iy
0=-ix +y 0=-ix-y
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—_—0 O SN~

O = 4z O = 2z
% % 0
= V1 = ’L/J, = Uy = —Z/J, = U3 = 0
0 0 I
1 1
bzw. v1 = \/LE (Z) bzw. U5 = % —Oz bzw. U3 =

2. et =% L(iHt)"

=U"'Y L(it)"(H%9)"U — diagonalisierende Matrix ergéinzt 1 = UU !

00
—vry e[ 0 a0 U
n 0 0 A
ei)\lt 0 0
=U-! 0 et 0 U Setze a; = et
0 0 ei)\gt

Bilde diagonalisierende Matrix aus den EV, beachte det U L1

1 1 0 1 — 0
Ult=211|4i —i 0 U=WwYHt=L[1 7 o0
V2 ’ V2
0 0 V2 0 0 V2
1 1 0 ap 0 O 1 —i 0
seft=21 i —i 0 0 ay 0 1 i 0
0 1 0 0 oag 0 0 1
a1 + a2 i(ag — al) 0 ‘ ‘
=3 | ilar—a2) (a1+a2) 0 mit a; = 1, as = €2 und as = 2e**
0 0 as
1 + eQit ,L'(eQit _ 1) O
— % i(€2it _ e4it) (1 + eQit) 0
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B.2 Blatt 1

B.2.1 Aufgabe 1: Pauli-Matrizen

L4 Ui:Uju

Tr(o;) = 0, A2 = *1 sind Eigenwerte (durch Nachrechnen)

e Ansatz:

a B\ [ mo O 0 my 0 —iMmy m. 0
(55)-0% m) (a5 ) Camy 57 ) (% )
_(mo—i-mz mz—imy)

My + 1My Mo — M

ausmo—l—mz:aundmo—mzzéfolgtmozO‘—""SundmZ:

aus my — imy = B und my +im, = v folgt m, = Mundmy: %

a—9
2

B.2.2 Aufgabe 2: Zeitabhingige SGL
ihgg[p(t)) = H|y(t)) mit

|1/)(t)>—a(t)<(1)>+b(t)<(1)>_<

e Diagonalisierung: 0 = det ( €A . —lg- A ) =N -2+ (2—¢%) = A12
= e &£ ¢ sind Eigenwerte
e Eigenvektoren:
A =€+ g Ao =€ —
-1 1 T
=0 0
(35 0)= oG >( )-
=>x=y =X =
(1 1 1
= Vy = ﬁ 1 = V_ ﬁ
1
1_ 1 — (71t —
e Diagonalisierende Transformation: U™ = 7 ( 1 1 ) = (U N =
U- 1
1 ~1
e Losung der SGL in der Eigenbasis: ih-& U~ 1U[y(t)) = UHU ' Up(t))

mit U(t)) = < fz((?) ) Multiplik. U von links
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V(x)

Abbildung B.1: Potential des harmonischen Oszillators

a(3)-(9 L) () (1 )

(Bewegungsgleichungen fiir ¢(t) und d(t) entkoppeln)

I L) — F(e+ g)dt = c(t) = Cemt " (t=to)

; . I . e N4 (11
e Losung in urspriinglicher Basis: |¢(t)) = U ( d(t) >— \/5< 1 1

. (t—tg) . (t—tg)

i igt—to)
— C —if(t=to) [ © s e
. t—t . t—t,

\/5 efzg( hO) _ GZg( ﬁO)

P cos( 2t
= CvV2e it to)( ( g(f%_to)))

—1 Sin(T

Mit Randbedingungen [¢4(0)) = < (1) )

=1 =0,C= % und [¢(t)) = e~ Uit ( c'os:(?)t

B.2.3 Aufgabe 3: Bohr-Sommerfeld-Quantisierung

1. Harmonischer Oszillator:
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H= % + %mwzx2 = E « klassische Hamiltonfunktion

klassische Umkehrpunkte: p = 0 = 22 = 72—52, T4 = 25— 4g

mw?

Quantisierungsregel: [ pdx < hn; — Wegintegral iiber eine volle Periode
c

[=2]

Darstellung von p: p = :l:\/2m(E — 2mw?a?) (p > 0 auf dem gewihlten
Weg 2 — x4)

T4 +xo
2 [ \/2m(E — tmw?a?)dr =2 [ mw/2E — a2de = 2328 = hng

—x0

2FE 2

mit == = zj

= E = hwng,, n, € Ny

(Quantisierende Energien des H.O. ohne Grundzustandsenergie; damit
wird das Spektrum allerdings korrekt beschrieben)

2. Klassische Mechanik (Kepler-Problem) fiir das Wasserstoffatom Idee: Die
Bohr-Sommerfeld-Regel wiahlt aus allen moglichen Losungen des klassi-
schen Zentralkraftproblems die (im Sinne einer Quantentheorie) zuléissi-
gen Losungen aus.

H =507 +

2m

2 2

— ) E—— =k
r r
~— —~—

Zentrifugalterm Coulombpotential

klassische Hamitonfunktion, I > 0 Drehimpuls, E < 0 gebundene Zust.
Sommerfeldbedingungen

(a) [ Ldy < lh, da ¢ zyklische Variable = L = [h (Drehimpulsquanti-
c
sierung)

(b) [ prdr = n.h
C

|
=
=

e klassische Umkehrpunkte (p, =
_ 72m82:|:\/117:12Ee4+8mEL2 — %(—11 1+ 2EL2)

me?

T1/2

T2: Quantenmechanik 230 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

e Darstellung von p,(r):
p(r) = 2mE + 2 _ L —omB(1 4 & — L)

T 2mEr2

2 2 2 2
2 [ prdr =2 [ \2m|E|(—=1+ 7 — mew)%dr
T1 T1

Substitution:

_ e By A N 1 | 1l a2 mit o2 — EIL?
r—"T,dr—||d7’,7’1/2—82rl/2—2:|:2\/1 4a? mit a* =

T2
_ 2me? o 1 a? g0 _ 2met w9 _ |E|L2y 1
=2/ J: L+ 5 = fmdr’ =2, /55 (1 =24/ 5=) = hn,
1

mn, +ng) = ;’T—Zf'
Energieniveaus im H-Atom:

4 .
E, = g5 mit n = (n, +ngy)

B.2.4 Aufgabe 4: 3D Zustandsraum

1 0 0 1 0 0
1. L, = 0 0 O , Lz = 0O 0 0],
0 0 -1 0 0 1
0 0 1 1 0 0
S = 01 0 |,8%= 0 1 0
1 0 0 0 0 1
Da ¢f = ¢ = Hermitesche Matrizen
, mi1 O O
2. ° [M,Lz]i()@M: 0 mo2 0
0 0 mss

‘ ni1 0 nig
.[N,Lz]:()@N: 0 Nn929 0
n3g1 0 mna3

o [0,57] < 0 offensichtlich fiir alle P (da S? = 1)

3. Ein Satz von Operatoren heifit vollstéindig, wenn eine gemeinsame Basis
von Eigenvektoren existiert, auf der die Tupel der Eigenwerte (A;, f1;) nicht
entarten.
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L2,S:

e Gemeinsamer EV |ug) =: [q1)
e Im verbleibenden Unterraum {|v1), |vs)}
—_——

U
Diagonalisierung von S

= lg2) = Z5(Jv1) + |vs)) und |gs) = Z5(lv1) —[vs))

gemeinsame

FEigenbasis QZ von L2,

lq1) 0

|q2) +1\_ent-

lg3) +1, artet
L%, 5%

S

+1
+1\_ aufge-
—1, hoben

Da S? = 1 sind im Unterraum U die EV von L2, §? gleichermaBen entar-

tet, d.h. L?, S? nicht vollstindig
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B.3 Blatt 2

B.3.1 Aufgabe 5

¥) = J5(+H) + =) = %< 1 )

(01 B ]
9=\ 10 )%= \i o

Axiome der QM: (Sketch)

(@)
|
S
~~—_
Q
[83

Il
7N
O =
=)
—_
~~_

1. Zustand einer QSystems beschreiben Kets [¢) € H (Hilbertraum)

2. Messbare GroBen werden durch hermitesche Operatoren auf H (Observa-
ble) dargestellt

3. Messwerte konnen nur Eigenwerte \; der Observablen sein

4. Wahrscheinlichkeit fiir Messung des EW )\; eines normierten Zustandes
|1} folgt aus der Projektion auf den zugehérigen Eigenraum

P(X\;) = [(v(\)[w)]? (diskret, nicht entartet)

)|
dP(a) = |(v(a)[¥)|?da (kontinuierlich)
Ai) = >, i (A J)|)|? (entartet, v; sind z.B. ONB im Eigenraum zu

5. Messung impliziert Projektoren auf EZ der Observable: |¢)) — %
(Kollaps der WF)

Losung der Aufgabe:

1. Messung = Projektion von |¢)) auf EV von o,
1 0
A1:17U12(0)7A2:_17U2:(1 )7
Pr.(M =1) = [($o1) = 3, Po. (M1 =
1 0 1
wiow) =30 (5 %) (1) =0=saren

2. 1. Messung = Préparation im EZ |¢9) = < (1) )

1 1—1 . ..
A= ( 144 -1 ) Diagonalisierung
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1=N(=1-N)—(1+)(1-i)=A2—-1-220
= Aij2 = £V3, 0 = —3(1 = A) (1 +i)zy

_1 1
EV: (3 A)~} ( 104y ) — ay

Pa(r = v3) = [(Wala g)? = 2r
Pa(r= —v3) = |(ala_ )2 = 72x

= EPA =1 \/
Erwartungswert:
PO B = EIVEIE) g = (| AJgs)

Die zweite Messung initiiert das System in

1
9=y s iy ) 7
Py (X =1) = [{slon)® = 357, [¥s) — 0

. _1)2
P (A= —1) = [(sloa)* = izl - 3 (1= VB4 = S8k = o2,

EW: <1/J3|Uz|¢3> = 2(33;_\/\/55)

Durch die Messung in 3. ist das System in einem EZ von o, iibergegangen.
Die 4. Messung liefert also das selbe Ergebnis wie die dritte, A;/p = +1,

[a) = v1/2

B.3.2 Aufgabe 6

1.

2.

(A4)%) = ((A—(4))%) = (A*-24(4) +(4)*) = (4%)—(4)

() st linear, ziehe (A) heraus

Sei Ala) = Ma), |a) EZ von A
(al(AA4)%|a) = (a]A?[a) — (ald|e)? = A* = (\)? =0
N.B. AA ist hermitescher Operator

zz. (AA)?)((AB)?) > 1[{[A, B])®

e Schwarzsche Ungleichung (sei A € C)
0 < [la+AB[1* = (a+ABla+AB) = (ala)+ A" (Bla)+A(alB)+\*(8]6)

Wihle A = —£18L 0 < (a]a)(8]8) — 2(a]8)(Blo) + (|B)(B]a)

= (ala)(B1B) = (el B)I* (S)
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e cinsetzen in (S)

@) = (A = (A)[$) und [B) = (B = (B))|¢)

= (VI(AA?[)(WI(AB)?[¢) > [(Y|AAABJ)[? = |($l5[AA, AB] +
3{AA, AB}y)[?

[AA, AB] = [A, B] = AB—BA = mit A,B hermitsch = ATBf — Bt Af
= (BA—-AB)' = —[A, B]f

d.h. Kommutator hermitescher Operatoren ist anti-hermitesch, d.h.
der Erwartungswert ([A, B]) rein imaginér
analog (A, B) reell

= ;1 WA Blly) + (W{A, BY}) | > 1 (][4, B]|y)?
rein 1maginar rein reell

N.B.C3z=a+ib=|z]?> = |a|® + |b]* > |b|?

3. [o4,0,4] = 2i0,, nutze 02 =1 firi = x, y, 2

((A02)*){(A0y)?) = [{o2)* = 0

«

Ansatz: [) = ( . ) a2 + 18P =1 (N)
Extremale Unschérfe:

(0. =1 (@5

SO = O
O =
N
N
@ R
~_
N~

[\v]
I
—_
|
S
—~
Q
sy
S—
[\v]

= —8a+16a® = 0 = a; = 0 (Maximun), as/3 = :I:% (Minimum)
— weiteres Maximum fiir & = 1 am Rand des Intervalls « € [0;1]

e Zustéinde maximaler Unschérfe [¢]"*") = ( (1) >7 lihger) = ( (1) >

sind EZ von o,

e Zustidnde minimaler Unschérfe |w{%"> = % ( :tll ) vgl. Teilaufga-
be 1.
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B.3.3 Aufgabe 7: Exponentialoperatoren

+ B) = ZZJ OJZJ)|A]Bl )

1. A8 = ZZ (A

(Binominalentwicklung, verlangt [A, B] = 0)
Vergleich mit Cauchy-Produkt-Darstellung

eAc = (5, b A

) 7B

) =220 Ym0 577

]B"-J

(= J).ZZ

e Cauchy-Produkt-Formel: (vgl. Analysis I) Es seien > ay,, > b, abso-

lut konvergente Reihen. Dann gilt:

2. Mit 02 =1

eleos =3 Lja)"ol =

>0 an) (X0 bn) =
Binominalentwicklung: (fiir [A, B] = 0)

smy =i, (§ ) s

Zo (Zz 0 @ibn—i)

Aufspalten in gerade und ungerade Potenzen

= 2ok 7 (i0)" 1 + D n=2kt1 a1(ia) oy = cos(a)l + isin(a)o,

(Reihendarstellung von sin x, cos x)

3. €% = . cos(a)l + isin(a)o, = (

Ccos &
—sina

sin «
Ccos &

4. [o4,04] # 0, d.h. keine triviale Zerlegung des Exponentialoperators

2= Aoy + poy, =

A2+
2
(s

0
A2+

0 A—ip
A4ip 0

)—ll,da/\z—l—,uQ—ln.V.

e'? = cos(a)1 + isin(a)f2

5. (a) e¥oe =3 L

= isin(2)o, + cos(2)1

eigz =

oy = (

T2: Quantenmechanik
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cos(1)
1sin(1)

= n—oki1 4 (20)" 00 + Doy (20)"

=)
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B Losungen zu den Ubungsaufgaben

_ < cos?(1) — sin?(1)  2isin(1) cos(1)

1 "
2isin(1) cos(1)  —sin?(1) + cos?(1) ) = (Additionstheore-

me)

= ( icsii(é)) icsjg(%) ) =y

(offensichtlich, da o, mit sich selbst vertauscht!)
(b) ' =0,+0,=X=1,u=1in (4.)

. 2
0 1471
/2 —
2 —(1 ; 0 ) =21

e =3 (2L 4 Yy (20)702' = cos(2)1 + Jisin(2) 0
Vergleich mit
€= e’y = [isin(1)o, + cos(1)1] + [isin(1)o, + cos(1)1]
= —sin?(1)2io, +isin(1) cos(1) (o, + o) + cos?(1)1
—

= [cos?(1)1 —isin®(1)o.] + 3isin(2)2’

Die beiden Matrizen sind nicht identisch, da [o,,0,] # 0 und die
Operatorzerlegung aus 1. somit nicht gilt.
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B.4 Blatt 3

B.4.1 Aufgabe 8: Sequenz von Stern-Gerlach Experimen-
ten

1. Messung: Nur Atome im Zustand < =it ) = < (1) ) werden

21

durchgelassen = [¢1) = ( (1) )

Ny Ng
Ny Ny

2. Messung: -0 = ( ) ist zu diagonalisieren
—(n, = A)(nz +A) —n2 = X2 — (n2 +n2) = \2 —120
wobei (n? 4+ n2) = 1, da n Einheitsvektor = X\ 5 = +1

EVzumEW)\—+1seiv+_<Z)

() (M o) =

Y Ny —n, —1

= (n.— Dz +n,y=0und nyz — (n. + 1)y =0 =z = 2=ty

v — 1 n, +1 N sin 3
LRNVZICATSY) Ny "\ n. )\ cosp

— dies ist der Systemzustand nach der 2.Messung |19) = v

— P(,A = +1 gemessen in 2. Messung“)=:P; = |(1|v}.)|> = 2=l

3. Messung: Es wird o, = ( (1) _01 ) gemessen

imEW)\”z——l,vUz—<(1))

2
P(,\7% = —1 in der 3. Messung®)=:P3 = |{1s]v*

2 __ N
)= ’\/Q(anrl)

Transmittierte Intensitéat:

- b p o matl  n? o [ ng \ [ sinp
S N e
=1

I = %sin2 f maximal fiir 3 = +5
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= maximale Transmission, falls die 2. Messung ausschliefflich o, misst.

B.4.2 Aufgabe 9: Zeitentwicklung im dreidimensionalen

1.

Zustandsraum

t=20:

E(ju1)) = hw und E(Jug)) = E(Jus)) = 2hw
P(E = hw) = |(v1]y(t = 0))|*> = 5 und

P(E = 2hw) = |(25 ((us] + {us ) (¢ = 0))2 = 4

mit %((uﬂ + (us|) = Einheitsvektor im UVR zu E = 2hw

E)=hw(i+2 1) =32hwund
2 2 2

VarE= (E2) — (E)? = [(hw)? - (1 +4) — 2h20?] = el

N.B. Vollig identisch: Matrix-Formalismus

1 00 L
\/5

(Ey=(3,3.5)[ 0 2 0 i
V2 00 2 1

Diagonalisiere A/« (sonst: Achte auf Faktoren a)

(LT=MA = (1=N)=(1-NA2—-1)=(1-N2(1+))=0

= A1,2 = +1 (entarteter EW) und A3 = —1

EV zum EW A3 = —1:

x 1 0 0 r=0
020 |=0= o=
! 00 2 y+z=0

P(,A3 = —1 gemessen “) = |[(v_|yp(t = 0))|? =
2
0 1
oY s
=7 ;
-1 1

(v}

=0
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= P(,A12 = +1%) = P(, Wert +1-a gemessen*) =1

Da |¢(t = 0)) ein Zustand aus dem Untervektorraum zum Eigenwert A =
+1 ist, ist der Zustand nach der Messung unverandert.

ur(t)
3. Zeitentwicklung fiir den Zustand | (¢)) = [ wu2(t)
us(t)
SGL: ihg|v(t)) = H|(t))
ua (1) ua (t) ;
. 3 DGL’s entkoppeln
ihgg | wet) | =hw | 2us(t) (H diagonazp
us(t) 2us3(t)

u

i — _judt = uy (t) = e_i“’t% — Randbedingung aus [¢(t = 0))

analog ug3(t) = e 21
u(t) e’i‘“t%
4 ) = | ua(t) | = —2@2%
us(t) —2iwt§
1 1 0 0 ul(t)
Ly = wmlawe) = @i, we. ) [ 0 0 1) [
2/41(2 * « 1 1 1
= [P +uz(t)us(t) + uz(tyua(t) = 5 + 7 +
= 1 (zeitunabhingig)
1 0
3(B) = @OIBIY@) = (ui(t), us(t), u3(t)) (1)

= wl(t)ua(t) +ub(t)us(t) + lus(t)* = e 1

[N}
S"‘OO}—!
[\
[\
=

1 1
= —cos(wt) + = (oszillierend)

V2 4
5. Messung von A:

— ergibt stets die Eigenwerte von A, £1

P(,Messung von A ergibt — 1a*) = [{(v_|(t))]?
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2

O ul(t)
= LQ 1 us(t) =0
A us(t)

P(,Messung von A ergibt + la*) =1,

d.h. |¢(t)) ist aus dem Eigenvektorraum (UVR) von A zum EW +1 zu
allen Zeiten

Messung von B:

NXI=N)=1-N=1=-NA+D)A-1)=0= o=1,A\g=—1

Eigenvektor zum Eigenwert A = —1:
1 10 x 1
0 0 2 z 0

P(,Messung von B ergibt —1-b*) = [(v_|y(t))]? =

—dwt _ 1 _—2iwt|2 _ 1 1
2\/58 | _4+8

=|de — L (e7 ety =3 % cos(wt)

% cos(wt)

1
4v2
P(, Messung von B ergibt +1-b%) = %

Interpolation:

Da [A, H] = 0 sind die Erwartungswerte von A zeitunabhiingig; dieses gilt
nicht fiir [B, H| # 0.

B.4.3 Aufgabe 10: Zwei-Zustands-System

|L) = ( (1) ) : Teilchen sicher links,  |R) = ( (1) ) : Teilchen sicher rechts

H = AL)(R| + |R)L),  A>0

>, EW: A =41, Eigenenergien £A

1 1
_ 1 _ 1 :
v+—\/§<1), v——ﬁ<_1>sdeV
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saang (50 )=a (s %) (40)-a( 29

= G (t) = e #AE0) G (1) und G(t) = en A1) G (¢g)

_ 1 /1 1 e RACTIE (1)
Ulp0) = 7 ( 1 —1 ) ( R AU=0) 6, (1)
1 (e RAUTE () + eh A0 Gy 1)

e 7 AE—t) G (o) — en AEt0) G (1)

V2

= [ ())

2. Randbedingung ¢ (t = 0) . ( (1) ) erfiillt, falls ¢ty = 0,

A
@ (0) = &(0) = o5, damit [(t)) = ( cos( ?é)t) )

—1 8in

P(, Teilchen links*) = |(L]1(t))]* = COSQ(%t)

P(, Teilchen rechts®) (R|p()]? = sinQ(%t)

= Das Teilchen ,oszilliert* zwischen den beiden Zusténden |L) und |R);
dabei beobachtet man die Oszillation in der Besetzungszahl (= hier Wahr-
scheinlichkeit) (Rabi-Oszillation)

B.4.4 Aufgabe 11: §-Funktion

1. A)
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Erwartungswert
einer beliebig scharf
um 0 konzentrierten

Normalverteilung

Substitution:
y = ax und

Yo = axo

B Losungen zu den Ubungsaufgaben

o [6y(x)dx = fnd:v—n|2n = =1
o lim [ f(z)0,(z)dx = h 2f x)ndx
= lim n(z —5)f(6) = ()

n—oo

¢ € [-5, 5] Mittelwertsatz (verlangt f(x) stetige Testfunktion)

B)
n n —n2z? n ™
of(Sn(x)dx:ﬁJ)‘Oe dﬂﬁz%%:l\/
vgl. Bronstein f e T dx = %
0

e Am einfachsten ist der Riickgriff auf die Eigenschaften der Normal-
verteilung

.2
Pyv(z) = a\}%eﬁ (Wahrscheinlichkeitsverteilung)

&(z) = [ Pyv(2')dz (Kumulative Verteilungsfunktion)

Mit o = ﬁ ergibt sich die Aufgabe

lim [ f(z)P(z;0 = —= d:17—>ff P(z;0 — 0)dz = f(0)

n—oo

(Theorie der Normalverteilung)

2. Integriere gegen eine Testfunktion:

J f(@)d(a(z — xo))dzx =

hmf e S(2)0(y = yo) 2
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f(@)ol, (z) ' (x)dn

()

B Losungen zu den Ubungsaufgaben

= —ff oy — yo)dff:r.l“f(xo)
=>=mff:v )o(x — xo)dw

3. Partielle Integration fiir Funktionenfolge

f f(x)d (z)dx = Jim [ f(x)d (x)dx
%) 1.
= lim [ f(@)on ()| > — [ f'(2)dn(x)dz] = —f'(0)
n—oo N /
Randterme verschwinden
4. lim fé ’élimf _1 1 ndx

n—oo _ n— o0 _ Nnl—. —

|- 00,2 N[5 5

0

Fallunterscheidung:
r<5: —0udz>3i: [ ndr=n(E-7) =1,

xg[—%,%]e(n—)oo)—nr:o andCC:n(O—;—i):%

== 0(x)

(B) Hier kann man beispielweise weitere Eigenschaften der Normalverteilung
benutzen:

Kumulative Verteilungsfunktion

1) = [7 . Py (')’ = %(1 +erf-25)
mit erf(z) f fo Gauf’sche Fehlerfunktion

_ _ _ 1
zgglooerf( x)==+1, erf(0)=0, setze 0 = —o

Z lim [ 7€ e " dz’ = lim s(1+erf(n-z)) =
1 Vx>0

=4 3 firz=0 =0z
0 Vx<0
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Eine diskrete Berechnung funktioniert genauso:

xT nr
B . 272 . 1 2
Substitution: = lim [ Zee™®de’ == lim [ —=e Vdy

n—oo _ n—oo

y = nx'

Es verbleibt nur eine Diskussion der Grenzen:

1 Ve >0
=4 3 firz=0so0 »=06(z)
0 Ve <0
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B.5 Blatt 4

B.5.1 Aufgabe 12: Wellenfunktion

1.1+ [ [o(r))?dr = N? [ (ﬁ—}rﬂdrrzz N2Loo 1+1T,2dr’ = NT2arctan(T/)|iooo
S N=yT
\/Lg
2. P(, Aufenthalt im Ortsintervall [—%, %]“) = J; [ (r)|2dr =
RV
1
_al Vs 1
=2~ arctan(r')|_% =3
3.
(ry = / rly(r)|?dr =0  (Antisymmetrie)
0
) = (Wl-in )
< e~ iPoF 320 oFipo o ”
= N? | dr——(—ih) | e — e —— | =py+ 0=
NorrAl e V| " "

B.5.2 Aufgabe 13: Ehrenfest Theorem

1. e Durch Induktion:
(a) [rp'] =ih
(b) Annahme: [r, p"] = ihnp™~*
(¢) Induktionsschluss [A, BC] = [A, B]C + B|A, C)]
[r,p" ] = [, p"Ip+p™[r, p| = ihnp" +ihp™ = ih(n41)prtH=1y/

Analog fiir [p,r"] = —ihnr™~!

e Beweis fiir Taylor-entwickelbare Funktionen

= fr) =2 fM )
= f1r) =2 5 ()

n

T2: Quantenmechanik 246 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

= [P f)] =2 5 /" O)p, ] =

n

= 5 M O)(=ihnr ) = —ihf' (7
Analog fir [r, f(p)] = ihf'(p)
Allgemeiner gilt auch V Testfunktionen t)(r):
(il f(r)](r) = —ih(Z (f(r)(r) = f(r) g (r) =
= —ih(o + 52 — [ 52) = —ihf vy
2. Im Schrédingerbild:
SGL: ihl¢(t)) = H|(t))
(W (t)] = £ ((t)] (herm. Konj.)
L)) = @Ol + @Ol ) = £ @) Hr — rHp() =
= FW@H.r][d(1) = 4 (1) 55 P2 7] + 0[()) = % (p)
wobei [p?,7] = —2ihp nach 13.1(1)
analog:
£(p) = HWO)] = ihZ|b(1) = FO|[H, Z]lv (1) =
= (1) = ZVPI(E) = —(V'(r))
wegen ,, Kettenregel fiir Operatoren:

01 _ o
(H, 2] = HE -

Yo
=
Il
=
|
|

)
&
|
=

|
\
)
T
\
|

@
=
=

N.B.: Folgt aus Definition der Operatorableitung iiber beliebige Testfunk-
tionen, vgl. 13.1.(2)

3. Ehrenfest:

Die Mittelwerte von Ort- und Impulsunschérfe scheinen klassischen Be-
wegungsgleichungen zu geniigen

Vorsicht: Mittelwertbildung!
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Quasiklassische Trajektorie eines Wellenpaketes sinnvoll beschreiben durch
Mittelwert des Ortsoperators

Tklassisch = ()

Quasiklassische Kraft
Friassisch = [=VV(1)lr=(#) (ausgewertet fiir
quasiklassische Bahn)

i. allg.
(VV(F)) # (VV(r)] r= (7)
—— —_—— —~
Operator Kraft auf klass. Bahn Mittelwert = klassische Bahn
———

gm Mittelwert

Vergleich der Mittelwertbildungen:
Sei V(r) =M™, V({r)) = AMr)",
[V, _y = An(r)"71, i allg. (1) #£ (r)n?

Gleichheit gilt nur fiir die Fille

e n =0 (freies Teilchen)
e n =1 (uniformes Kraftfeld)
e n=2(HO.,)

B.5.3 Aufgabe 14: Virialsatz

1. H|®,) = E,|Py) &,, Eigenfunktion

S—— Y~

da Hamiltonoperatoren hermitesche Operatoren mit reellen Eigenwerten
sind.

2. [H,p] =[V(r),p] = ihV'(r) (13.1.2)
[H,r] = [£0] = L(—inp (1)
[H,rp] = [ vlp+r[V(r),p] = —ihZ +ibrV'(r)  (2)

( i (0)
3. <¢n|p|¢n> = _Eh<¢n|[Ha 7’]|¢n> =0

—
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—~

1 (&) 2 sl — iV () @ LV ()

Fiir V(r) = Vor™, V/(r) = nVor !

= (3) = 5(Vor") = 5(V(r)), dh. (Exin) = 5(Epor)
B.5.4 Aufgabe 15: Wellenpakete mit minimaler Unschirfe
Schwarz: (@|D) (1[1h) = |([v)?

Aufg. 6, Blatt 2: Darstellung durch Kommutator

(WI(AA)?[p) - (WI(AB)*|¢) > [(¥|3[AA, AB] + 5{AA, AB}¢)[?
Fiir den Otrs- und Impulsoperator gilt mit [r,p| = ih: Ar- Ap > %

Definition:

Ansatz fiir ein minimales Wellenpaket: Wiihle |£) = % +i- %

Motivation fiir diese Wahl:

0 (le) = (S5 (R+i-5) = 2= Hiar = Himin (e pll2) =

=2- ‘X/}z—ljy (vgl. Blatt 2, Aufg. 6 mit {A, B} =0)

Falls |€) = |0) gilt diese Ungleichung scharf. Dann gilt aber auch die Schwarz’sche
Ungleichung scharf:

Az - Ap = [(Y|9)]
D.h. wir konstruieren das Wellenpaket mit minimaler Unschérfe aus |{) =0
Die Ortsdarstellung von |§) fiihrt zu einer DGL fiir das Matrizelement (r|) :
R

IR (r|02) + B (r[02) — i(p)(r]2) = 0

az
P
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In(r|Q) = — AL (2 — riz)) +ilp) L

Fiir minimales WP: Az - Ap =h

(2)2

_(r—(=))?
2(Axz)2

(r|2) = ¢ 2an?

+i(p) 7 +

d.h. das Gaufl’sche Wellenpaket hat minimale Unschérfe

Normierung fithrt zum angegebenen Ergebnis
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B.6 Blatt 5

B.6.1 Aufgabe 16: Freies Teilchen in einer Dimension

Darstellungen qm Zusténde:

[1) allg. Vektor im Hilbertraum

lv) = }odff<$|1/1>|$>a P(x) = (z|) Ortsdarstellung

%) 2?561517 (plY)p),  »(p) = (plY) Impulsdarstellung

durch Elnﬁigen von 1 = [ dy;|i)(i| in der jeweils gewihlten Basis.

Ubergang durch Fouriertransformation:

(z[) =[5 (z|p) (pl)
—— ~—— ——

Ortsdarstellung von i) Ortsdarstellung der \p)—Basis:eﬂ%_m Impulsdarstellung von |v¢)

1. Ablesen der Impulsdarstellung von |¢)) aus der Angabe (p = hk):
U)(I,t = O) = f %eikz [N 9 6_%]
—o0 NI

¥ (k,t=0)

p1

dk
P(k € [-p1,m|,it=0) = / %Wj(k,t:())ﬁ
—p1

p1
2|k|

= 27rN2/dk e ko

—P1
P1 0
— 27N? /dk e fo + /dk eto
0 —p1

k
= 27TN270 {—e Ko +1+4+1—e€ %o ’Co }

.
— 27N%k, {1 . eTl}

2. Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen
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~2

. 6 o - . A _
—ihg(z,t) = Hip(x,t) mit Hfreie Teilchen = T
Losungen haben die Form ebener Wellen:
Y(x,t) = eilkz=5)

— Einfache Zeitentwicklung der Basiselemente einer Fourierzerlegung

Tdk e
= P(x,t) = ek, t = 0)
QF_\,_/
- P (k,t)
p1 dk P1 ”
= P(p1,t) = /—Iw(k,t)l2= / — (K, 0)[? ist zeitunabhingig!
27T 27‘(
—n —P1
3.
o0 0
P(x,t=0) = N /dk e(fﬁﬂx)k_k/dk (75 Tiz)k
0 — 00
0—-1 1
g T gt
N =i+ L —ix
B 2
(&)
2
%
= N 20
() -
Lorentzkurve
@ = [ W@Ps do
4 x
_ 2 2
= N kg/d:v Y 2 5
((k_o) +I>
4 -1 o0
— N2
7 7l
() )
0
=0
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AN? k
(%) = — |- I + = arctan(koz)
ko 2 (k—lz + xQ)
0 —0o0
2
= N?2Z
ko
Mit Normierung im Ortsraum
1 = /d:c Y (z,t =0) Y(x,t =0)
= /d:c NQ/dk e_%efikx/dk/ e_%eik,z
= NQ/dk/dk' efw/du’c e i(k—k)z
| ——
27 5(k—k')
= 27N? 2 /dke’Q%
0
1
= 2rN%ko = N =
\/27Tk0
Weitere Erwartungswerte:
2T 1
A = 2y 2 = N _ = —
o= VI =N T -
D 1]
() = /Iw(p)l2 %zsz%/e ok dk =
I -3 272
9 259 ok o 2h% (2 kgh
= 4nN°h ok dk=— | — = —
{P”) ™ / e ko o 7 1
0
hko h . ) .
Ap = - = AzAp = 5 Heisenbergungleichung gilt scharf!

B.6.2 Aufgabe 17: Zeitentwicklung eines Gauflsches Wel-
lenpakets

L1=N? [ [f(a,t =0)]> do=N? [ e2dg = N2,/ = N = {/2

2. Zeitentwicklung: Berechnung in Impulsdarstellung

’ _E
(el (z,1) = [ 5= (x|k') e 't (K'19(0)) (%)
W(x,t) Ortsd. cikle  Zeitentw. fiir ebene Wellen (k' ,0)
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Impusldarstellung von |4 (¢ = 0)):
VK0 = (FIO) = [ de’ () ()
_ /d(E’ e—ik/w'Ne—a;E/2+ik;E/

o 12 oi(k—k') s (k=K)Z | (k—k')2
N/d:v’e“(m22a:” Tz T aaz )

N\/7 k)2

(112721(k k) / (k*k)
4a

(1)

es gilt: e ¢ )...Gauf’sches Integral = /T
(Fouriertransformation des Wellenpakets)

Einfache Zeitabhiingigkeit in der Impulsdarstellung (Propagation ebener
Wellen)

ihk’2t

V(K t) = e Rt (K, 0) = ez (K, 0)

B2K2 iy freie Teilchen

2 2
. _p o h
mltE——2m— T

Riicktransformation in die Ortsdarstellung:

P(x,t) (x|(x,t))  nach(x)

[m dk’ , 2 (h=k/)?
/ ezk/m —ihk’ an e~ da

/ ) ) 2

N.E /dk o (AT it HRK

Setzte b = (& + i), dab =1+ i22%¢ und ¢ = (iz + 5 k)

N\/7/ bklz 2Ck+4cb2 4b2]7%
i (2)
a \27vb

Js-t'
2

. 2 c
wobei ¢ 25 ¥ ] ...Gauf¥’sches Integral und
1.2 K k2 k2Rt 1 k ht
(e =50b) = 5 ( 21 ’kf“rm_m_lzma) = 3 (—ax 2 4ikx— )

242
2, ..z - k“h<t
al-eitikg —iten )

2ha
S Ut = Y P e v
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252
2 h kZh7) .2
a(z Q_ktz+_mrt

2 _  [f2a 1 1 1+ (2han? _ 1 —2w3 () (z— LkL)?
3. |Y(x,t)]* = ~ ia 2v/a YETnE e t = w(t) e x

4. Die gesuchten Erwartungswerte lassen durch Vergleich mit der allg. Gauf’verteilung
_(e—(=))?
2(2@ e 242 ablesen:

(x) = "¢ =t (v: Geschwindigkeit des GauB-Wellenpakets)

m

(Az) = 5—

1
2w(t)
= (2?) = (Az)? + (z)? = ﬁ(t) + v2¢2

(k—k")2
T

Analog aus [(k, )| = [k, 0)[2 = /22

™

SIE]
o
2

(Ap) = h(AK) = va b, (p) = kh

(p*) = (Ap)* +
h

{
5. (Ap)(Ax) = 422

p>2 — h2a+ k2ﬁ2

3y ()

— minimale Unschiirfe (Ap)(Az) fiir t=0

Z

(Ap)(Az) = & gilt exakt — WP minimaler Unschérfe, vgl. Aufgabe 15

t>0:

h
(Ap)(Az) > 3
(t >> 0 : Dispersion des Wellenpakets!)

B.6.3 Aufgabe 18: Teilchen mit konstanter Kraft
1. Ehrenfest:
#(2) = % (p) wnd £ (p) = ~(VV(2))
Mit —(VV (z)) = —<6%(—fx)> = f = const — (z), (p) geniigen den klas-

sischen Bewegungsgleichungen:
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<p> = ft + <p0>7 <CE> — <.’IJQ> = %tz + %t

(vgl. Newton: v = at + vo, = $at? + vt + zo)

2.
(p?) = 2m(H -V)) =2mE + 2mf(z)
= 2mE + f2* + 2{(po) ft + 2mf(xo)
(B.1)
(Ap)* = (p°) = (p)* = 2mE + 2m[(zo) — (po)?
2
= @h) = amsm) (P )
N——— —— m
Energieerhalt: E=FE,
= (Apo)?
~———

Varianz zeitunabhdingig, d.h. Vt(Ap)(t)=(Ap)(0)
3. SGL: ihZ(p, 1) = [ + V(ih )b (p,t)
Sl () (W (B)p) = (Pl (1) () Ip) + (ple(6)) (& (¢)Ip)

- = <[% - fha%] ¢<p,t)) V1) — (1) ([% " fﬁa%] (b, t))
- (a%w(p, t)) V(0t) — f0lp,) (%w*@, t))
— Iy ulOP
— IO ()
Allgemeine Lésung:
Y(p,t) = g(ft —p)e™®
fiir beliebige Funktion g(z)
(9> (ft —p)) = 295255 = 29¢'(-1)

2(g*(ft —p)) = 2952 % = 29¢9'f (= *)V/

Eine beliebige Wellenfunktion ) (p, t) propagiert im Impulsraum linear in
der Zeit (vgl. allg. Losung z.B. zur Wellengleichung)
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B.6.4 Aufgabe 19: Translationsoperator

(&, e E] = Z%(z%)" EXA

ihnp," ' (vgl. Blatt 4)

- _“zn: " - ] (’%)n_lmnfl

2Tal2")] = (Toi +[&,Ta])l2")
= (Tod — aTy)|2")
= Tu(z' —a)lz’) da |2’y EZ zu &
/!

d.h. [T,]2")] ist Eigenzustand von &
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B.7 Blatt 6

B.7.1 Aufgabe 20: Unendlich tiefer Potentialtopf:
Stationidre Zustiande

Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktion:

¥(0) = ¢(a) = 0 = Sinusfunktionen ¢ ~ sin(k,z)

Impulsquantisierung: k, = n g—g =n

213

2 272 2,2
jer B =2 = Ik — hin®
Energie: £ = 5~ = %57, E, =

a a

Normierung: [ sin®(k,x) dr =
0 0

2 o ,
Wellenfunktion: ¢, (x) = { \/gsm(knx) fiir z € [0, d]

0 sonst

@)y = / n(@) P da
0

Il
SHE N
/
S|
3
—

N
o
\S‘

I\

w
=
=

N
—~
I\
S~—
QU
I\

2 a\2[1 2 .2 z . "
= E(E) [Z( + sin (z))—§smzcosz .
2 a?
a4

a ,
= 3 unabhdingig von n

(), = / n ()22 da
0

T2: Quantenmechanik 258 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

(P)n = %/sin(knx)(—ih%)sin(knx) dx
0

2 a
= —ih—kn/sin(kn:c) cos(knx) dx
a

0

2 I a
= —zﬁakn m81n2(l€na¢)|o

= 0

= 2mkE,
h?n?
T 402
=
hn
Ap), = —
(Ap) 5
1 1
A n = [ —
(4z) “N 12T 2
h 2 1
(Ax)n(Ap)n = 5 %—2—2 minimal fir n=1
T
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B.7.2 Aufgabe 21: Unendlich tiefer Potentialtopf:
Dynamik (vgl. Aufgabe 20)

b1(x) = /2 sin(Za)
1. - ’ = P(z,t =0) = S (d1(2) + d2())
bo(x) = /2 sin(2x) v
(da zsin(gx) sin(2z) dr = 0 wegen Symmetrie)
Yz, t=0) = \% [sin(Zz) + sin(Zz)]

2. SGL fiir Eigenmoden: ih-% ¢, (t) = Enn(t)

Ansatz: ¢, (t) = sin(k,z)e” ! mit w, = 2’?::;2 n? =:wn? w= 27;’;2
1 —iwt —4diwt
= P(z,t) = (P1(z)e™™" + da(x)e )

V2
1

. 2 .
x)e—zwt 4 Sin(_wx)e—4zwt:|
a

T
a
[(z, )] = E sin? (E:c)—l—sin2 2—7T:c +2sin(z:1:)sin 2—7T:1: cos(3wt)
’ a a a a a

§d o+ 2eos@en (3)

Vergleich mit klass. Teilchen der Energie E:

aus E = 2mv? = v = /22 T = 2¢ (Periode)
m v

(bei konstanter Reflexion an Wénden)

2 s 2F E
Wkl =7 = W\ mo woM = T

lineare Bahn des kl. Teilchens:

:c(t)_{ ( vt fiirt € [0, 5]

a—vt) te[iT]

Oszillation des qm. Ortserwartungswertes (,= Mittelpunkt des Wellenpakets®)
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(x)(t) = (1 - 93% cos(3wt))

~—~
A

(x) oszilliert NICHT im gesamten Kasten, A < 1!

(D) y(at) = Jd:c P (2)(—ihap(x)) =

a

. a . . . .
==hT [dy [sin(Zz)e™! + sin(ZZz)e?™!] [cos(Zx)e ™t + 2 cos(Ea)e4iwt]
0

== [dx [2sin(Zz)cos(ZEx)e 3@ + sin(22)2 cos(Za)ed™!]

“a
(wegen Orthogonalitéit von sinz und cosx)

= = [2(52) e+ (57) ]

= 82 sin(3wt)

3. ¢1, ¢2 sind Energieeigenfunktionen
P(,E1 gemessen®) = [(¢1]w(z,1))|* = %

P(,Ey gemessen®) = [(¢2|th(x,1))[* =

N[

(B)=3h(1-w+4 w)=Sho =3

2 8ma?

B.7.3 Aufgabe 22: Endlich tiefer Potentialkasten:
Gebundene Zustinde

Sei £ < 0 (gebundene Zustéinde) stationiire Zustinde, d.h. zeitunabhiingige SGL
sAuBen®(|z| > a) :

2 2
g T = BY(a) & THF = (), 5 = YRE

Losung: ¢(z) = Be "l

HInnen“(|z] < a) :

g L V() = () & TR = (), | = YT

2m  dx? R
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ol - — -
w
3

Abbildung B.2: Graphische Losung der transzendenten Gleichung (symetrisch)

Losung: ¢(x) = C'sin(lz) + D cos(lx)

Anschlussbedingungen:

— Stetig- und Differenzierbarkeit von ¢ (z) an « = +a

— Legen die Koeffizienten B, C, D fest

1. Symmetrische Losungen: C=0:

(D) ¥(a)innen = 1(a)ausen : D cos(la) = Be™ "

(II) 1/}/(a)innen = 1/}/(a)auﬁen :—ID Sin(l&) = —kBe™F¢

L Itan(la) = &

Def.: z=la, zo = #v/2mVj, damit tan(z) = § = | /ﬁ% = (‘270)2 -1

2. Grenzfall Vj — 00 = zg =

damit wird (’ZZ—U)2 —1 ,gro* und schneidet den Tangens nahe an den

Polen: z, T n%, n ungerade

= (n%)2 = ((%")2 - 1) (nur ungerade Losungen diskutiert)
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Abbildung B.3: Graphische Losung der tranzendenten Gleichung (antisymetrisch)

n’m2h?

2m(2a)?

1%

= E, + Vo
————
Energie iber Boden des Pot.-Topfes

3. Esgehenun V) - 0= 20=0

— aus dem Verlauf der Kurven von tan(z), 1/ (%")2 — 1 sieht man: es gibt
immer mindestens eine symmetrische Losung!

4. Antisymmetrische Losungen: D=0

(D) Y(@)innen = Y(a@)ausen : C'sin(la) = Be™ "

(II) z//(a)innen = zp/(a)auﬁen : —=IC COS(Z@) = —kBe™"@
—cot(la) = % und cot(z) = (270)2 -1

Fiir sehr flache Potentialtépfe mit zo < 7 gibt es keinen gebundenen
antisymmetrischen Zustand.

5. Delta-Potential: V(x) = —ad(z)

— Darstellung der d-Funktion mit Rechtecksfolge d,,(x)

e Fliacheninhalt: a,,V,, = const = «

e Grenzprozef

a—0

Vi & oo } wobei 2aVy = o = const
0
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— Diskussion von z und zg im Grenzfall

2
20 R . E -
(—Z) _E+VO—1——VU—>1furV0—>oo

d.h. das J-Potential entspricht (trotz seiner oo hohen Potentialwand) nur
einem schwachen Potentialtopf.

Es hat daher nur einen gebundenen symmetrischen Zustand (n=1)
¥() = Bere
— Aus Normierung 1 = B2 2 Je % dz = B =\/k
0
(hier gelten andere Anschlussbedingungen fiir die Wellenfunktionen!)

Die Energie des gebundenen Zustands ergibt sich aus tan(z) = (270)2 -1

— Da zp, 2z klein = Linearisierung:

2 —144/1+422
tan(z) & z, 22 = (2)" =1, 20+ 22— 2 =0, o= —%—L 23—

a? a? a? 2 2
#(2m(E + W) = 5= (2mVo) — (ﬁ) (2m)*Vo,
2mE = —Z—§(2m)2V02,

E= ——(GZS)2 2m = —$x 2 mit o = (2a) Vo

~—
Potentialtopf

B.7.4 Aufgabe 23: Halbunendlicher Potentialtopf
Randbedingungen:

(1) Stetigkeit von ¢ (z), ¢'(z) an z = a (vgl. Aufgabe 22)

(2) $(0) =0

Die Rechnung aus Aufgabe 22) kann identisch iibernommen werden. Mit der
Randbedingung (2) sind jedoch nur die antisymmetrischen Loésungen vertriglich.
Fiir flache Potentialtopfe gibt es also keinen gebunden Zustand.

T2: Quantenmechanik 264 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

B.8 Blatt 7

B.8.1 Aufgabe 24: Eindimensionaler harmonischer
Oszillator: Eigenschaften der stationiren Zustinde

Darstellung durch Erzeuger und Vernichter

Z
= 2mw(aT+a)
po= i )
= Lot
[¥n) = = (al)" o)

(= <¢n|x|wn>—%<wo

"y 2Zw (af + a)a™ 1/)0>

= 1/ \/TL+ 1/}n|1/}n+1> <1/}n+1|1/}n>]

= wg. Orthogonalitit der stationdren Zustinde

h
(@ = 5 — n,<w ola”(a™ + a'a + aa’ + a*)a"[¢)

mit [a,a'] = aa’ —afa=1= a'a+aal =2aTa+1=27+1
und (yola™(a’)"*2|yo) = (Yola™*?(al)" o) =

_ (@2n+1)h
N 2mw
®n = 0 analog
h 1
(P = ——g— —(ola"(a'? — afa - aal + a?)a'"[u)
n!
h
= —n+)

(An)y = VI =g VET1
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Gilt scharf fiir GZ
(n=0), dieser ist
GauBférmig = (Ax),(Ap), = %(271 +1) > %

Fiir Potentiale V(r) = Vor* gilt nach Aufgabe 14 (Virialsatz der QM):
2

Exin = (L) =2 Epor = & (V(r))

Im harmonischen Oszillator: V(z) = 3

20 (2n 4 1) — ist erfiillt /

B.8.2 Aufgabe 25: Eindimensionaler harmonischer
Oszillator: Dynamik

L () = N2(16(sholvoo)+9(1|v1)) = N =+ ((¢i|);) = 6ij, orthonormal)
2. [ih(x, 1)) = & e [gho) + & e [ohr)

E, =hw(n+1)

el =[5 e+ 3 i) 2 et + 2 et

3
t3
= ( > [0 (x |2+<g) [¢1 (2 —i—% Yo (z)1 (2)2 cos(wt)  da Py (z) Teell

3. Berechnung der Ortsdarstellungen:

Yo(r) = (E)% O

() = <x|a*|wo>—<a:
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MWN\NT _me,2 (4 3 mw
at=0) = (T5) e (5*52 %9”)
1 2 2
mw\i —of = 4 3 «x
t = 2 = e T ) — -2 —
plet=0f = (22 e <5+5 )
4.
@) = (60| e (af +a)| ()
v 2mw
= <1/)0 <%e§zwt+gegwta) 2:M (at +a) (ge—zzwt+ —giwta]‘>|1/}0> 2;;,
_ 12 —iwt T 12 iwt Tt h
- <¢° 55¢ el Tggetaalivo )\ oo
24 h
_ 4 t
25 COS(wt) <'l/]0|a a/+1|w0> 2
24 h
= —_— t _—
25 st \5ms
. Jhmw
@)y = (¥ ——(a" —a)[¥(1)
— lhmw 12 —iwt iwt T
- ? 2 25 <Q/JO| € aa +€ aa |w0>
I e sin(wt) (analoge Schritte)
25 2
Ehrenfest:
Llay = (o) — wird erfilit
— = —_— —
s —p wird erfii
G0 = (V@) = (Gme(20)) = ~mela) — wird erfile
» 2
P(E=") =(3)
5. = (E) = Bhw
o 2
P(E=%2) =(3)
6. Analoge Rechnung fiir v(z,t) = £ (440 (z) + 312())
(3) W, t) = £ 72" gy () + 2 e 51" ()
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Konstruktion von g (x):

ﬂfw>——i—%u4w— )2 40}
7 0 _2\/§hmwx 1P + mwi)* g

1 mw\ T d\*> _ -
= m(ﬁ) (mwx—ha> e 2h
_ L omw (@)% <4$2—2i)28%12

V2 2h \7h mw

i) = (22 e

wnle) = (s

Bl
3

€

M

_0) = (TN (43w (R
V(z,t=0) = (m) ‘ <5+5 V2h <2x mw))
_op = (M) e (4 3 me (o BV
o = (e (115 (1)
O PE=%)=() PE=%=(" = (B=fw

=X
=
=
ASS

|

/\

<
=
~—

p®))y = 0
— keine nichtverschwindenden Operatorprodukte der Form (a'a)'...

N.B. Orts- und Impulsoperator koppeln nur Zusténde v,, und ¥, +1

B.8.3 Aufgabe 26: Eindimensionaler harmonischer
Oszillator: Klassisch verbotener Bereich

Ey = %“’ Grundzustandsenergie

— Umkehrpunkte einer klassischen Bewegung mit derselben Energie:
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2Eg
m
w

!
Epor = gmw?x} = Eg = 1 = £

Die gqm Grundzustands-Wellenfunktion erstreckt sich auch auferhalb dieses Be-
reichs:

Aufenthaltswahrscheinlichkeit im klassisch verbotenen Bereich: (symmetrisch
fiir < 0)

—xI1 —T1
P = 2/|w(:v)|2 dx =2 1/%/6_%12 dx

—1
2
= ﬁ/(fy2 dy=1—erf(1)~15,7% >0

— 00

wobei y = /"= x und —ylz—q/WZ‘jQ VI

bzw. Ablesen aus tabellierter Verteilungsfunktion der Normalverteilung

B.8.4 Aufgabe 27: Dreidimensionaler isotroper harmoni-
scher Oszillator

2
H=2L —inmwi*= Y 25— Lmwa?

d.h. 3-D Oszillator zerfillt in die Summe aus 3 unabhéngigen 1-dim. Oszillato-
ren.

H=lwY(ala; +1) = Ey=3hw

mit a;, al-L definiert wie in Aufgabe 247.

aus (%) a;|thg) =0 Vi folgt analog zur Vorlesung

0 = (x]ag|yd) = \/errbm(:d 1Py +mwi|bo)

~—~
ng
d
= L) — _me gy (a)
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[N

U () = Ne™ 550, N = (Z2)

Um () fiir alle @ zu erfiillen muss
to(x,y, 2) = U5 ()95 ()15 (2)

als Produkt darstellbar sein.

o (%) = (M)% e~ ¥%  Grundzustand
Allgemeine Wellenfunktion:
[V (nenym.) () = W(al)”z (al)™ (al)™=[vo(Z))
Quantenzahlen: (ng,n,,n.)

Energie Entartung

Shw  Grundzustand (0,0,0) keine

1,0,0
ghw 1. Anregung (0,1,0) 3-fach entartet
0,0,1

%hw 2. Anregung 6-fach entartet

B.8.5 Aufgabe 28: Verschobener harmonischer Oszillator

1. klassische Elektrodynamik:
F. =qFE = —grad V(z) = V(z) = —qFE

V(z) ist zusitzliches Potential im Hamiltonoperator.

2.
p?  mw? [ 5, 2F qF 2 qF 2
H = 2 .M _ _
2m+ 2 . mw2x+ (muﬂ) (muﬂ)
p2 N mw? qF 2 q2E2
pr— —_— x _ p—

2m 2 mw? 2mw?

N———

2 AFE
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dies ist ein harmonischer Oszillator mit

0E0:%+AE:FL7“’——q2E2

2mw?
qF
mw?

e Verschobenem Potential um x,,;, =
e derselben Frequenz w

e Eigenfunktionen 1Y %(z) des verschobenen Oszillators

Vo B\’
PYO(@) = vnly) = vn (2 — 255 )
wobel 1, (2): Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

3. Bestimmung von 7:

Schreibe H fiir die neuen Erzeuger- /Vernichteroperatoren und vergleiche
mit H

. 1
H = hw(aTa—i—§)

B m}({—ip—l—mw:z:_i_ }{ip—l—mw:c_i_ }4_1)

B V2h 7 V2hmw 7 2
2 1

= p_+ —mw?a? —l——xp—i—m/ hwx—i—hw 74‘
2m = 2

Vergleich mit Angabe wird « bestimmt:

~ 2mw
H—Mﬁsz%—i—%mw + - —hwzx
—_——
=:—qF
=5 = —% %, —hwy? = _ng; ist Energieverschiebung

Alternativer Losungsweg: Einsetzen in H und Auflésen nach z, p:

r=4/52— (at +a—27)

2mw

p=iy/"2 (o' —a)

HYO = ke (gta+ 1) — hwy(at + a) — qE\/ 5= (a + a) + 2vqE /52—

m H

== %15 72— 1Bt Terme ~ ((ﬂ + a) verschwinden

HVO _ HHO _ ¢ E?

mw?
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Die Eigenfunktionen des verschobenen Oszillators sind gleich denen des
harmonischen Oszillators, die Eigenenergien sind verschoben um AFE.

4. (qz) = <q (y + 4E )> = £ #0 (resultierendes Dipolmoment)

mw? mw?

da (y) = 0 im harmonischen Oszillator
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B.9 Blatt 9
B.9.1 Aufgabe 32: Potential aus zwei ¢-Funktionen
V(z) = —ald(z + 5) + d(z — 3)]

Einzelnes -Potential: Fg = —“21;‘22 Bindungszustand

1. Ansatz fiir die Wellenfunktion:

Aet(@+5)p < _% (=1)
vla) = § Be e 4 Celnho we g ] (= 10)
De~(@=2)p > % (= III)
(1) Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktion an x = :I:é:
z=-1: A=DB+Celr (1)
Tz =+1L: D= Be "+ C (2)

(2) Unstetigkeitsbedingungen der Ableitung;:
— folgen aus Integration der SGL in einer Umgebung um :I:%
2 2
— g V(@) = ald(@ + §) + d(z — )]y (z) = Ep(z)
l B2 il 1l l Ay

= Unstetigkeitsbedingung:
U(£5)- =¥ (£5)+ + TBr(£5)

Unstetigkeitsbedingungen:

r=—%: Ap=—Bp+ Cpe™'r + 212 A |% (3)
T=+1i: —Bpe "+ Cp=—Dp+ 232D | - % (4)
Losung des Gleichungssystems (1)-(4):
MH+@B) 2-5)A- C2e7lr =0 = C=(1 ;;))GIPA
(3)-(1) —-24A+2B =0 = B=4A
4)—(2) —2Be 4+ (2-HD =0 = D=-B o= % _olny
14 (1 2p) (1 2p)
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(A verbleibt als allg. Konstante der Wellenfunktion)

Einsetzen der Losung in (2) gibt die gesuchte Beziehung

adye P e+ (1= 45)el? =0
ﬁ+(1_ﬁ)ﬁ)+(1_2ﬂ_p)2el/3:0 |-e‘“’7—1ug

= e 2 =(1- 2—;)2 bzw. e = +(1 — %)

Tranzendente Gleichung fiir die Eigenenergien.

Graphische Losung:

po: Schnittpunkt von yy =1 — %p und y_ = %p -1

2
po=5=Ey=—-"3r =FEp
Da E = —% entspricht p; der (kleinstmoglichen) Energie des Grundzu-
2 2
standes Fg = —521’;1 < Fp

2. Diskussion der graphischen Losung:

(a) Paritét des GZ

w2 p3 1 2
Egz = -5t und e™ = —(1 - 22)

einsetzen in die Losungen fiir B, C und D

C6Z = ha=pa
BGZ _ ny" $OZ () = O (~a),
27/7(172_13) d.h. gerade Paritat
e(m"'%)f)
(b) ¥9%(z) = A %e_lg cosh(px)
e_(m_%)l)

2
s\ _4m’e® _ EBEp
(pl) ~ h2(—2mEgs) — 4E}§ >1

3. Aus der graphischen Losung sieht man, dass y; nur dann einen nichttri-
vialen Schnittpunkt mit e~ hat, wenn es eine Sekante dieser Kurve iiber

T2: Quantenmechanik 274 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

[0, oo[ ist. Der Grenzfall liegt also vor, wenn y, Tangente an e~ in p = 0
ist:

j_

= _ZC7 lc =

T v

2
m

| > l.: Weiterer EZ mit Energie E4 = — 022 > Ep mit e~ = +(1 - 22)

zeigt man analog zu oben die Antisymmetrie der Wellenfunktion: C4 =~
CGZ DA — _DGZ

e(w""%)p
PA(z) = A —;ie’lg sin(pz)
—e—(@=%)p
Grenzfall | = 0: e™'? ~ 1, p; = 2po, Es = —%jf:g = —AFp = —%02‘)2,

d.h. es existiert nur der einzige gebundene Zustand in einem J-Potential
der Stérke (2a).

B.9.2 Aufgabe 33: Unendlich tiefe Potentialmulde

Thema: Zentralpotentiale in der QM: V(x,y,z) = V(r) (vgl. Kepler-Problem)

Koordinatensystem: Polar- bzw. sphérische Koordinaten

Konzept:

e Seperation der Winkelvariablen aus der SGL durch Darstellung des Laplace-

Operators:
10,00 1 o,. ,0¢ 1 0%
Ay = r2 Or (r or + r2 sin(¥) 0V (8””9319) + 72 sin? () 8<p2)
M
radialer Winkelanteil

Mit Definition:
L= (7 z f) (Drehimpuls-Vektoroperator) und
pr = —iht Zr (Radialimpuls)

=2

= Operatoridentitiit: —2h—2A(r, 9, 0) = p2(r,9,¢) = p2(r) + L We)

m T

SGL:

T2: Quantenmechanik 275 LMU Miinchen



B Losungen zu den Ubungsaufgaben

~2
Hy(r9,0) = |52(r) + V() + 202 | 49, 0)

T
—

*

* winkelabh. Problem unabhéngig vom genauen Potentialverlauf

e Losung des winkelabhéngigen Problems:

— Seperationsansatz:
U(r,9,¢) = RI(r)Y;™ (9, )

— Eigenfunktionenen des Drehimpulsoperators:

LY (9, ) = I(1 + 1)h2Y;™(¥, ) Kugelflichenfunktionen

— Einsetzen in die SGL und , Herauskiirzen“ von Y, (9, ¢) (auf dieses

wirken nun keine Operatoren mehr) fithrt zur radialen SGL

e Losung der radialen SGL:

(% 4 WDR Ly E) R'(r)=0  (rSGL)

2mr2
. A~ 2 . . . .
mit p2 = —h?L Loy (einziger Differentialoperator)

Idee: Multipliziere (rSGL) von links mit r

e (MADR oy pleRey=0 ()
———

5, z
2m dr 2mr2
velf(r) v (r)

d.h. fiir die Grofe vy (r) = r - R!(r) ergibt sich die bekannte 1-dim SGL in

einem effektiven, um einen Zentrifugalterm ergénzten Potential

Einsicht:

Die einfachsten Losungen der rSGL sind die fiir [ = 0 (kein Zentrifugal-
term). Diese Losungen RY(r) = ”“T(T) dhneln denen fiir die 1-dim SGL,

haben aber eine zusétzliche %—Abhéingigkeit!
Ausblick: Dies fiithrt zur Struktur der allg. Besselfunktion

Teilaufgabe 1): Sei l =0
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RB: ¢(0) = ¢(a) = 0 (Stetigkeit der WF) (p, ist ein komplizierter Ope-
rator mit vielen Feinheiten. Wenn man fordert, dass er hermitesch ist:

0= W|pr ) — (W|pr|3p)* muss er eingeschrinkt werden auf Funktionen
P (r), fir die gilt

lim ry(r) =0

T—00

(ggf. in Kugelkoordinaten die (...) ausintegrieren) Daraus folgt die Bedin-
gung y(r =0) =0)

— fiir vg(r) ist dies das Problem des 1-dim co-tiefen Potentialtopfes

_ RPE% _ h%x%n?
En — 2m 2ma?

kn=2%-n, won=sin(k,r),

R%("’) _ vo,n (1) _ sin (k1)

T T

Teilaufgabe 2):

Im Inneren des Potentialtopfes ist V'(r) = 0, somit wird (I) zu

(& - 4 w2 u(r) =0, k= LZpE
Losungen: vy (r) = r - [e1ji(kr) + cang(kr)]
Eigenschaften:

sphdrische Besselfunktion — sphdrische Neumannfunktion

Definition  ji(r) = (=r)' (1) 52 m(r) = ~(=r)' (1) =2

T

l ) B
iy 0l = St

1.3-5...(2141)

Asymptotik lin%jl (r) =
- r—

Anwenden der Randbedingungen:

1) 0=u(r =0) — Gy + 22 vl £ 0 ist ¢ =0

Fall [ = 0 wurde bereits gelost, ¢ =0 = co = 0

2.)0 = v (r =a) = ac1j(ka) = ji(ka) < 0 Tranzendente Gleichung

Es sei 5, die n-te Nullstelle von j;(ka)
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=ka=PBin,  kin=20n

h2k7 ., )
Elx": 2m :2ma2ﬁl,n

Zwei Quantenzahlen:

l: Drehimpulsquantenzahl
n: radiale Quantenzahl

B.9.3 Aufgabe 34: Endlich tiefe Potentialmulde

— Analoge Losung zum 1-dim Potentialtopf, hier in etwas anderer Sprache:

Esseil =0.

in I: oszillierende Losung (aus Besselfunktion)
in II: exponentiell abfallende Losung (Kombination von Bessel- und Neumann-
funktion mit imaginirem Argument)

2 ‘ 1
P, 2d q B in I q=52m(E+ V)
{drz—’—rdr—i_( —r? )]R(T)_O ( in[]) k= 12m(—E)
Bedingungen:

1. ) R(0) soll nicht divergieren:
= in I kein Anteil einer Neumannfunktion

sin(gr)

Ri(r) = cijolqr) = e1 =]

2. ) R(r) soll normierbar sein, d.h.
= in IT nur exponentiell abfallende Losung, diese sind gegeben durch
Hankel-Funktionen

hi(7) = 5i(7) + ing(7) ¥ =1iKkr
ho(F) = 2T — i€2F = & = e

Rrr(r) = ca%

3. ) Stetigkeitsbedingungen an r = a:

—K

(a) Rr(a) = Ryy(a): ;229 = ;€% = @ = Kin(ga)e™

qa Ka c1 q

2 s(qr)—gsin(qr —KTr —KT—K
(b) Ri(a) = Rjy(a) : e THERgmnling = cpemr S|

— Einsetzen von ¢ aus (a) und auflésen ergibt
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tan(qa) = —2
Transzendente Gleichung graphisch 16sen
—1
tan(z) = ———~— = —1 =
o \/ — 14+ 535 1+ ( Z_O) 2
z
~—_——

*

* hat Polstelle bei zg = 7v/2mVj
— Eine Losung gibt es immer dann, wenn 29 > 5

vgl. Aufgabe 22), Potentialkasten in 1-D:

e Der 1-dim Potentialkasten hat stets einen gebundenen Zustand (sym-
metrische Losung).

e Fiir die asymmetrischen Losungen gilt dieselbe transzendente Glei-
chung und dieselbe Bedingung (zo > 7) fiir die Existenz asymmetri-
scher Losungen wie im Problem der radialsymmetrischen Potential-
mulde.

Wichtiger Unterschied:
Hinreichend flache Potentialmulden haben keinen gebundenen Zustand!

B.9.4 Aufgabe 35: Legendre-Polynome und Kugelflichen-

funktionen
1. Darstellung: f(z) = Y ¢, Py (2)
- n=0
1 00 1 9
_J; Py (z)f(x)dx —nZOCn f P (x (z)dr = Z Cn2n+15n = Cmania
S = 2L [ P (2) f(x)ds = 22 st [ (22 = 1)) f(2)de
1
m_| Py | em(9(@))
m=3]| P3(x) =4(52" —3z) | c3=2
m=2| Py(z) =132 -1) | co=4
m=1 Pi(z)==x =0
m=0 Py(z) =1 co="T7
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2. Normierung der Y, (9, )

27 1
[ 49 i 0. 0im(0.0) = Jeunl? [ dp 0 [ B )P )i
2 0 —1
2O mm! 2111 %511/5
47 (I +m)!
= 2 - . 5 = ’ ’
- |Clm| 2] + 1 (l — m) 5ll 5mm 5ll 5mm

wegen Orthonormalitidt der beiden Funktionen Y}, und Y,

= em =\ % (T
3. Darstellung von h(¥, ¢):
00 l
h(ﬁv </7) - lz% Z ldlm}/lm(ﬁv </7)

= [ d2 WD, )Y},
Q

Yoo (9, ) = ,/35 sin? e = dyy = ,/312—5”

Y11 (9, ¢) %smﬁe“" =dy = —21/%’7
Yoo(9,9) = \/ &= = doo = V4T
alle anderen = 0
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B.10 Blatt 10

B.10.1 Aufgabe 36: H-Atom und Kugelflichenfunktionen

1. ) Radiale Wellenfunktion des Wasserstoffatoms im Grundzustand:

Rp—11=0(r) =2a"%e 4, a = n’z”z ~ 0,510 %n (,Bohr-Radius“)

e2

= 51::01 (’f‘, 197 90) = Rn:l,l:O(T)legozo(ﬁa (P)

(ry = /dQ]Odr r2* (r, 9, 0) T P(r,9,9)
0

o0

= {/dﬂ |YZT0_0(197<P)|2} /dr 407 3r3e = | = ga
0

— m=0__1
=1 da Ym50= _

(r¥y = 1- /dr 4a3rte=a
0
4 4l
- 5(2)523&2

e wahrscheinlichster Wert (i.s.v. Ort mit der héchsten Wahrscheinlich-
keitsdichte in einem kleinen Testvolumen 4712 Ar)

rr[loax]r2|z/1(r)|2 =max{ro=0,r1 =a} = {r =a}
re|0,00

Nullstellen der Ableitung

— das Elektron hat seine grofite Wahrscheinlichkeitsdichte auf der
,Bohr’schen Bahn“ r = a

2. ) Wegen sphirischer Symmetrie des s-Orbitals (n = 1,1 = 0)

(0) =0, (%) = 12+ o2+ 22) = 16?) = a?

3.) YN0, 0) = Rpmam1 (1) Y7519, ) mit
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RI=L(r) = L qFre s, YN0, @) = —/ & sinde’ und @ = rsindd cos ¢

™ 27 00
3 11 —r
(%) = /sinﬁdﬁ/dgp 8—7Tsin219$in219cosch : dr  r? A r?2 72 e
0 0 0 aus Diff. z?|yf?
2 g e}
S /d(p cos® /dz?(sinﬁ)5 L /dr e
81 24ab
0 0 0
™ % 6!a”

= 12a* (ausgedehntes p-Orbital)

B.10.2 Aufgabe 37: Dichteoperator fiir Spin-% Systeme

1. ) Darstellung einer 2x2-Matrix durch Pauli-Matrizen:

(vgl. Blatt 1, Aufgabe 1)

m m
M o= 11 12
ma1 M2
mi1 +m22]1+m11_m220 m12+m210 +im12_m210
2 2 N 2 ¥ 2 Y
= al+4+a-o

-,

damit p= 31+ +(S) - &
2. ) Reiner Zustand: p? = p

P =11+ 4(8) 7+ (5%

=

N.B. ojo = iZijlUl + 5jk11
l

aus p? = p = %(@2 =

PN

nur erfiillt fiir maximal polarisierten Spin:
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Darstellung eines (beliebig im Raum) polarisierten Spins:

|¢spinpolarized> = cos Ze~ "% |+) +sin Zet'% |—) geschrieben in der Eigen-

basis von S, :

|+ ZEW + 2 und [-)2EW - 2

S = Sz sind cos p+ Sy, sin ¥ sin p+.5; cos ) = % (
Spin-Observable in der {|+), |—)} Basis

costy  sinde
sinve'® —cosd

Diagonalisierung gibt die Form der (in bel. Richtung) maximal spinpola-
risierten Zusténde in der {|+),|—)} Basis von S,:

— fur EW +%: EV % = o8¥41 optspricht der oben angeg. Form

sin Yet®

Dieser hat eine Dichtematrix der Form:

COS2 —129 sin —129 COS —ge i
p v Y i 20
v Yty v
Sin 2 COS ) € S )

-,

. = 2
Nachrechnen zeigt (S) = [T'r(pS)]? = L

Thermisches Quantensystem:

e s
p=ze b Z =Trle *sT]

1. Hamilton-Operator

—.

H=-M-B= —(YupS) - B= —YupS:2B da Bl|Z=p=..

up = % ~5,8- 10_5% Bohr’sches Magneton

~ B % B % B _p
2. Z="Tr(e FnT Sy =e AT Y 4 ehaT = 2cosh(h;,:;f) =: 2 cosh(a)
h h
S.) = —=Trlp- 04 = ————Tr[e"0,
(Se) 27 rlp- o] 4 cosh(a) (e os]

h 1
- 7 —on_n .
4 cosh(a) " [Z nl® 727 }
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h 1 a”
= 7T —a" T —_
4 cosh(a) " lz a7 * Z n! Uy]

n=20 n=21+1
= 0 (da alle Pauli-Matrizen spurlos)

(Sy) = 0 (analog)

h sinh(a)

h
() = 4 cosh(a) T L_
h
2

2 cosh(a)

2 2 2
" _JoaMB)\ _ 8(S.) _ h v,y B 1
mag = \8H,10y /| = POV =98 = T dkpT  cosh(a)

B.10.3 Aufgabe 38: Identische Teilchen im Potentialkas-
ten
Einteilchenzustéinde v, (z) = \/g sin(2Ex)

2 72h?
2maZ

=n2k

Einteilchenenergien: E, = n

1. ) Unterscheidbare Teilchen (ohne weitere Einschrinkung):

— Gesamtwellenfunktion ist Produkt der Einzelwellenfunktionen
wnan (171; IQ) = 1/177,1 (Il)¢n2 (ZCQ)
Enin, = (n% + n%)k

GZ: ¢11 = Zsin (22 sin (Z£2), Fy; = 2k (keine Entartung des GZ)

a

1.AZ:
iz = 2sin (222) sin (2222)
doppelt entartet, E1o = Fo1 = bk

Yo = 2 sin (2222) sin (222)

2. ) Bosonen:
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— der Zustand muss symmetrisch unter Vertauschung z; < x9 sein
GZ: YE, = 111 ist symmetrisch, E5, = F1; = 2k
1.AZ: Symmetrische Kombination

Viay = %(1/112 +191), BE,, = 5k (die Entartung aus (1) ist aufgehoben)

. ) Fermionen:

— der Zustand muss antisymmetrisch unter Vertauschung z; < x4 sein
— Aus 117 ist ein solcher Zustand nicht zu konstruieren
GZ: pfy = %(1#12 — 1) , BEy = 5k

1.AZ:

Vg = %(1/113 —31), BEfy, = 10k (nicht entartet)

B.10.4 Aufgabe 39: Drehimpulsaddition

Basiswechsel zwischen 2 vollstdndigen Sétzen kommutierender Observablen bzw.
zwischen deren Eigenbasen

T2:

O1 ={S52,51.,53,82.} — {S%,53,52,5.} = O,
Br = {ler, e2)|ei = £} = {[S, M)} = B,
wobei S = S1 + 55, S, = 51, + So.

1. Nachweis, dass S ein Drehimpulsoperator ist (erfiillt die Drehimpulsalge-

bra)

[S2,8y] = [Siz + S2z, S1y + S2y]
= [Siz, S1y] + [S2z, S2y] (wegen O1)
= ihSy, +ihSs. (da Si,Sy Drehimp.)
= ihS, (andere analog)
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2. Nachweis, dass die Observablen der neuen Basis kommutieren:
(52,82 = [S2,52] =0 da [S;, 5% =0
[SZ7§12] = [SZv g%] =0
Mit §% = S7 + S3 + 25,5,

[52,51.] = 2[515.,51.] = —[S?% S5.] damit ist [S,5.] =0
2[Slm521 + SlyS2yu Slz]
= 2“1(—511152;@ + SlmSQy)

3. Vollsténdigkeit des Satzes Oa:
Wir konstruieren explizit die Eigenvektoren |S, M) als Linearkombinatio-
nen der Basisvektoren |eq, €2)c—1

(a) Da die Observablen S2 und 52 beziiglich aller Basisvektoren den
Eigenwert %hQ haben iibertragt sich diese Eigenschaft auf deren Li-
nearkombination |S, M)

§%|€1,€2> = §§|€1,€2> = %h2|61,62> VELQ
= 57|18, M) = 83|, M) = $h*|S, M)

(b) Da S, = S1, + S2. mit allen Observablen in O; vertauscht, sind die
Basisvektoren |eq, €2) auch Eigenzustéinde von S, (x)

S:ler, e2) = (S12+S22) €1, €2) = 5(61 + €2) le1, €2)
—_——
M (Magnetquantenzahl zu )

Zuléssige Werte fiir M:
aus e, =+1 =M =-1,0,1

M=1: EZ|+,+)

M=-1: EZ|—-,—)
M=0: EZ|—,+),|+,—)} 2 fach entartet
= Darstellung von S, in der Basis Bj:
10 0 O
000 O
000 O
0 0 0 -1

nicht entartet

S, = R vgl (%), S, ist also bereits diagonal!

(¢) Darstellung und anschlieBende Diagonalisicrung der Observable 52:

i. ) Darstellung von S2 durch Leiteroperatoren:
Mit §% = §7 + S3 + 25,5,
Sit = Siz £ iSiy, S+|+> = S7|—> = 0 etc.
S% = 5% + 52 +251.52. + 251452 +25,_Sss
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S’ 4) = 20+ 4)
2 310 3.9 h? 2 2
= +) = =R )+ )]
S%— =) = ..=2Rh%—,-)
Matrixdarstellung in der |e1, e2)-Basis:
2 0 0 O
= 01 10
2 o 2 . .
(5%) = 01 1 0 h? — nicht diagonal
0 0 0 2

< Diagonalisierung von (S2) fiihrt zur Eigenbasis B der |S, M)
ii. ) Diagonalisierung der Untermatrix:
= 1 1. |+, —)
2\ _ 32 )
(S%)o=nh ( 11 ) im Unterraum ( - 4 )
(1—/\)2—1:O:>)\1:Ound/\2:2

EW:
20?= BV s[4, =) + =, +)]
= Ll - )
EV zu 52, S,
S =2h%: Triplet
M=1 |1,1)=|++)
M=0 [1,0)=Z5[[+ =) + [ +)]
M=-1 [1,-1)=]-,-)
S=0: Singulett
M=0 10,0)= 5[+ )~ |- +)]
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V(x)

Abbildung B.4: Potentialkasten

B.11 Blatt 11

B.11.1 Aufgabe 40: Zwei Teilchen im unendlich tiefen Po-
tentialkasten (vgl. Aufgabe 38)

((x1 = 22)?) = (2]) + (23) — 2(w122)

Einteilchenzusténde im oo-tiefen Potentialtopf: ¢, (z) = \/g sin(“x)

1. Unterscheidbare Teilchen:

wnlnz (xl ) ‘TQ) = ¢m (xl)wnz (‘TQ)

@) = [ Pdoy [ (o) Pz
0 0
—_———
1 wegen Normierung
2 a
= —/x% sinz(ﬂxl)darl
a
0
21 a°
= —— (—=3mny + 27n?)
a 12 72n?
- CL2 CL2
T3 omr2p?
2 2
2 - - a _ a
(r2) = 3 2rn3

(r1m2) = 21|, (21)Pdey [ @2t (22)*das
[

0
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a2 a?

- [5 -7
2 1 1 1
_ 2 e 2 - - - 9 _ _
(21 = 22)%) “ {3 2m2n2  272n2 2

2. Ununterscheidbare Bosonen mit Spin 0:

Gesamtwellenfunktion symmetrisch (+):
symmetrischen  (+)
antisymmetrischen (—) Falll

wnlnz (‘Tlvx?) = %(d]’ﬂl (l’l)’t/an (‘TQ) + wnl (x2)z/]ﬂ2 (‘Tl))

[Rechnung zugleich fiir

(z3) =% Wﬁl#)m(xl)lz’dﬁcl 1+ ]ll’fllbnz (z1)Pday - 1+
ifx e (21)Vn, (21)dzy f¢ (22)Yn, (2)dz2 £ ffwb (21)n, (z1)d1 ]‘lw:;l (22)n, (22)dw2
0 0

4[4 -y - gy 020 = (s

27'rn

(z129) = & [; 21|, (1) P day f$2|¢n2(w2)|2d$2 + f$1|¢n2($1)|2d9€1 fwzwm (22)[daot

fwllﬁm (1) n, (21)dzy f$2¢n2 (22)hn, (22)dws if$1¢n2 21)Yn, (21)dr1 fw2¢m (22)Vn, (x2)dx2
0

= 3187+ (317 £ 2 () O]

(nf—n3)?

anin 2 _(_1\yn1t+tn2\2
(21— 2)) = a2 |3 = 5oz — by — 3 2 (Rayme)? LG0T o)

m (n-n3)?

3. Ununterscheidbare Fermionen mit Spin %:

Wrins (T1, T2, 81, 82) = Ynyn, (21, 22) X (51, 52)
Gesamtwellenfunktion, muss fiir Fermionen antisymmetrisch sein
Im Spinsektor:

(a) Singulett: x(s1,s2) = %ﬂ T1l2) — | [172)) ist antisymmetrisch

= Un,n, (1, T2) : symmetrisch (+)
(b) Triplett: x(s1,s2) = \%ﬂ Til2) + | 1112)
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= Un,n, (@1, 22) : antisymmetrisch (-)

Vergleich der beiden Zusténde:

Symmetrische Orts-WF Antisymmetrische Orts-WF

((z1 = 22)%)sym < (21 — $2)2>antisym

d.h. die Fermionen sind im Singulett-Zustand néher beieinander als im
Triplett-Zustand

Im Hs-Molekiil beschreibt man so bindende und antibindende Singulett,
Triplett Elektronenzustéande.

B.11.2 Aufgabe 41: Zwei wechselwirkende Teilchen im un-
endlich tiefen Potentialkasten

In Storungstheorie erster Ordnung gilt

AE = <wn1n2 (‘Tl ) $2)|V(£L‘1, x2)|"/}n1n2 (xl ) $2)>

a

L g (zr,22) = 2sin(Za)sin(Za2)  (GZ)

a

AEG? = g/ddfldmh/fll(ffl,1172)|25(5171 —x2)
0

= 9/d$1|¢11($17$1)|2
4 3
g—2/dgc1 sin* (le) .
a a 2a

1. angeregter Zustand:

Yia(en,22) = 2 sin(Zan) sin(2a) = 6
2-fach entartet
Yor (@1, 22) = 2sin(2Ea ) sin(Zra) = 6o

Darstellung der WF im entarteten Unterraum
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(o11V]gn) (¢1|Vig2) \ _ (1 1Y\
(i oied )=(1 1)
SN———

I= i—g fsinz(gxl)sin2(2fx1)dx1

Diagonalisierung von M ergibt

o~

er = %@51 + ¢9), €2 = %@51 — ¢2)

In den Zusténden €; und €; wird nun Stérungstheorie btrieben:

2
AELAZ — (@, |V (21, 22)|E1) = (%) 4.1=28, AELAZ —g

d.h. es findet eine Aufspaltung zuvor entarteter Niveaus statt.
2. Bosonen:

— G2 (21, m2) = P11 (21, 22) = AECZ = %g S.0.

= YpZ(er,w2) = T3tz + ¢o1) = AEAZ =2 s0.

. . 1.
3. Fermionen mit Spin 5:

U(x1,22) =(x1,22)+ x(x1,22) muss antisym. unter 1 < 2 sein.
N—— —_—— Y

GesamtWF  OrtsWFE  SpinWF

GZ:

Xs(s1,82)] T1) — | 11) Singulett (antisymmetrisch)

G2 (x1,22) = P11 (@1, x2) = AE%Z =34 50.
symm. WF mit niedrigster Energie

1.AZ:

Vi (x1,m0) = %5(1/112—%1/121))(5(81,82) = AE® = 2Z s.0.(symm. OrtsWF)
(——
Singulett

Yp(z1,22) = =5 (Yi2—v21)  x7(81,82) = AET = 0(antis. OrtsWF)
S

o

2

Triplett (symm.)
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( [T, 1L, )
[T+ 1L
B.11.3 Aufgabe 42: Anharmonischer Oszillator

Verwende Erzeuger-/Vernichteroperatoren des HO:

S

h
3 _
. (zm>
h E i i 2 fo2
= [— +2ataa’ 4+ a’a’ + a' + a™a + 2aTa® + a + o)

2mw

h
= (—) (a® +3Na" +a® + 3(N + 1)a)
2mw

Hint = ghwa®, E, = EY + 6E" + §ES) +

Energieverschiebung in 1.0rdnung:

SEM = (| ghwa3|1h,) = 0 da 2® keine Anzahloperatoren enthiilt.

Energieverschiebung in 2.0rdnung:

SE@ = (s [ Hime [0 ) [

n;én/ 0 EO
koppelnde Matrizelemente: EY — EY,
O\ 2
ghw (ﬁ) (nsla®®ln) = C-Vn+1vn+2yn+3 —3hw
~—_——
e
mit aT|¢n> =Vvn+ 1|¢n+1>7 a|1/}n> = \/ﬁ|¢n71>
Analog:
(P —3|Ca®|y,) = Cy/my/n — 1y/n — 2 3hw
(Wn+13Nal|ipn) = 3CVn +1(n+1) —hw
(Yn-1[3(N + Dalyn) = 3C/nn huw
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SE? c? _1(n+ D(n+2)(n+3)+ %n(n —1)(n—-2)—2(n+1)>+3n°

1
hw 3
1
= C? [-3n* —3n—2—2Tn* — 27Tn — 9]

hw
C? 9 1 Cc?7
= —E?)O(n +TL+1)—E§

Explizite Energiedifferenz zweier benachbarter Niveaus E,,, Fy1:

AE, i= Epy1 — E, = B0, — EY + 6EC) | — 6EY) = AEY — 30(2n + 2)
B.11.4 Aufgabe 43: Feinstruktur des Wasserstoffatoms
Entwicklung der kin. Energie in Potenzen des relativistischen Impulses p = m~yv
Relativistische Energie-Impuls-Beziehung;:

E? = p*c? + E2, T = E — E (kinetische Energie T)

=T = \/p?@ + B} — By = Eo\/1+ 55 — By

2.2 4 4 2 4
~ lpee  1lpc — ~Lip 1 p
~ B (14388 - 188 4+ — 1) ~ 42 - Lop
H,e = —%—m’gcz ist der erste Korrekturterm

Storungstheorie in 1. Ordnung:

AE(l) 1.27"(1 <

rel

w'Hrel|w> = _8m+62 <1/’]32|]321/’>

(da p? Operator der kinetischen Energie (ohne rel. Korrekturen) ist lifit sich

schreiben p? = 2m(E — V), V(r) = — =< (H-Atom))
= ABL) = —gaa((B = V)?) = gz (B2 = 2B(V) + (V2)

Auswertung der Erwartungswerte in den ungestorten Eigenfunktionen |nim)

(V)= 25(L) = 2= L

4meq T 4meq
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(Aus Virialsatz der QM: Sei H = ;—2 + V(¥) mit V(#) nur vom Ort abhéngig.
Dann [H, Z - p] :—iﬁ(%—f-ﬁv 2)))

Da fiir Eigenfunktionen [¢,,) von H

(| [H, % pl[tbn) = 0 = (| E |0) — (|7 - VV (&) [1h) = 0 (Virialsatz)

fiir Coulomb-Potential: 6% = ;—?
= 2(nlm|H|nlm) + <nlm|;f:0%|nlm> = 0 mit E, = 4;510%7 a = 471'607:3;

(Bohr-Radius)

damit (nlm|i|nim) = o = (V)

2a

Angabe: (nlm|Z|nlm) = m = (V?)

rel = 2mc? 4men n2a 4meo

2 2 2 _E2
= AE(l) =1 E721+ e 2F, ( e ) (l+%]jn3a2:| — 215;; |:lin% _3:|

B.11.5 Aufgabe 44: 3-dim HO mit Stérung (vgl. Aufgabe
27)

1. Storungstheorie fiir Grundzustand: (nicht entartet)

AELY), = (0| Hann|th0)

z = /52 (al + ap), 2% = =2 (al? + 2ala, + 1 + a2)

2mw 2mw

y, z analog — wegen der Terme y, z verschwinden alle GZ-Matrixelemente,
AES), =0
GZ =

2. Stoérungstheorie fiir angeregten Zustand: (3-fach entartet)

Darstellung von H,,, im Unterraum der Zustéinde 1. Anregung:
|"/111A7W> = a;f|0>, L=,y 2
a}|0) af|0) af|0)
(0|ay 0 0 0

Hayn= Ola, [ 0 0 1 |hwg
Oa. \O 1 0
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Vordiagonalisierung im yz-Unterraum:

& =) +a)|o) (A=+1)

& = L(a —al)l0)

Stérungstheorie in 1. Ordnung bzgl. der Zusténde €; und es:

2
m _ g_nN i i .
AESS = S IEE O(ay + a) - \1/ (a), +ay)(al +a) (a), +al)|0)
(@] Betrag aus = I21)
B h2g (1 )= h2g
 8m2w?  Am2w?
AED = Y - 0|(ay —a.)-1(al +a,)(al + a.) (a — al)|0)
€2 24m2w2 1Y R Ty AT NE
(2] |€2)
_ _ Py
4m2w?

d.h. es findet eine Aufspaltung der Unterniveaus statt.
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B.12 Blatt 12

B.12.1 Aufgabe 45: Drehimpulsalgebra und Clebsch-Gordan-
Koeffizienten

Wiederholung;:

Eigenschaften von Drehimpulsen: (allg)

o [J;, J;] = ihei;iJy mit J; Komponenten des Vektoroperators J

o [J2,J;] =0,i=1,2,3 d.h. J? und ein J; (z.B. J.) sind gleichzeitig
diagonalisierbar. In dieser Eigenbasis gilt

o J2|J, M) =h2J(J —1)|J, M), J.|J, M) = hM|J, M) wobei

J: ,Drehimpulsquantenzahl® und M: ,magnetische Quantenzahl“

e Definition von Leiteroperatoren: J4 = J, +1i.Jy

1. Normierung des Zustandes J_|.J, M):

Es seien |J, M) normierte Eigenzustinde
(a) |¢) = J_|J, M):

(JLM|Jx J_|J, M) = (J,M|(Jy+iJy)(Js —iJy)|J, M)
——

= (L, M|JZ +ilJy, Jo] + J|J, M)
= (J,M|J* = J2+hJ.|J, M)
W (J? = M(M — 1)) {J, M|J, M))
1

= Aussage

(b) [¢) = Jy|J, M) analog.

2. Addition von Drehimpulsen:

VSKO1: {J2, J2, J1.., Jo.} — VSKO2: {J2,J2,J,J.}, J = Jy + J
——

* EES
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B Losungen zu den Ubungsaufgaben

) unverinderte QZ, werden i. allg. nicht notiert
k), Charakerisierende” QZ (in den Zusténden notiert)

,Abzihlen“ der zulédssigen Eigenvektoren:

(I) Im VSKO1:

Teilchen 1: J; habe QZ j1: mq = —j1...1 = 2j1 + 1

Teilchen 2: J5 habe QZ jo: mo = —ja...jo = 2jo + 1

= Anzahl der Produktzusténde [{|j1,m1) ® |j2, m2)}| = (271 +1)(242+1)
(II) Im VSKO2:

Zuldssige Werte fiir J, M: |j1 — jao| < J < j1+jo, —J <M < J

Abzéhlen aller moglichen Paare (J, M)

J1+72
Z 1 = Z (2J 4+ 1) setze j1 > jo,J =j1 —jo+1i
J,Mzulaessig J=|j1—7j2|
2j2
= Z[Q(Ji —Jo + 1) +1]
1=0

2j2(2j2 + 1)

= [2(j1 —jo) +1](2j2 + 1) + 2 5

= (2 +1)(2j1+ 1)V

3. Addition: |l, %,ml,ms> — |l, %,J,M>, my = —l...[, mg = :I:%

(a) Fiir Zustand |J =1+, M =1—3):

Maximal ausgerichteter Zustand:
()T =l+3M=1-3)=|l313)

Konstruktion der weiteren Zustdnde durch Anwenden von

J_ = L7®]15+]ll®87
—~—
auf linke Seite  auf rechte Seite von (x)
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§G+1) =m(m =1) = (G+m)(j—m+1)
MWRA+T|J=1+3 M=1-3)=n/20|l,3,1-1,1)+h[l,1,1,-3)

‘J:l+%’M:l__ \/ 2[2-{l-1 ‘l’é7l \/Q}?‘la%vlv_%>

Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

(L= =1 b M = 1= ) = 2 wna

(L3l —3J=1+3M=1-1)=—

(b) Fiir den Zustand |J =1— 1, M =1

Ansatz fiir den maximalen Zustand:

ezulM=1—5 korrespondleren die Zustéande
1 1
l7 92 lu _§>7

e Deren Linearkombinationen o }l, 5 ,—%> + 4 }l, %,l —

L3,1-1,%)

%> die

— normiert (Ja|? + |3 = 1) und
- orthogonal zu dem Zustand ’J =l+3 I M=1- l> (s.0.) ist

o 21+1 + B%4/ 2l—+1 20 (globale Phase irrelevant)

ergibt den gesuchten Zustand

’J:l_%vM:l_%> \/ 21+1 “7;717_5>_\/ 20+1 ’1727 1=%>

Die gesuchten Clebsch-Gordan-Koeffizienten kénnen direkt ab-
gelesen werden:

(b33l =1= g M =1-§) = 32 wd

(I3, 1-1,5J=1-4 M=1-

DR

B.12.2 Aufgabe 46: Yukawa Potential

Ansatz fiir eine mogliche Klasse von Funktionen 1), (), auf der durch Variation
ein Minimum der Grundzustandsenergie gesucht wird
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Motivation: GZ-WF im H-Atom:

Ry=1,=0(r) = 2(17%6*5, a: Bohr-Radius

(diese Variationsfunktion reproduziert also -fiir a = 1- im Wasserstoffatom die
korrekte Grundzustandsenergie)

Sie ist radialsymmetrisch (I = 0).

;‘m\w

Normierung: 1 L N%(a)a™3 fdr r24me=2c = N =

Variationsverfahren:

Das Minimum des Energiefunktionals €[to ()] = (Yo |H|1)o) = €(a) beschreibt
eine obere Schranke an die Grundzustandsenergie

Vgl. ,,Konkurrenz“ von kinetischer Energie (stets > 0) und potentieller Energie
(< 0 fiir bindende Potentiale) im Zustand |t) mit dem Ziel einer Energiemini-
mierung

(Va|V(F)|tpe) = Energie der Wechselwirkung
3 oo
= -y (g) 4E/dr p2e=(22+u)r L P1.
a 7r r
0
3 o0
= () (- [ e
a R A

_ 4 (2)3;
o) (e

kinetische Energie (fiir Zustand mit [ = 0)

- 10 (,0
<1/)a 1/1a> = %<¢a r_QW (7” E)‘¢a>

p?

2m
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o . .
= %/d’f’ 47T’f' w(r)r—z 2 E + w
~~

—47h? ay N? _ga, o & . r n_—ax n!
= o (—g)?/dre a (2r—r g) Mzt/xe =
0
B %mwig@flzj__ﬁi
m LoalRalim )t (28)]

K2 a?

2m a?

2 2 3
h_a_2_4_ 1

Energiefunktional e(a) = o

2m a (2% +H)2
Minimierung des Energiefunktionals: 0 E ag(;)

Diese Bedingung fiihrt i.allg. auf eine aufwéindig zu losende algebraische Glei-
chung vom Grad 3

— wir betrachten daher nur den Grenzfall

Diskussion fiir 4 = 0 (H-Potential):

|
6#:0(01271* 2ma? T’lo = aam: a12 - %
=g ea) = (39-9) = g

&2
4meq

mit g = ist dies genau die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms und

_ Aegh?
o =g ()~

me?
—_——
Bohr-Radius

d.h. ¢ (r) ist -wie erwartet- die Wellenfunktion, fiir die die Gesamtenergie auf
der Klasse der Funktionen v, (r) minimiert wird.

B.12.3 Aufgabe 47: Zweizustandssystem

B _( E, O 0 g
H_%+W—<O &)+<go>
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(Dargestellt in der Eigenbasis von Ho, {|ta), [%)})

1. Exakte Losung durch Diagonalisierung:

Ea_/\ g L
det< p Eb_/\>_0

E.+Ey)+ E,—FEy)24+4g2
)\1)2:( +Ey) \/(2 )2 +4g :Ei]z(

exakte Energien)

2. Storungstheorie in 2. Ordnung:

— 1. Ordnung verschwindet offensichtlich

AED = ¥ WalWlwwll® _ _a®  ynd AE? = 2 = ~AE?
m=b ¢ " ¢ ¢

3. Variationsverfahren: £, = —F

(Wo|Hpy) = E,cos* ¢+ Ep sin? ¢ 4 2gsin ¢ cos ¢
E, cos(2¢) + gsin(2¢) =: €(¢)

866(5) = —2F, sin(2¢) + 2g cos(2¢) 2 0, tan(2¢g) = Eia

g
:>6(¢0):Ea ! 2"’9 Ea2 :Ea\/l‘Fg_zz
\/1+§—g \/1+§—3 ¢

4. Da die Schar von Zusténden |i,) alle Zusténde und damit auch den ex-
akten Grundzustand beschreibt liefert das Variationsverfahren die exakte
Grundzustandsenergie.

Fiir By — FE, sind beide Niveaus entartet, es ist dann entartete Storungs-
theorie anzuwenden und die Matrix W ,,vorzudiagonalisieren®. In diesem
Fall eriibrigt sich allerdings Stérungstheorie im Unterraum der entarteten
Energien E, = Ej, da das Problem durch die Vordiagonalisierung schon
exakt gelost ist.

B.12.4 Aufgabe 48: WKB Approximation

(= Trennung von zwei Ortsskalen)
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e kleinrdumige QM Oszillationen

e grofle Skala der Potentialschwankungen

daher: Ansatz motiviert von Losung im konstanten Potential + Einfithrung ei-
ner zusétzlichen schwachen Ortsabhéngigkeit in Amplitude und Phase. Diese
miissen konsistent mit der SGL berechnet werden.

1. Ansaty fiir WF: ¢() = A(x)e*)
SGL: (—££ 25 + V(@) w(x) = By(2)

Ortsabhéngiger Impuls: p(z) = \/2m[FE — V(x)]

E > V: Klassisch erlaubt, p(z) > 0, reell
E < V: Klassisch verboten, p(x) = i|p(z)|, rein imaginir

Bestimmung von A(x), ¢(z):

(x) in SGL:

I — (A +iAg)e @)

TY = (A" + 2049 +iAY" — Ag?)eis®)

= (A" +2iA'¢ +iAg" — Ag?) = 2V 4
Seperation von Real- und Imaginérteil:

R: A" =A(¢” - ) (1)
I: 24/ + A" =0 (A%) =0 (2)

Aus (2) = A%¢' =C?, A= \/C¢>_' (%)

Niherung in (1):
Schwache Verdnderung von A(x) erlaubt A”(z) =~ 0, damit wird (1) zu
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o(x) = + [ daP)

Damit ergeben sich die beiden Loésungen

C_Fi[r@%  firz:E>V(z)
_ \/p(fﬂ)6 T
b(@) = C et fira: B < V(o)

2. von links einlaufendes Teilchen:

I: Vr(z) = D1€eoh + Dye~ ok z<0 frei osz.

Gy + [T |p(z)| L2 @ o~ dE
o lp(@)| % Cy — [y Ip(@)| %= 0< o< ' Ji
|p(17)| ‘ +\/ |P(9ﬁ)|e ’ <z <a exp. gedimpf

()

IIT: rp(z) = DgePon T >a frei osz.

(%) kann fiir grofe (hoch oder weit) Barrieren vernachlissigt werden

Anschlussbedingungen:

Stetigkeit der WE:

anx=0: Dy+ Dy = |C&J+)\ (1), po = hv2mE
P
anx =a: ‘C? )‘e_ Is @)% — Daeoi (2)
p(a

Stetigkeit der Ableitung:

Py — _1CD @)~ [T p@) L Ca Ip@)] — [T |p(F)|4E
Vi (@) 2 H° " p@ PO '

Annahme:

Schwach veréinderliches Potential bedeutet |p’(z)| klein — vernachléssigbar

o+
U1(0) = ~C

; T
an x = 0: Z"%(Dl —Dy) =—-Cy ‘p’(io )| (3)
Aus (1) und (2) folgt
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C 2
Dy 1 /O]
PO 70
Transmissionskoeflizient
b= D3 @D Co 1 [ @) iped — 2 o= Jo 1p(@)| 9 —ipod
Dr D y/lp(a)] { ol \p(t;)(\)\p(an}
Damit

T = |t ~ e 25 @I
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B Losungen zu den Ubungsaufgaben

B.13 Probeklausur 1

B.13.1 Aufgabe 1:
h(k+4E)
P(,Impuls im Intervall [h(k — 48), h(k + 4E)) = [ |
h(k—Ak)

Berechnung der Fouriertransformierten

wmzzj%/mw@fm

1 1 d 7m272ia2k—a24k2+a4k2
= — xr e 2a
V271 Va2
1 1 _ a22k2 d - (m—iajk)2
= — e T e 2aZ
V271 Va2
V2ma?
= ﬁe_ (122k2
4
T
Ergebnis
Ak Ak h(k+%) 272 ~
Ppeh(k—4)hk+5)) =% [ e Nk~
h(k—4k)
B.13.2 Aufgabe 2:
Idee: Einfaches Einsetzen in die SGL
=2 ~
(£ + ) volx) = Eotio(z) =0
Ausfithrung:
h? 9%y (x)
Vi = —
0% 2m  Ox2
h2
= 5 %(024962 — Qa)e_o‘””2

T2: Quantenmechanik 305

(k)| 2dk

LMU Miinchen



>4

B Losungen zu den Ubungsaufgaben

W2 oy o
= %(a 4a® — 2a) o (x)
—_—

Vo

N.B. Der Bepunktungsvorschlag ist natiirlich unverbindlich, ggf. erweist sich bei
der Korrektur eine andere Bepunktung als sinnvoller!

B.13.3 Aufgabe 3:

1. |¢1) = [¢), o, bereits diagonal

2 |¢2>_<(1))’A_<1—1H' 1—_1i>

Diagonalisierung von A:
—A=NA+N) - (1+D)1 =) =A2—1-2=0= Ao =+V3

EV: (1 - ANz +(1—i)y=0

yr = e =1 (A - 1)(1+14)

N B !
EV: &) = Sew ( T =11 +1)

« > 3(V3-1)?
P(,Messwert + v/3%) = [(€ slih2)|* = %

«y _ 3(=v3-1)?
P(,Messwert —/3%) = BTy
E(\“} )? (V3+1)? (4=2v3) (3+V3) — (4+2v3) (3—=V3)
1(v3-1 1(v3+1 1 —2v/3)(3+V3)—(44+2v3)(3—=V3) _
2(3—V3) V3 - 2(3+v/3) V3= 5\/3 (9-3) =-1

(Einfache Uberpriifung: (12| Altha) = (12| |t2) + (oo |tha) + (2|0 [1h2)
0 0 —1

fiir EZ von o, mit EW -1)
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B.13.4 Aufgabe 4:

1. Quantisierung: A = =2, n € N
(1) kn=1In, E,= % = % = %Tﬂ (freie SGL in [0, a])

Randbedingungen: Knoten bei x =0, a

() = { Nsino(knx) x SOLZ,ta]

Normierung:

N2 [ s (k) Li-nN? / sin(y) & = N2 pm = N2g

Yn(x) = \/gsin(knx), x € [0,a

2.
P(, Energie des Teilchens betraegt E,,*) = |(¥(z,t = 0)[th,(2))]?
2
= — 1/ = sin(k,x)dx
/ ff
2
-2
0
— nw |2
- 71'2712 | [ COS(y)]O |
=4 falls n ungerade, sonst 0
B W28n2 falls n ungerade
N 0 sonst
(2
(1) 3. Y(x,t) = nfﬁ sin(kpz)etEnn

n

(offensichtlich verifizierbar durch Einsetzen in SGL)
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B.13.5 Aufgabe 5:

1. e Freie Losungen fir die WF fiir x 2 0

e keine riicklaufende Welle in II
e k= +V2mE (freie SGL fiir z # 0)

Ansatz:

W(@) = Aet® 4 Be~T  in T 2 <0
TI= etk mlIl x>0

(a) Stetigkeit der WF an z = 0:
A+B=C (1)

(b) Unstetigkeit der Ableitung folgt aus der SGL:

~ BT 4 ab(a)h(a) = Bi(a) J da

2m  Ox2
—e

— Integration in Umgebung von 0 mit € — 0:

— 29/ (€) — ' (—€)] + agp(z) = 0

2m

ik[~Ae~*k 4 Beik 4 Ceike] = 2ma0 = C (1 - 218) = A-B

2. (1)+(2);c(2—§,3;g)=2,4:0=%

B=C-A= A% damit ist ¢ (z) konstruiert

" ikh2
kB |? 1 1
3. T(B) = |[ZHE)) = Ly — L,
k2n% 2FEh?2

1. H=45+9bL.

— gemeinsame Eigenbasis von L2 und L, sind Kugelflichenfunktionen mit

308
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L2 =214+ D)l 1> 0und L™ = hmy —1<m <l

@) = (| H |y = "G5+ ybhm
2. Rotation der Quantisierungsachse:

1

e Normiere B = (bv/2) % 0
1

e Rotation so dass Zpe,||B (dies lisst L? invariant)

@) Ep = h2 l(l+1) + 2 bvBhm
S 4
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