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Kapitel 1

Newtonsche Satze

(Originalformulierung)

1. Jeder Korper verharrt in einem Zustand der Ruhe oder der gleichférmi-
gen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krifte dazu
gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu éndern.

2. Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie,
nach welcher jene Kraft wirkt.

3. Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich; oder: die Wirkung zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

1.1 Newtons Axiome

Beschreibung von Newtons Axiomen in der Sprache der Theoretischen Mecha-
nik.

1.1.1 Axiom N1 Definition von Inertialsystemen

Es gibt Bezugssysteme (BS), in denen kréftefreie Bewegung durch
7(t) = v(t) = const beschrieben wird. Diese BS heifilen Inertialsysteme

(IS).

Bemerkungen

e N1 gilt nicht in jedem BS (z.B. nicht auf einem Karusell)
e In IS sind physikalische Gesetze besonders einfach.

e N1 ist nicht Spezialfall von N2 mit Kraft = 0, sondern Definition von IS.
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1.1.2 Axiom N2 Dynamik

In einem IS folgt die Bewegung unter Einfluss einer Kraft folgendem Gesetz

S dp
K= d_lt) =mad (Kraft) mit p'=m¢ (Impuls) (1.1)

N2 beinhaltet also:

e die Definition von Masse (vergleiche Beschleunigung fiir gleiche Kraft)
e die Definition von Kraft (als Beschleunigung mal Masse)

e Aussage iiber die Bahnbewegung

Bemerkung

N2 gilt nur fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten.

1.1.3 Axiom N3 Aktion = Reaktion

—

Kactio = _Kreactio (1.2)

1. Zusatz

Der Satz gilt nur fiir Kréafte entlang der Verbindungslinie.

2. Zusatz
Fiir Krafte gilt das Superpositionsprinzip
K= Z K; (K; Einzelkrifte)

Bemerkung

Die Giiltigkeit von N3 ist eingeschriankt, denn N3 impliziert instantane Reakti-
on, im Widerspruch zur speziellen Relativitéitstheorie (nichts propagiert schnel-
ler als Licht).

1.1.4 Beispiel: Lésung von N2 fiir 1-dim Problem

mi = K(z(t)) wobei K (x) = —0,U(x) (1.3)

Sl

(@) = —Uz(t)+E (1.7)
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Die Integrationskonstante E, welche der Gesamtenergie entspricht, ergibt sich
also zu

1
E = 5m:1'c2+U(;v) Energieerhaltung (1.8)

Auflerdem erhilt man die Differentialgleichung (nach @ gelost)
dz 2
— =4/—(E-U 1.9
=\ (B - U) (19)
welche nach Trennung der Variablen leicht zu 16sen ist und es ergibt sich:

T d‘r/
t—to_/mom (1.10)

Die Anfangsbedingungen z(t,) = 2o und Z(tp) = vy legen die Integrationskon-
stante fest: B = Zv§ + U(wo)

Graphische Analyse
1 Ulx)

2
=, 23 7.:3 x
o >
klassisch verbotenar
Barelel,

e Die Umkehrpunkte sind an den Stellen, fiir die gilt & = 0, also bei x1, 2, x3.

e Zwischen den Umkehrpunkten ist die Bewegung periodisch, mit

dx’

1 2
27|, e o
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Zunéchst mittels N2 hergeleitet, spéter eleganter mittels Lagrange-Formalismus
(tieferer Grund: Symmetrien).

2.1 Impulserhaltung

Aus K = 45 (N2), ergibt sich

=
I

0 = p=const (2.1)

2.2 Drehimpulserhaltung

2.2.1 Def.: Drehimpuls
=rxp (2.2)

!

2.2.2 Def.: Drehmoment
=7x K (2.3)

=

wobei
I'=M (N2 fiir Rotationen) (2.4)

wie man leicht nachpriift. Daraus folgt nun die

2.2.3 Drehimpulserhaltung

—

M=0 = [=const (2.5)
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2.3 Energieerhaltungssatz

2.3.1 Def.: Arbeit

Ein Teilchen mit Masse m bewege sich unter Einfluss einer dufleren Kraft von
Punkt 1 nach 2 entlang Weg C. Die von der Kraft auf m geleistete Arbeit ist

Ap_p = / di K (2.6)
C

Die Arbeit entspricht der vom Kraftfeld auf m tibertragenen Energie.

2.3.2 Def.: Kinetische Energie
Aus (?7) ergibt sich

to X
Ay = / 7 dt - mv (2.7)
ty
t2 m d
= dt =72 2.
/tl 2 dt" (28)
m, .
= S (@(t2)* = 9(t1)?) (2.9)

Also entspricht eine Energieinderung einer Geschindigkeitsdnderung, was zur
Definition fiihrt

1
Fyin =T = EmUQ (2.10)

2.3.3 Def.: Konservatives Kraftfeld

Falls Arbeit zwischen 1 und 2 wnabhingig vom Weg ist, wird das Kraftfeld
konservativ genannt. Das heif3t

(2.11)

= VxK=0 (2.12)
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Also kann K wie folgt geschrieben werden

K = -V(U(7) + Up) (2.13)

Denn 6 X 6[]:0, da €ijk (93' 8k U = %(ﬁijk (93' 8k U—Eijk 8k 8j U) =0

(Up ist beliebige Konstante, U () ist skalares Feld, welches Potential/potenzielle
Energie genannt wird)

2.3.4 Energieerhaltungssatz

Betrachte die Differenz der potentiellen Energien an zwei verschiedenen Punkten
71 und 75 auf der Bahn:

Uz
UR) —UF) = /UdU (2.14)

2
© —/ - VU (7) (2.15)
1

(1.1

S 7)
N G (2.16)
1

(77)
"™ T (2.17)
(): die Anderung des Potentials in Richtung di* enspricht d7 - vU.

Daraus folgt

‘ U +T,=Us+ Ty (2.18)‘

D.h. entlang einer Trajektorie in einem konservativen Kraftfeld bleibt die Ge-
samtenergie £ =T + U erhalten.

Bemerkungen

e Eine alternative Herleitung ist im Skript von Prof. von Delft [NM13] zu
finden.

e Energieerhaltung gilt nicht fiir zeitabhéngige Potentiale, denn dann wiirde
(%) nicht gelten.
Physikalischer Grund: Ein externes System wére dann fiir die Zeiténde-
rung des Potentials verantwortlich, welches Energie zufiihren oder abfiithren
kann.

2.3.5 Beispiel: Kraft auf geladenens Teilchen im Magnet-

feld
K, = q-7xB (2.19)
2
T,-T = /dﬂ? (2.20)
1
2 — . .
= /dt-q-B-(FxF):O (2.21)
1

Die Energie ist erhalten, also ist die Kraft konservativ.
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Bemerkung

Die Erhaltungssétze heiflen ,Integrale der Bewegung®, weil sie Differentialglei-
chungen 1. Ordnung sind, und somit , Integrale“ der DG 2. Ordnung K = mr.
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Im Folgenden wird gezeigt, wie anhand von Symmetriebetrachtungen Erhal-
tungssitze gewonnen werden kénnen.

Vorbemerkungen

e Abgeschlossenes System: Massenpunkte innerhalb eines abgeschlosse-
nen Systems haben keine Wechselwirkung mit der Umgebung auflerhalb
des Systems.

e abg. System mit Potential Ein System aus N Massenpunkten sei be-
schrieben durch das Potential V(71,...,7n,t), dann wirkt auf ein Mas-
senpunkt v in Richtung i, wobei i =1,2,3 (= z,y, ), die Kraft:

ov

87’l,i

Fi = —0,,V (3.1)

Beispiel: Gravitationspotential

V(... i) = -G (3.2)

v<p |FV - Ful

Hier fir N Kérper: Summe aus Zweikorperpotentialen (Abzihlung so, da
hier kein Teilchen mit sich selbst wechselwirkt).
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3.1 Energieerhaltung

Betrachte folgende Symmetrieeigenschaft eines Potentials:

Homogenitit der Zeit

Das bedeutet: Keine ,absolute Zeit“ ist ausgezeichnet, z.B.: zwei
Beobachter in unterschiedlichen IS mit verschiedenem Zeitursprung
sehen die gleichen Naturgesetze.

Satz

Ein abgeschlossenes System sei durch ein Potential V (7, ...,7,) beschrieben.
Falls V nicht explizit von der Zeit abhéngt (,,V invariant unter Zeitverschie-
bung“) ist die Gesamtenergie zeitlich konstant.
Beweis
Ein abgeschlossenes System sei durch ein Potential

V(P ey ™) (3.3)

beschrieben. Die Gesamtenergie sei
1 .
E = Z 5T 2L V(7)) (3.4)

Fiir deren zeitliche Anderung ergibt sich
3

dE MR 8V d’l’l,i
o= Zm,ﬂ"u 7, + Z Or di (3.5)
v =1
= Y mi, T+ V.,V -7, (3.6)
= S i — R =0 (37)

| Also ist E zeitlich konstant. |

Bemerkung

Falls V = (7,,t), ergibt sich beim Differenzieren ein Zusatzterm %—‘t/, wodurch

die zeitliche Ableitung der Energie nicht mehr verschwindet.

Beispiel: Atome in optischer Falle

Wird zur Zeit tg das duflere Potential deaktiviert, fallen die Teilchen
nach unten. Das duflere Potential wird damit zeitabhéingig.
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3.2 Impulserhaltung

Betrachte folgende Symmetrieeigenschaft eines Potentials:

Homogenitit des Raums

Das bedeutet: Kein Punkt im Raum ist ausgezeichnet.

Satz

Ein abgeschlossenes System sei durch ein Potential V (7, ...,7,) beschrieben.
Falls V invariant unter Verschiebung um beliebigen Vektor a ist, d.h.

V(7L 4 Gy T+ @) = V(Lo ) (3.8)

ist der Gesamtimpuls des Systems zeitlich konstant.

Beweis

Sei (3.8) vorausgesetzt, so ist

0 = %vmww)“&%V( s 4 @) (3.9)
oV O(ry; + a;)
= RN AL 2 (3.10)
;721 oryj Oa;

3
= =Y > Fd; (3.11)

v j=1

= d d

= - Fl/i:__ ui:__B 12
Vz::l dt Z}p dt (812)

Also ist der Gesamtimpuls P zeitlich konstant.

Bemerkungen

e Bedingung fiir eine Zweiteilchen-Wechselwirkung ist ein Potential, das nur
von Ortsdifferenzen abhéngt, z.B. das Gravitationspotential.

e Folgerung: Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems mit Eigen-
schaft (4.8) bewegt sich gleichformig mit Geschwindigkeit o = %.
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3.3 Drehimpulserhaltung

Betrachte folgende Symmetrieeigenschaft eines Potentials:

Isotropie des Raums

Das bedeutet: Das Potential ist invariant unter Drehung um den Ur-
sprung (von griech.: isos gleich; griech.: tropos Drehung, Richtung):

V(Plyeo ) =V (7L T ) (3.13)

Satz

Ein abgeschlossenes System sei durch ein Potential V (7, ...,7,) beschrieben.
Falls V isotrop, dann ist der Gesamtdrehimpuls beziiglich des Ursprungs

L =% 7, x p, zeitlich erhalten.

Beweis

Betrachte infinitesimale Drehung d¢ um den Einheitsvektor é:

7= Fréexide (3.14)
d . N 7 d N N
N V(7 I7 7Tn/ = - V(r yeees 'my =0 3.15
d¢¢:0(1 ) d¢¢:0(1 ) (3.15)
"IV dr,

— 143 1
;;‘%Li do (3.16)
W SR exn (3.17)

= = é(fxF) (3.18)
D.h. fiir die Drehimpulsénderung

L=M=> 7 xF,=0 (3.19)

Also ist der Gesamtdrehimpuls L zeitlich konstant.

Bemerkungen

e Die Verallgemeinerung fiir Drehung um jeden anderen Punkt ist offen-
sichtlich.

e Folgerung: Isotrope Zweiteilchenpotentiale konnen nur von Absténden
abhéingen. (z.B. das Gravitationspotential U (7, 7) ﬁ)
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e Fiir Zentralkrifte (wirkt in Richtung der Verbindungslinie) gilt Drehim-

pulserhaltung:
Fu || (7 = 70) (3.20)
M = 1y X Fuy+7, % Fyp= (7 — ) X Fuy =0 (3.21)

e Folgerung: Isotrope Zweiteilchensysteme fithren zu Zentralkréaften

vy = f(rD) (3.22)

F = ﬁvm:-Z% éi (3.23)
af dr

L (3.24)

- _Z% % & = —%f (3.25)

Also ist F||7, d.h. F ist Zentralkraft.

e Es gibt auch isotrope Dreikorpersysteme, die keine Zentralkréifte sind.
Auch fiir diese gilt, wie gezeigt, Drehimpulserhaltung.

e Der Ansatz aus Symmetrien Erhaltungssitze zu erlangen, ist zentrales
Thema in der modernen Theoretischen Physik.
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Bezugsysteme

4.1 System von Massenpunkten

Betrachtet man an einzelnes Teilchen eines Mehrteilchensystems (MTS), so kann
man die auf dieses Teilchen wirkende Gesamtkraft wie folgt zerlegen

=%
Bo=mi —EO+ S &Y @)
p=1,...,.N

K,: duBere Kraft, K l(,llz die von p auf v ausgeiibte innere Kraft

4.1.1 Def.: Schwerpunkt

= 1
R=—) m,7, (4.2)

v

M =3, m,: Gesamtmasse

Kraft auf den Schwerpunkt eines MTS

Summieren wir die Gesamtkrifte iiber alle Teilchen, so ergibt sich fiir die Ge-
samtkraft

. vt
ME D S mi =S K+ Y <i KW> (4.3)
v v v o
— n7v —
— YR R (4.4
v v,
VFER

TSR Y K (4.5)
v vV,

14
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= Z K®=K (gesamte duBere Kraft) (4.6)

Der Schwerpunkt verhélt sich also wie ein Punktteilchen mit Masse M mit Orts-
vektor R unter Einfluss einer duferen Kraft K , unabhéngig von inneren Kréften.
Das heifit aber auch, dass sich das gesamte System gleichférmig bewegt, wenn
keine dufleren Kréfte wirken. Der Gesamtimpuls sollte sich also nicht &ndern,
solange von auflen keine Kraft einwirkt.

Deshalb ist es oft sinnvoll, das Koordinatensystem so zu wihlen, dass der
Schwerpunktsimpuls gleich null ist. Dieses BS heifit Schwerpunktsystem.

Der Gesamtimpuls des Systems ldsst sich wie folgt ausdriicken
d = .,
Zm,,v,, = Zm,ﬂ“u M- R MR (4.7)
Gesamtimpuls ist somit der Schwerpunktsimpuls, weshalb auch hier gilt:

4.1.2 Impulserhaltung

—

K=0 = P =const (4.8)

4.1.3 SP-Drehimpuls u. Externes Drehmoment
=N xomui (4.9)

=> 7 x K (4.10)
Wie (2.4):
L= i xmin+ Y 7 xmyiy (4.11)
=0
— V;éu — .
= Y A xEKi+> 7 xKl, (4.12)
v |29
(N3) 1 vER . vER N
+5 Z iyox Kb, = i x K}, (4.13)
w,v
o1 ”#“ N .
= M+ ;;(ry—mxf(;y =M (4.14)

Deshalb gilt auch hier

4.1.4 Drehimpulserhaltung

—

M=0 = L =const (4.15)
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4.1.5 Transformation ins SP-System
1. Schreibe

— =e —
T, =R+71,,
vy, = Us + Vy,s

7,50 Ortsvektor von v im SP-System,
Uy,s: Geschw. von v im SP-System,
Us: SP-Geschwindigkeit

2. Wihle Ursprung so, dass

o= =3 m . =0
M - v Tus

Bo= 23w, f =0
M - v T'vs

(SP ruht im Ursprung des SP-Systems)

Gesamtdrehimpuls

Der Gesamtdrehimpuls kann in folgender Weise zerlegt werden

L = E 7, X MyTy

v

= ST(B+7) xmy(R+7)

v

= my-Z(ﬁxﬁ+ﬁx?yys+Fyﬂs XR'+F,,75 x?l,_,s)

v

= D (RxmyB+RXxp,+myiys x R+7, X P

v

=0 =0
= L.+ > L,
Dies ist der Steinersche Satz
L=L,+)Y L, (4.25)
T
M
‘?—
—_ = 0,

Energie

siehe Skript von Prof. von Delft [NM20]

441&\

16

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)
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4.2 Inertialsysteme, Galilei-Transformation

4.2.1 Das Relativitiatsprinzip von Galilei

N1 liefert die Definition von Inertialsystemen (IS). Darauf aufbauend lautet das
Relativitatsprinzip von Galilei:

Alle Inertialsysteme sind gleichwertig.
Dies bedeutet konkret:

N1, N2, N3 sind forminvariant (oder kovariant = ,;sehen gleich aus®)
unter Transformationen von IS zu IS’.

4.2.2 Galilei-Transformation

Wir betrachten ein Ereignis, welches in
e IS die Koordinaten (x;,t) und in
e IS’ die Koordinaten (z},¢') besitzt.

In IS gelten N1 und N2:

dQZCZ' 0
"ar T { Ki(Z,1,1) (4.26)

Prinzip von Galilei: In IS’ haben N1 und N2 dieselbe Form:

d*z); 0
m 2 { K(% ’,f’,t’) (4.27)
Galilei-Transformation
x; = ZAijIj — ’Uit — Xog t/ =1— to (428)
J

A: Drehmatrix, ¢ Relativgeschwindigkeit,
Zo: Ursprungsschiebung

Check:
ixl_(t') = Az | —v, (429)
qp i Ej , ij g i

2o, ) 0 0
) =m At ={ $ 4 s | 2o 0
J

Also ist N2 forminvariant. K; und K sind im Allgemeinen verschiedene Funk-
tionen ihrer Argumente. Dennoch gilt

K=Y miié =Y mije; =K (4.31)

denn dies sind die selben Vektoren, nur beschrieben in unterschiedlichen Bezug-
systemen.
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4.2.3 Zusammenfassung

e Inertialsysteme
Newtons Bewegungsgleichungen gelten nur in Intertialsystemen.

e Forminvarianz von N2
Transformationen von kartesischen KS zu anderen lassen im Allgemeinen
m7 = 0 nicht gelten. Die Forminvarianz von N2 gewéhrleisten nur Gali-

leitransformationen:
7' = DFf+ot+7p (4.32)
t—t = t+tg (4.33)

e Passive und aktive Transformation:

1. Passive Transformation:
Ein physikalisches System wird von zwei Inertialsystemen aus be-
trachtet. Beide Experimentatoren sehen die gleichen physikalischen
Gesetze (Forminvarianz der Bewegungsgleichung N2). Dies ist in (?7)
und (??) der Fall.

2. Aktive Transformation:
Betrachte zwei physikalische Systeme vom gleichen Inertialsystem
aus, welche durch Galileitransformation ineinander iibergehen. Auch
hier gilt Forminvarianz von N2.

e Bemerkungen

— Galilei-Invarianz gilt nur fiir Geschwindigkeiten v << ¢, denn die Va-
kuumlichtgeschwindigkeit ist in allen Bezugsystemen konstant (gleich),
was ein Widerspruch zu 7/ = 7+ ¢’ darstellt.

— Die Klasse dieser Inertialsysteme - verkniipft mit den Galileitrans-
formationen - definiert Newtons absoluten Raum:

Newton:“Der absolute Raum, in seiner Natur ohne Beziehung zu et-
was Auflerem, bleibt immer gleich und unverénderlich.

Kritik: Woran kann man diesen absoluten Raum festmachen?
(Erde im Zentrum der Welt?, Sonne ...7, Milchstrafe ...7)

Einstein: ,,Physik ist nicht ,einfach“ in einem globalen, absoluten
Raum, sondern sie ist ,,einfach“ in jedem lokalen, ,frei fallenden“ Be-

zugsystem.*

— Aufgabe des Postulats des absoluten Raums.
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4.3 Beschleunigte Bezugsysteme

Wird O’ relativ zu O beschleunigt, misst O’ andere Kriéfte als O, und merkt so
die Beschleunigung. O’ ist somit kein IS.

4.3.1 Beispiele

7
- n
G* —aQax
= A
—_ x

17/ o ©

O sagt: Ich ruhe, Kugel bewegt sich nicht, spiirt also keine Kraft.
O’ sagt: Ich ruhe, Kugel beschleunigt mit az nach rechts, spiirt
also Kraft F'/ = ma (Scheinkraft bzw. Trigheitskraft)

Eine Scheinkraft oder Trdgheitskraft ist keine wirkliche Kraft, sie wird nur
gebraucht, um die Messung in dem beschleunigtem BS O’ zu interpretieren,
falls diese Beschleunigung nicht beriicksichtigt wird. In einem IS sind keine
Scheinkréfte vorhanden.

2. Linear beschleunigtes BS

- A
— <3
~~ 195 "

X

Betrachte passive Transformation:

F(t) = 7'(t) + d(t) (4.34)

Fiir ein Kréftefreies Teilchen in IS gilt
m(t) =0 (4.35)
In KS’ dagegen

=

mi (1) P2V (= &) = 0 — mb #£0 (4.36)

Im beschleunigten BS empfindet das Teilchen also eine Tragheitskraft.
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4.3.2 Allgemeine Transformationsregel

Sei O (z.B. raumfest) ein IS, O’ (z.B. rotierend) kein IS.

e
<:’ | edh(akl‘.‘ﬁ,l
4 (b

Ort
Dann ergibt sich fiir den Ortsvektor in O’
m(t) = 7(t) — 7o(t)

Geschwindigkeit
& (1)) () + 25 (HE; () = 3:(1)é; — Tio(t)e
—_— Y = =
(1) (2) (3) (4)

(1
(2
3
(4

Geschwindigket von P in O’

Geschwindigkeit eines starr mit O’ rotierenden Punktes von O aus gesehen
Geschwindidkeit von P in O

Relativgeschwindigkeit zwischen O und O’.

NGNS

20

(4.37)

(4.38)
(4.39)

Kurznotation fiir (??) (der Punkt als Hinweis auf die Zeitableitung gilt hier

ausnahmsweise nur fiir die Komponenten):

pN

I e
——
(€9
Einschub .
Warum ist @ x 7' die allgemeinste Form von > a',(t)é;(t) ?
Anforderung an die Basisvektoren von O”:
€ - €5 =0y Vi (4.41)

Da diese Beziehung fiir alle Zeiten gelten muss, gilt fiir die zeitliche
Anderung dieses Zusammenhangs

N
d 6. .ol =7
T ST TR
dt ¢ e +e-e; falls i

(4.40)
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Diese Bedingung wird erfiillt durch

(4.43)

Check:
2( x é7)é; = 2d(é; x ;) =0

(@xe)) & +e)- (@xe)= (&, x@) & +é - (@xe)=0

: momentane Winkelgeschwindigkeit | (vgl. mit (?77?))
: Drehachse
| = %: Drehgeschwindigkeit

& &

&

Ende des Einschubs

Fiir die Transformation der Geschwindigkeitsvektoren gilt somit

d d :
SF=f) == I +@xi (4.44)
nur Komponenten
d S dx!
> = _ PN — — /
_dt( 70) ;:1 5 G + OXT (4.45)

Beschleunigung
d-, d.- - d.-,
prid = E(r—r)—ﬁ(r +d x77) (4.46)
.. . d
- F’+(&><F’)+E(&><F’)+J><(Qxf”) (4.47)
= P 4SxFI+D)+@xF)+3x @ x7) (4.48)

FY— (4.49)
@D i —mi 4 2mi X G md x (F x D) +mi' x5 (4.50)

F 7 F. F.
= F+E+FA+F +mf' xd (4.51)

Die Scheinkrifte Fj, F., F,,m7 ' x & werden in O’ (aber nicht in O) bendtigt
(weil O’ kein IS ist), um die (sehr realen!), in O’ gemessenen Beschleunigungen
zu interpretieren.
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4.3.3 Beispiel: Corioliskraft
Wir betrachten die Wirkung der Corioliskraft

F.o=2m(t' x &) (4.52)

auf ein am Nordpol aufgestelltes Pendel:

an Novdpsl, blick vow oben

Vevee gradiendnbt
ku;oks:ckl'tsb. '

Warme Luft iiber dem Ozean steigt auf und erzeugt ein Niedrigdruckgebiet,
das Luft lateral ansaugt. Die Corioliskraft lenkt die angesaugte Luft ab, so-
dass ein Wirel entsteht. Naiv wiirde man somit einen Wirbel erwarten, der sich
im Uhrzeigersinn dreht, doch Wirbelstiirme drehen immer gegen den Uhrzei-
gersinn. Dies kann man sich klar machen, wenn man die Druckgradientenkraft
berticksichtigt, die der Corioliskraft entgegenwirkt, weshalb in einer bestimmten
Auslenkung der angesaugten Luft ein Kréftegleichgewicht entsteht, welches die
Luftstromung auf einer Kreisbahn im Gegenuhrzeigersinn hélt.



Teil 11

Kleine Schwingungen
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Kapitel 5
Freie Schwingungen

Ziel

Generische Beschreibung der Dynamik der Umgebung von stabiler Gleichge-
wichtslage.

Beispiele
e Teilchen im Potentialminimum:
V()

TS —

ey IS P

27 ! () 22
: !
x, Ay

e Atome im Kristallgitter:

>
¢ .T ) ¢ * S!jmbbk{l@(f Rickstellkeafte
“—

Y ® ® ® a.w( Tund vow

Coulowb. Weclusel wivkup:r)
( 2 L ] ® L

24
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5.1 Beispiel: Dreiatomiges Molekiil

Problembeschreibung und Variablendeklaration
Es werden drei Atome betrachtet, die durch zwei harmonische Federn gekoppelt
sind:
b £
2 p 4
o s K
W h. mw R m3
NNV @ Y/
=6
$ Y fo it
'ﬁb\ ‘301— ‘103

e Positionen: y;, wobei i € {1,2,3}

Gleichgewichtspositionen: o,

Gleichgewichtsabstinde: b = yo3 — Y02 = Yo2 — Yo1

e Auslenkungen: x; = y; — yo;

Beschreibung der Potentiellen Energie

1
V(yi,y2,y3) = 3k ((y2 —y1 = b)* + (ys — y2 — b)?) (5.1)
1
= §k((y2 —y1 — (Yo2 — yo1))? (5.2)
+(y3 — y2 — (yos — Y02))?) (5.3)
1
= 5]{3 ((IQ — ZE1)2 =+ (Ig — $2)2) (54)
1
= 5k: (23 — 2z122 + 27 + 25 — 22033 + 23)) (5.5)
1 3 R . 1 -1 0
= 5 > @iVijz; wobei V = -1 2 -1 |(56)
i,j=1 0 -1 1

Beschreibung der kinetischen Energie

L I
T(y17 Y2, y3) = Z §m7,y12 (57)
1
= D gmidf (5.8)
1 . . mq 0 0
= sziT:z:j wobei T = 0 my O (5.9)

ij 0 0 ms
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Kraft auf Teilchen n

ov
E, = - 5.10
e (5.10)
o [1S~ -
n i,j=1
1< . 1<
= —5 Z 67”“/;‘]‘1:]' — 5 Z ,Ti‘/;jénj (512)
ij=1 ij=1
1 . 1o .
= —QZVM%—§Z$J—VW (5.13)
j j=1
?? N
S S Ve ) ma, (5.14)

J
System von DGL

Daraus ergibt sich in vektorieller Schreibweise ein System von Differentialglei-
chungen: (Setze (21, x2,23) = T)

Ti=-VZz (5.15)
Ansatz: T(t) = Aeit (w und A sind zu bestimmen.)
Einsetzen:
(T7); = —(TA);etw? = —e™t(AV); (5.16)
& (V-w?T)A=0 (5.17)

Dies 1st ein Verallgemelnertes Eigenwertproblem der Form
(M — &*)A =0 mit M =T-1V.

Lineares Gleichungssystem

Gleichung (??) ist ein Lineares Gleichungssystem, welches fiir A # 0 nur 16sbar
ist, wenn die Matrix (V —w?T") nicht invertierbar ist. Dies liisst sich bewerkstel-
ligen mit

det(V —w?T) =0 (5.18)
Explizit eingesetzt mit m; = mg = m, mo = M:
k—w?my —k 0
0 = —k 2k — w?M —k (5.19)
0 —k kE—w?m
= .= (k—w?m)-w? (WmM — k@2m+ M)) (5.20)
Dies liefert die Eigenwerte:
k k 2m
2 2 2
=0 = — =— 14— 5.21
w1 )y Wa m’ w3 m ( + Wi ) ( )

welche Gleichung (??) mit den zugehorigen Eigenvektoren erfiillen.
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Eigenvektoren

Folgende Eigenwertbedingung ist durch die Eigenvektoren mit ihren Eigenwer-
ten zu erfiillen (Gleichung (?77)):

(V —wiyD) - AW =0 (5.22)

Das ergibt fiir jeden Eigenwert ein lineares Gleichungssystem mit drei Glei-
chungen und drei Unbestimmten (den Komponenten der Eigenvektoren). Diese
konnen mit ein wenig Algebra geldst werden (siehe Skript von Prof. von Delft
[KSchw7]) und man erhélt die (unnormierten) Eigenvektoren (, Normalmoden®):

1 1 1
AN = 1|, A®={ o |, A®=| —2m/M (5.23)
1 -1 1

Allgemeine Lésung des Systems von DGLen (?77)

Es werden sechs unabhingige Integrationskonstanten (sechs Anfangsbedingun-
gen: fiir jede Masse Ort und Geschwindigkeit) benotigt.

1. Versuch:
3
Z(t) = Z ¢F) AR cos(w®t + ¢k)) (5.24)
k=1

(c™® und ¢®) konstant)
Aber fiir w® = 0 ist ¢ und ¢! linear abhingig (fillt zu einer Konstanten
zusammen, d.h. es konnten mit dieser Losung keine zwei Randbedingungen fiir
die Schwingungsmode 1 beriicksichtigt werden.)

2. Versuch:

8

3
(t) = AWM + oWy 4 Z B AW cos(w®t + p) (5.25)
k=2

Da nun die A®) den vollstéindigen Vektorraum aufspannen, sind beliebige An-
fangsbedingungen durch ¢V, v ¢®2) ¢ () ¢B) reprisentierbar.

Die korrekte allgemeine Losung von (?7) lautet also

1
(a1t +b1) + 0 Ay cos(wat + ag) +
—1

Ft) =

1
1
1
1
+ | —2m/M | Ajzcos(wst + a3) (5.26)
1
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Visualisierung der drei Eigenschwingungen

‘L«»\.“—f"
(7—\ = :‘\ (1) “ '+ ’4_

3D-Illustrationen der Eigenschwingungen verschiedener Molekiilen sind zu fin-
den auf www.ess.ucla.edu/~schauble/molecular_vibrations.htm.

Zusammenfassung: Gekoppelte Schwingung dreier Atome

(Bewegung in einer Dimension, & = (21, 22, x3) Auslenkung fiir Teilchen 1,2,3)

s 1 -1 0
Potentielle Energie V(xr, 2o, x3) = % > xif/ijxj mit V==k| —1 2 -1
ij=1 0 -1 1
Kraft auf Teilchen n F, = — Zj Vi
. mi 0 0
Bewegungsgleichung 77 =-VZ mit 7T = 0 mso 0
0 0 ms

Lésungsansatz T(t) = Aet
Eigenwertproblem (V-wT)A=0 = det(V—w?T)=0

liefert die Eigenwerte
w? =0, w%zﬁ w%z%(l—i—zﬁm)

m’

und die Eigenvektoren A®)

1 1 1
AV = 1|, A®={( o |, A® = —2m/M
1 -1 1
Allg. Lasung f(t) = g(l) (c(l) _|_ 'U(l)t) _|_ 22:2 c(k)g(k) Cos(w(k)t _|_ (b(k))

wobei ¢®) und ¢(*) konstant
(fiir die Erfiilllung von Randbedingungen)
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5.2 Schwingungen vieler Teilchen

Betrachte System mit f Freiheitsgraden.
(z.B. N Teilchen in drei Dimensionen: {=3N)

e Koordinaten: ¢ = (¢1,...,q5) 2z.B. (T, 71412, s "'N2, TNy, T'Nz)
e Geschwindigkeiten: ¢ = (d1, ..., §r)

e Potentielle Energie: U = U(qu, .., ¢f)

ou

e Bewegungsgleichung: mg; = — o0,

Gleichgewichtslagen

Gleichgewichtslagen (Fixpunkte) sind die zeitunabhéngigen Losungen der Be-
wegungsgleichung, d.h. die Stellen ¢; an denen die Teilchen sich nicht bewegen.
Also gilt dort

¢%=¢qo Vi=1,..,f udg¢g=0,4=0 (5.27)
und fiir die Bewegungsgleichung an diesen Stellen
ou
— =mg; =0 (5.28)
8(]1' qi0

0.E.d.A. kann man fiir einen Fixpunkt fordern

Eio =U(gio) =0 und gio =0 (5.29)

Umgebung eines Fixpunktes des Potentials

Bei kleinen Auslenkungen z; = ¢; — ¢io kann die Umgebung eines Fixpunktes
niherungsweise als parabelférmig angenommen werden, deshalb:

Taylor- Entwicklung von U in f Koordinaten um die g;o:

U(le vy iy eeny qf) =

ou 1 0*U
= U(qy)+ T; + = i + O(x® 5.30
L2 Gl " " 22 g, PO 0
27
=0 @,
(wobei O(z3) Terme wie 23 und z7 - z; enthélt)
1 0*U
B - iz 4+ O3 5.31
9 Z 9q:0q; ziz; + O(z”) ( )
K SN——
Hcss—Matrix::\A/ij )
qi0
) 1 ‘/11 “ee ‘/1]" T
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In Kurznotation:

Ulg) = %ITVI (5.33)

Bewegungsgleichung

- U
qu 8(]1
@ _y~ U o
a 8Ik 8171
k=1 ~~ ~~
Zj Vijzj Oni
= — Z ija:jéki
k,j
mle = — Z ‘A/ijZCj
J

Gleichgewichtsbedingung
Bedingung fiir stabiles Gleichgewicht:
Ulgo) < Ulqo + @)

30

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

solange x geniigend klein. D.h. mit Forderung (??) und der Notation D=1V D

fiir die diagonalisierte Matrix von V.
1 .
0< U(LL') = 5 Zl‘l‘/”l'j
ij
1 ~
= 5:c%D‘H/DD‘%z:
1 Lo
= 5 lz ZT; ‘/ij Xy
’ =6, Vi

= EZf/@f =V,>0

%

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

D.h. die Eigenwerte von V sind positiv. Man nennt V dann positiv-definit.

System von DGLen

Die Differentialgleichung (??) lisst sich in Matrixnotation schreiben als

TE+VZ=0 (5.43)

wobeil & = (1, ..., i, .., Tf)
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Allgemeines Losungsverfahren
Komplexer Lisungsansatz:
X(t) = Ae~ ™! (5.44)

wobei A und X komplexe Vektoren mit f Komponenten sind.

Einsetzen:
0 = e vt Z(—w2Tij + V;;)A] (5.45)
J
= (V-uw)A (5.46)
Dies ist ein Eigenwertproblem, welches fiir nicht-triviale Lésungen erfordert:
det(V —w?T) =0 (5.47)

Die Determinante in (??) liefert ein Polynom vom Grad f von w?:

PP (w?) =0 (charakteristisches Polynom) (5.48)

Eigenfrequenzen, Eigenvektoren, Losungen

Die Nullstellen w(o) (@ = 1,...f) des Polynoms (??) sind die Eigenwerte, welche
mit den zugehérigen Eigenvektoren die Gleichung (?7?) erfiillen und somit die
Losungen der DGL (?7?) liefern:

X@ (1) = A@emw@t (5.49)

e Instabiles Gleichgewicht:
Im Allgemeinen konnen die Eigenwerte komplexwertig, also w(za) negativ
sein. Dann ist entweder Im(w(q)) > 0 oder Im(—w(,)) > 0, woraus folgt
X(O‘)(t) — Al gmiliIm(wa))t _ gla) Im(way)t 12990 o (5.50)

was ein instabiles Gleichgewicht beschreibt. Daraus folgt die

Bedingung fiir stabiles Gleichgewicht:

(W(a))* = w(Qa) >0 (551)

o Spezialfall w(yy = 0:
Eingesetzt in (?7) ergibt sich

S vAl =0 (5.52)
J
(D.h. das Potential éndert sich nicht in A$-Richtung.)

= —F® = _ma@ = 2@ (1) = Cy + Cat (5.53)

2

D.h. w,) = 0 entspricht einer gleichférmigen Bewegung in Al _Richtung,.
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e PBeispiele

¥,

Miwi mu Rinne Satle|

17 L) L\J‘L 20 w:_—‘° Ul)o w:. ceo
(A)‘ °, Ly 2° L ? )

Satlel Tunuel Magimum
e s, L >0 W co, e o b <o, wreo
Beispiel fiir f=1
Gleichung (??) wird zu
1
Ulp) =Uy + §k332 +0(2?) (5.54)

Daraus folgt fiir die Bewegungs-DGL
mi+kx =0 (5.55)

welche der Standard-DGL fiir den Homogenen Oszillator mit Eigenschwingung

wo = \/% entspricht.

Bestitigung von (?77):

e Fall k > 0: stabiler Fixpunkt

Losung fiir (??): z(t) = A cos(wot + )

—
-4 7

ko« ! stabiles c"*{}unuf )
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System folgt einer Ellipse im Phasenraum:

Ve
)t

(Bahn mit konstanter Gesamtenergie £ = %mtf + %qu)

Man nennt den Ursprung dann den elliptischen Fixpunkt.

e Fall k < 0: instabiler Fixpunkt
Losung fiir (?7?): x(t) = A cosh(wot + 9)

Denn eine Losung des charakteristischen Polynoms lautet dann
wo = \/—k/m = iwg = z(t) = Ae~ i)t = fegwot 'ZF o

o

k<o ‘ ing babsles pixfuuklf “

System folgt einer Hyperbel im Phasenraum:

Til

(Néherung fiir kurze Zeiten)

Man nennt den Ursprung dann den hyperbolischen Fixpunkt.

33
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Zusammenfassung: Schwingungen vieler Teilchen

(System mit f Freiheitsgraden, z.B. f=3N fiir N Teilchen in 3 Dimensionen)

Potentielle Energie

Kraft /Bewegungsgleichung

Losungsansatz (komplex)

Eigenwertproblem

Losung

stabiles Gleichgewicht

U(gi) = %Zw xiffijxj wobei i =1,..., f und V” =
;o o N
m;&; = — Z Vvijl'j & TE+VE=0
j=1

X(t) = Ae—twt
(V-wT)A=0 = det(V—w?T)=0

liefert das charakteristische Polynom vom Grad f
PP (W?) =0

Dessen Nullstellen w,, sind die Eigenfrequenzen, die
zusammen mit den zugeh. Eigenvektoren die Losung
der DGL liefern:

Xo(t) = Age—twat

w2 >0 (Bedingung)

92U

9q;0q;




Kapitel 6

Erzwungene Schwingungen

eines gedampften harmonischen Oszillators

i
4 “ Fedec”

m

CPT7 7777 72)7 77777777
h 0
Arkiebs noto < R

Bewegungsgleichung
B. k. _F

it Liy Sp= 2 (6.1)
m m m
Pt
i+ 20+ wis = (6.2)
m

A: Reibungskonstante (fiir m=const) A > 0
wp: Eigenfrequenz
F(t): antreibende Kraft

Abkiirzende Schreibweise:

d? d 9 F(t) F(t)
(W + 2\ w0> =— - & Lo=-—= (6.3)

=L

35
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Ziel ist es, eine Losung obiger DGL fiir eine beliebige antreibende Kraft zu
finden.

6.1 Periodischer Antrieb

Antriebskraft
F(t) = f., cos(wt) (6.4)

Wir betrachten nun aus praktischen Griinden die
komplexe DGL (Realteil dieser DGL ist die eigentliche)

X 420X +w2X = [;X = %ew (6.5)
Die gesuchte Funktion z(t) ist also (X (¢)).

Loésung

Allgemeine Form der Losung:
X(t) = Xyom + Xpar (6.6)
Xhom: Allgemeine Losung der Homogenen DGL
Xpar: Partikuldre Losung der Inhomogenen DGL

1. Homogene L&sung

Ansatz:  Xp(t) = Ce ™! (6.7)
eingesetzt: L Xp(t) = 0 (6.8)
= e " ((—iv)® - 2ivA + wy) (6.9)

Polynom von v (nach v gelost):

vy =+ /wi — A2 —i) (6.10)

—_——
= Q

Nun kann man drei Fdlle unterscheiden:

e schwache Dimpfung: wg > A also 2 € R

= xp(t) = R(Xn() (6.11)

— % (C_efiﬂtf)\t + C+e’L'Qt7>\t) (6.12)

= R(eM(Coe ™ + CLe™™M)) (6.13)

Fir Cy = |2—| - et erhilt man zwei dquivalente Darstellungen der

Losung: |zx(t) = e M|C|cos(Qt +a) (6.14)
(1) e M(Aq cos(Qt) + Agsin(Qt))  (6.15)

Th
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-t

eolermt o)

o starke Dimpfung: wg < A also Q € C

= /A2 —w} = iI' wobei T €R (6.16)
Svp = Hl—id= —i(£[ + ) (6.17)
= ap(t) = Cpe 7ML el (6.18)

Dies ist keine periodische Funktion mehr:

zp(t) == (Are Mt 4 Aze™?) (6.19)

e aperiodischer Grenzfall: wg = A

= vy = vp=v_=—i\ (6.20)

zp(t) = (A+Bt)e™ (6.21)

In der allgemeinen Losung befindet sich ein zusétzlicher in t linearer
Term, da sie sonst nur eine Randbedingung erfiillen wiirde.

2. Partikulidre Losung

Ansatz: Xp(t) = “Zx(w)e™* (6.22)
m

eingesetzt in: L X,(t) = f—we“"t (6.23)
m

= ‘%X(w)ei‘“t (—w? + 2iw + wg ) (6.24)

& 1 = xW)(—w?+ 2w +wp) (6.25)

(6.26)
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Die Funktion

1

—S———5 % 6.27
wg — w? + 2w (6.27)

x(w) =

heifit Dynamische Suszeptibilitat. (Statische Suszeptibilitét x(0) = ﬁ
0
FEigenschaften der Suszeptibilitdt:
o Reaktion  _ Auslenkung (7 X, )
o Suszeptibilitét = duBere Storung —  Antrieb T foet/m
e Betrag von x(w) = |x(w)[e?®):
W) = —w? — 2w
X W - w2 + 2w (wg w?)2 4+ (2w))?
— 20\ 2
- (o) (2w (6.29)
((w§ — w?)? + (2wA)?)?
1
= T (6.30)
((w§ —w?)? + (2wA)?)>
Amplitude:
1
w)| = 6.31
ARG
Resonanzfrequenz:
Wres = /wE — 2X2 (6.32)

| Ko
P(a(\ %u

(— @rel.l.-t

(6.28)
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e Phasenverschiebung von y(w) = |x(w)]e?«):

1 a —ib (wg — w?) —i2wA

X = G T e T -2 T o) (6:33)
tan 8(w) = %ﬁ;g (6.34)

@ "kk

- T/ §

Man sieht dass fiir w < wg die Phasenverschiebung zwischen 0 und

—Z (1), und fiir w > wp zwischen —7% und —7 (2) verlaufen muss.

2
§.0)
%‘eic(«\:u.ﬁ;ﬁcl
Av\{'b\!v({: ‘
£ “
l 3€3Cn(au£ig,

Autwort

e Ky 98] = () ot + 500)

/)ccwo ? L >Yedo
8 £0 l/
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40

Zusammenfassung: Erzwungene Schw. mit periodischem Antrieb

e Bewegungsgleichung: F 4 2M\& + wiz = fo, cos(wt)
o ..im Komplexen: X +2\X + w3 X = Leetivt

e Allgemeiner Ansatz: X(t) = Xpom + Xpart

e Homogene Losung(en): Xp(t) =e ... (exponentieller Ab-
fall)
e Partikuliire Losung: X,(t) = X(w)%“eim (periodisch)
mit der Dynamischen Suszeptibilitiit: x(w) = m = |x(w)]e®)
0
. . . . 1

mit Amplitude: |x(w)| = N

deren Resonanzfrequenz: w;.s = +/ wg —2)\2

und Phasenverschiebung: §(w) = arctan (%)

0

6.2 Allgemeiner Antrieb
In der Bewegungsgleichung

#4203+ wiz = f(t)/m (6.35)
seien nun beliebige Funktionen zugelassen.
6.2.1 Losung mit Fourieranalyse
Wie betrachten die Funktion nun unter der Fouriertransformation

f(t) = / o (6.36)

oo 2m

mit der Fouriertransformierten von f bzw. Umkehrtransformation

fu= / dt' f(t e (6.37)
Check:

< dw >~ / N iwt!  —iwt
@) = o dt' f(the™" e (6.38)
oo 2T ) oo
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%) %) d o, ]
/ dt’ / Y it =it £(4) (6.39)

o 2T

Z5(t—t")

/OO dt's(t =t f(t') = f(t) (6.40)

— 00

«: Betrachte die Verbreiterte Lorentz-Funktion:

5e(t) = / %e‘l“t_‘“"e (lwle ist Dampfungsfaktor)
_ /oo dw (e_w(it-i-e) I e—w(—it-i-é))
0 2m

o0 e—w(—it+e)

1 e—w(it—i—e) ©
T oo —it — ¢ 0 it — e 0
B 1 1 n 1
T2 \it+e —it+¢€

e/m
= 6.41
€2 +t? (6.41)

!
z ve

—~

/ t
FlZC(AQ. =

Lésung
Fiir die Bewegungsgleichung (??) (L:X = f(t)/m) wihlen wir nun den

(Fourier-)Ansatz

X(t) = / ‘;—ixwe*iwt (6.42)

Wenn wir fiir die allgemeine Antriebskraft ebenfalls eine Fourierdarstellung
wihlen, erhalten wie fiir die Bewegungsgleichung

— 00

* dw - ©dw f, _,
L _Xu.) —twt _ W —iwt 4
t/,oo27r c /,OO27rme (6.43)
> dw - ®dw fo, _,
_XU_;L —wt — T Jw —iwt 44
< Loo2ﬂ— te /,OO27rme (6.44)
© 4 . .
& / = (Xthe“"t - f—ewt> =0 (6.45)
oo 2T m
o dw —iwt 2 . 2 fw
—e "M Xy (—w® —2X - —=1]=0 6.46
& /_OO 5 € ( (—w iw + wg) - (6.46)
=0
-~ X, = fu/m (6.47)

—w? — 2Niw + w?

Setzen wir das Frequenzspektrum nun in (??) ein, erhalten wir die Lisung
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Fdw Ju/m
X)) = et JWS 6.48
®) /,OO 2776 wg—w2—2/\iw ( )
Fiir die Dynamische Suszeptibilitit erhalten wir
Auslenkung Xo 1
pu— p— p— 6.49
X(w) Antrieb fo/m  wi—w?—2Niw (6.49)

Zusammenfassung: Erzwungene Schw. mit beliebigem Antrieb

Bewegungsgleichung i+ 2Mi + wix = f(t)/m
Fouriertransf. der Kraft ft)y= [T def et

mit Umkehrtransf. f, = [~ dt' f(')e™"

Fourieransatz X(t)= [ deXx et
Loésung fiir X, X, = Ju/m

—w?2 —2)\iw+wg

1
wa —w?2—2X\iw

Dynamische Suszeptibilitit y(w) = fX/“m =

6.2.2 Losung mit Greenscher Funktion
Sei eine Kraft
F(t) = md(t) (6.50)

mit der Fouriertransformierten
fuw = / dt e“'mé(t) =m (6.51)

Dann erhalten wir nach Losen der Bewegungsgleichung fiir das Frequenzspektrum
der Losung

1
—w? — 2w + w}

X, = = x(w) (6.52)

welches umgeschrieben werden kann in eine Nullstellen-Zerlequng des Nenners

1

X, = — 6.53
o v ) (059
mit vy =y/wi — A2 =i\ und v_ = —/wi — A2 =i\
SN——— SN——
=0 =0
Eingesetzt in (?77) liefert
©dw -1
X(t) = — e 54
0=] o T (6:54)
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Nach Ausfithren der Integration (z.B. mittels Bronstein) erhalten wir die Lisung

0 fir t<0 |
z(t) = { & e Msin(Qt) fir t>0 } =n(t) (6.55)

Diese Losung wird Greensche Funktion genannt. Sie ist sehr niitzlich, denn sie
liefert einen formalen Ausdruck fiir die Antwort auf eine beliebige Antriebskraft

f(t):

%t/) (6.56)

X(t) = Xh0m+/ dt'n(t —t')

Die Greensche Funktion erfiillt die DGL
[ L) =o()  (657)]

(Check:  LiX(t) =0+ [=_dt's(t — )LD — f(2)/m)
Auflerdem folgt nach (77?):

w = [ S (6)

o 27

Konstruktion der Greenschen Funktion

mit Hilfe der Kausalititsbedingung:

| n(t—1) <6t —1) (6.59) |
. 0, t<0
Wobei O(t) = { 1 t>0
und es gilt
¢
/ d(t) dt = O(t) (spez. 1-Funktion) (6.60)
t
/ O(t) dt =t O(t) (Knick bei t=0) (6.61)

Aus der Kausalitéitsbedingung und (?7?) resultieren zwei Eigenschaften fiir 7:

1. n(t) hat einen Knick bei t=0
2. np(t) = O(t)g(t) wobei g die homogene Losung der DGL ist: L,g(t) = 0

Ansatz (fir t > 0 und wy > A):
o g(t) = e M(Asin(Qt) + Bcos(t))
e Knick beit=0 = B=0,A4= LO
Resultat

n(t) = o 2L (6.62)
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Zusammenfassung: Greensche Funktion

Bewegungsgleichung & + 2\i + wiz = f(t)/m
Zuerst 16sen: i + 2\ + wdn = §(t) (Losung ist Greensche Funktion)
Allgemeine Losung  z(t) = Zpom(t) + [dt'n(t — ') f(t')/m

y -
hier erhalten wir n(t) = { . 0 fir ¢<0
)

Mgin(Qt) fir ¢>0

mit Q = \/wi — \?
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_ Nach Newton kann die Bewegung eines Systems mit einer gegebenen Kraft
Ktot (N2) berechnet werden. Oftmals treten allerdings Zwangskréifte auf, die
erst durch die Bewegung geweckt werden. Somit gilt fiir die Gesamtkraft

Ktot _ pext 4 Kewang _ ¢y 7 (6.63)
Beispiel: Ebenes Pendel
o oy
L =Lin 5
2 1 2ur Bewequ vickt
Z L g Swegugidie

Pa
~ -+ - & -
E, K,
v k = ~ W\j%
Newton: mr = K+Z (6.64)
Zwangsbed. (ZB): g(7) = #2?—1*=0 (Kugel mit Radius!) (6.65)
Losungsmethoden

1. Lagrange-Methode 1. Art:

Bestimmte Z explizit und 16se (??) fiir 7(t).
Hier: Z = Z(x, 2)f

2. Lagrange-Methode 2. Art:

Erfiille die Zwangsbedingung durch Wahl geeigneter Koordinaten und 16se
deren Bewegungsgleichung.

Hier: 7= Isinpz — lcospZ

Lose: m¢ = ... fir ¢(t)



Kapitel 7

Lagrangegleichungen 1. Art

Losungsrezept mit Lagrange-Gl. 1.Art
1. Formulierung der Zwangsbedingungen: g, (z,t) =0
2. Aufstellung der Bewegungsgleichungen: my, &, = K, +_, )\a% Ja
3. Eliminierung der A,
4. Losung der Bewegungsgleichung (fiir x;,)
5

. Bestimmung der Integrationskonstanten (so, dass ZB und Anfangsbed.
erfiillt sind)

6. Bestimmung der Zwangskrifte 2 = /\a%ga(x, t)

7. Diskussion

7.1 Zwangsbedingungen (ZB)

Speziell: 1 Teilchen in R3

1.ZB: ¢q1(#,t) = 0 (definiert 2D-Fliche F} im 3D-Raum)
2. 7ZB: go(F,t) = 0 (definiert noch eine 2D-Fliche F; im 3D-Raum)

= ¢; und go definieren zusammen eine Kurve.
Fiir obiges Beispiel (ebenes Pendel): g3 = 2% + 22 —12=0und go =y =0

Allgemein: N Teilchen in R?

Sei x 1= (71,72, 75, ..., TN) = (T1, %2, 3, T4, T5, T6, -, TIN—2, TIN—1, T3N)
R Zwangsbedingungen: g, (7, t) =0 a=1,....R (7.1)
f Freiheitsgrade: f=3N —R (7.2)

47
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Beispiel 1: Zwei Massen an einem Stab
7ZB: Abstand fest = f=3-2-1=5

Beispiel 2: Wippe
7ZB: Abstand und Schwerpunkt fest = f=3-2—-1-3

Klassifikation von Zwangsbedingungen

e Holonome Zwangsbedingung:
Zwangsbedingung, die nicht von Geschwindigkeiten abhingt

falls %ga(:c,t) =0 skleronom (zeitunabhingig)

falls Lo (2,t) #0 reonom (zeitabhingig) (7.3)

Jol(z,t) =0 {
e Anholonome oder nicht-holonome Zwangsbedingung:
(im folgenden nicht weiter diskutiert)... alles andere, z.B.
golz,2,t) =0 (geschwindigkeitsabhéingig) (7.4)

go(z,t) <0 (ungleich) (7.5)

7.2 Zwangskrifte und Bewegungsgleichungen

Eine holonome Zwangsbedingung (ZB) ga(t,z) = 0 zwingt die Bewegung in ei-
ne (3N — R) - dimensionale Hyperfliche (Hoherdimensionale Flidche, d.h. ein
Raum mit einer kleineren Dimension als die des iibergeordneten Raums (3N))
hinein, doch innerhalb der Hyperfliche liefert sie keine Einschriankung auf die
Bewegung.

Die zugehorige Zwangskraft hingt von der Bewegung ab. Sie zwingt die Be-
wegung dazu, innerhalb der Hyperfliche zu verlaufen. Deshalb gilt

‘ Zwangskraft 1 Hyperfliche (7.6) ‘

7.2.1 Beschreibung fiir N=1 Teilchen
Ansatz fiir Zwangskrdifte (fiir N=1):

Zoc = Aa(t)vga(fv t) (77)

Richtung: Vgo(Z,t) L HF (Beweis siche unten) (7.8)

|Z] wird durch Aq () so eingestellt, dass die Bewegung

trotz dulerer Kréfte in der Hyperfliche bleibt (7.9)

Betrag:

Beweis von (77):

Sei Z, %' € HF und #’ = ¥ + 67 dann gilt

0 = gal@t) =ga(@'.1) (7.10)
= gald+0%,t) (7.11)
W (@ 1) 10T Vga(T, 1) (7.12)

——

=0
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= 0F L Vga(T,t) (7.13)
(7.14)
(%) : 9o (T + 02) = ga(1 + d1,22 + ...)
Taylor

0
= ga(z1,72,73) + 071 a—ga(l‘l, T2,73) + 0Ta...
1
= 9a(Z,t) + 0F - Vo (T, 1) (7.15)
Beispiel: Ebenes Pendel
e Hyperfliche 1:

Zwangsbedingung 1 : gi(z,y,z,t) =2 + 22— 12 =0
Zwangskraft 1 : Zy = M (Vg1 (7, 1)

(7.16

Va1 (7, t) = 2(z2 + 0+ 22) = 27 (7 in x-z-Ebene

= Zl = 2)\1(15)77
e Hyperfliche 2:

Zwangsbedingung 2 : g(z,y,z,t)=y=0 (7.19)
Zwangskraft 2 : Zy = Ma(t)V ga(7 1) = Aa(t)g (7.20)

3‘ =lxtegto ez

&5
e

Bewegungsgleichungen
Den Ausdruck fiir die Zwangskréfte (??) eingesetzt in N2:
mE = K4 Z (7.21)

= Kty Z Ae(t)V 9o (Z, 1) (7.22)

mit den Zwangsbedlngungen
9a(Z,t) =0 fira=1,...,R (7.23)

(??) besteht aus 3 Gleichungen, (??) aus R Gleichungen, insgesamt stehen also
3+ R Gleichungen zur Verfiigung, mit 3+ R (x1, 22, 23, Ao) Variablen, d.h. durch
Losung dieser Gleichungen kénnen alle Unbekannten bestimmt werden.

)
(7.17)
)
)

(7.18
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7.2.2 Beschreibung fiir N Teilchen
R Zwangsbedingungen:

‘ Jolz,t) =0 mit ¢ = (21, ...,23n5), a=1,..R (7.24)‘

SN Zwangskrdfte:

Zzm) — ZZ” Z/\ (z,t) mit n=1,...,3N (7.25)

3N Bewegungsgleichungen:

R
e = Kt 3 Ml poga(ent)  (726)

a=1

Die Zwangsbedingungen (??) und die Bewegungsgleichungen (??) bilden die
Lagrange-Gleichungen 1.Art (3N+R Gleichungen fiir 3N+R Unbekannte).

7.3 Eliminierung der )\,

Eliminiere zunéchst Z,,:

d? 09a .,
galz,t) =0 = s —ga(z,1t) == Z 3:cn (7.27)
o 890( .. a 89& P
- ; (“)xn Z ot (“)xn (7.28)
i=—Fq(&,z,t)
.o 1 B o
mit &, = - <Kn + ; Ao oz, 9oz, t)) ergibt sich
. B 0ga 1 0
Fo(i,z,t) = > 9 m K, + Zﬁ: As o o, 1) (7.29)

was ein lineares inhomogenes Gleichungssystem fiir R Groflen darstellt, welches
im Prinzip fiir A, gelost werden kann. Allgemeine Form der Losung:

Ao = Aalz, @, 1) (7.30)
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung (?7?) ergibt

Mt = Ko ,8) + 3 Aa(e 8,8) 5 g (.1 (7.31)

Die rechte Seite ist eine bekannte Funktion von z, &, ¢ und kann durch Integra-
tion gelost werden.
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7.4 Erhaltungssitze

Falls die Zwangsbedingungen Symmetrien verletzen gelten die entsprechenden

Erhaltungssétze nicht.

e Impulserhaltung: ¢ =

d
e Drehimpulserh.: d _ 4 (7 x mr) =7 x (K + Z)

e Energieerhaltung:

—

K+ZEL: 0 = p= const.

fall
2°0 = L = const.

d d

T = — Y —mui? +Up(za(t .32
(T +U) i 23" &2 4 Un(wn(t)) (7.32)
= Y in(Fyes — Kp) (7.34)

. a 8.9&
= > iy 28 Z)\ (7.35)

* %,_/
dga _ 99a
dt ot

Mit go(z,t) =0 = %ga(:zr,t)

(T+U)=

d 9ga
@ PR

(7.36)

D.h. falls die Zwangsbedingung g, nicht explizit von der Zeit abhéngt,

herrscht Energieerhaltung.

Zusammenfassung: Lagrangegleichungen 1. Art

System mit 3N Freiheitsgraden
R Zwangsbedingungen
Ansatz fiir die Zwangskrifte

3N Bewegungsgleichungen

Eliminierung von ,

Eliminierung der )\,

Losen der Bewegungsgleichung

x = (x1,22,23...,T3N)
ga(x,1) =0 mit © = (21, ..., 23n5), «=1,..R
Zl = Aa(t) 3= ga(z,t)  mitn=1,..,3N

Mpin = Kn+>, 22
0= ;—;ga(:zr, t) liefert Term mit &, in den die
Bewegungsgl. eingesetzt werden kann, wodurch ein

lineares Gleichungssystem fiir A\, (z, &, t) entsteht.

Losungen des LGS fiir A\, (z, &, t) liefern die
Zwangskrifte Z' = A\, (x, & t)aig

durch Integration.
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7.5 Beispiele

Beispiel 1: Reibungsfreies Gleiten auf schiefer Ebene

4
> '\\q%\
‘ \ t*
3 \ﬁ\ . o Sk

P/‘ ol
A\
) T :

I N Z .
W\S = ‘Hj%

¥

Xa

Schritt 1 (Zwangsbedingung): g(f) =zsina — zcosa =0
Schritt 2 (Bewegungsgleichung):  mi = )\a% g(7) = Asina
mZ=—mg+ /\%g(F) = —mg — Acos«
Schritt 3 (Elimination von \): 0= g‘l’l—;g(ﬁ t) = Esina — Z cos
= A= —mgcosa
= mI = —mgsin a cos @ = —mg cos o
mzZ=...=—mgsina

g entspricht effektivem g (entlang Gerade)

Schritt 4 u. 5 (Losen der DGL):  z(t) = s(t) cos wobei s(t) = —1gt? + vot + so
z(t) = s(t) sina

s(t) ist zuriickgelegter Abstand entlang $-Achse.

Schritt 6 (Bestimmung der ZK): 7= /\ﬁg(f) = —mgcos« ( _Slcré:a ) =mgcosa§y
—mg-é,
Schritt 7 (Diskussion): s(t) ist eine verallgemeinerte Koordinate. D.h. ein
Freiheitsgrad der ZB wird bereits beriicksichtigt.
Die entsprechende Bewegungsgleichung ist ms = —mg

) g

effektive Kraft . E Py (- wasfka §”
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Beispiel 2: Reibungsloser Massenpunkt an rotierender Stange

Schritt 1 (Zwangsbedingung):

Schritt 2 (Bewegungsgleichung):

in Polarkoordinaten

gleichgesetzt:

Schritt 3 (Elimination von \):
=

= Bewegungsgl.:

Schritt 4 u. 5 (Losen der DGL):

deshalb fiir p(t) # 0:
eingesetzt in DGL:
=

Schritt 6 (Bestimmung der ZK):

0=Lg(p.t)=0
Ap, p, &, &, t) = 2mppo

p—pd* =0
mpp =0

p(t) = 0 ist triviale instabile Losung,

aus ZB: ¢(t) = wt
p—pwr=0

17

|
o
3
&
N
o
&
_l’_
oy
®|
&
=
<
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Lagrangegleichungen 2. Art

Oft sind wir nicht an der genauen Form der Zwangskraft interessiert. In solchen
Féllen ist es geschickter, neue , verallgemeinerte Koordinaten“ zu wéhlen, die
die Zwangsbedingungen automatisch erfiillen, und eine Transformation von den
kartesischen zu den verallgemeinerten Koordinaten durchzufiihren.

(5517---7553N)_’ (Q17---an) (8-1)

Aber leider ist das zweite Newtonsche Gesetz nicht forminvariant unter einer
solchen Transformation zu anderen Koordinatensystemen. Dies stellt zwar an
sich kein Problem dar, doch es ist sehr unésthetisch. Deshalb wire eine alter-
native Formulierung der Newtonschen Bewegungsgleichungen wiinschenswert,
welche die Forminvarianz unter diesen Transformationen erfiillt.

Satz

N2 ist dquivalent zu den Lagrange-Gleichungen 2. Art (L2):

d (0L oL y
E(@i@-)zaxi miti=1,...,f (8.2)

wobei L die Lagrangefunktion darstellt:

| L=T7-U (8.3)]

(Beweis siehe weiter hinten)

Satz

Die Gleichungen L2 sind forminvariant, d.h. fiir verallgemeinerte Koordinaten
gilt ebenfalls

d (0L oL oo
E<8q'i> = % miti=1,...,f (8.4)

54
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8.1 Vorbemerkungen und Definitionen

Bemerkungen iiber L2

e [2ist in Situationen, in denen man nicht an der genauen Form der Zwangs-
krafte interessiert ist, den Lagrangegleichungen 1.Art vorzuziehen.

Die Lagrangegleichungen 2. Art sind f = 3N — R Differentialgleichungen
2. Ordnung fiir f Koordinaten, mit Anfangsbedingungen ¢(0), ¢(0)

L(q, q,t) ist nicht eindeutig, denn ¢ kann verschieden gewiihlt werden.

L(q, g, t) ist nicht messbar, aber sehr niitzliche theoretische Grofe.

Vorziige von L2:

— f Gleichungen, statt 3N + R.

— Die Lagrangefunktion L ist ein Skalar, und somit viel leichter zu
bestimmen als Bewegungsgleichungen (mehrdimensional).

— L hat of eine sehr einfache Form.

— Erhaltungssétze lassen sich leicht von L ablesen.

8.1.1 Verallgemeinerter Impuls und zyklische Koordina-
ten

Def.: Verallgemeinerter Impuls

. OL

= 5o (8.5)

Def.: zyklische Koordinate

Falls L fiir ein bestimmtes k nicht von ¢, abhéngt, sondern nur von
Gk, d.h. falls

oL

=0 8.6
o0 (8.6)

so nennt man g eine zyklische Koordinate.

Satz

Fiir eine zyklische Koordinate ist der verallgemeinerte Impuls erhalten.
Beweis:

d (0L oL oL
dt <6qk) Aqy gy BT CONS ( )
Beispiel: harmonischer Oszillator in 2D (vgl. Beispiel 3):
1 . , 1 .
L =gm(p® +p*¢%) = 5kp® = Lp, ) (8.8)

oL
= ¢ zyklisch = P, =—

55 = mp*p = const = Drehimp. (8.9)
¥
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8.1.2 Metrischer Tensor

Sei die Koordinate x,, abhingig von anderen Koordinaten: z,, = z,(q1, ..., ¢m)
(z.B. ¢ = (p, ¢, 2)). Dann folgt fiir ds?* =3 da?:

ds* = Zd:cn ~dx, = Z < %ﬂ q1> Z 3xn ; (8.10)

n

ESK Oxy, Oxy,
3%‘ 3(1
N—_——

=ij

dgidq; == gij dg; dg; (8.11)

gij ist ein metrischer Tensor.

Dann lasst sie z.B. die kinetische Energie wie folgt schreiben:

1 .. 1 0Ox, O0x, . . 1 .
T = imxnxn = Z §m % 8—%%% = imgijqiqj (8.12)

2]

Beispiele:

e kartesische Koordinaten: g;; =

o = O
— o O

1
0
0
e Polarkoordinaten: g;; = ( 0 2 )

1
e Kugelkoordinaten: g;; = [ 0 T2 O
0

0 r2sin?9
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8.2 Gewinnung von L2 aus N2 ohne ZB

Wir betrachten ein System mit 3N Freiheitsgraden

a(t) = (z:1(t),

.. ,{E3N(t))

Fiir die Bewegungsgleichung in einem konservativen Kraftfeld folgt

0

mpi, = —=—U(x1,. ..

oxy,

,xy)

Dies kann umgeschrieben werden zu

!
d| o 1,
it | i (Zam“k>:
k=1

49
it \ 9z,

0
= _%U(‘Th 7xf)
0
T) = _EU(II,,I‘J‘)

Wir definieren die Lagrangefunktion als

L(,Tl,..

.,CL‘f,i‘l,...,

7)) =T-U

Damit kann Gleichung (??) auch geschrieben werden als

d 0

0
__a_an

(8.18)

Da 55U = 0 und 52T = 0.

8.3 Beispiele

8.3.1 Beispiel 1: Schiefe Ebene

-

Wy = —ng

Zwangsbedingung:

Verallgemeinerte Koordinate:

Transformation:

Kinetische Energie:

z _ sina

x Ccos

s(t) := Abstand eines Punktes auf
der Geraden vom Ursprung

r=scosa und z = ssina
T =5§cosa und Z = ssina

T = im(i* 4 %) = ims?

o7

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)
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Potenzielle Energie:

Lagrange-Funktion:

Lagrangegleichung;:
= N2 fiir s:

Bewegungsgleichung:

U =mgz = mgssina = mgs

L=T-U=}ms*—mgs = L(s,5)

d (OLY _ 9L doyne o=
7 (E) =5 e gméi=-mg
ms = —mg

s(t) = $gt* + vot + so

8.3.2 Beispiel 2: Ebenes Pendel

T

Fadea x
““/ e\ A

¥
F

w

Zwangsbedingung:

Verallgemeinerte Koordinaten:

Transformation:

Kinetische Energie:
Potenzielle Energie:
Lagrange-Funktion:
Lagrangegleichung;:

= Bew.-Gl. fir ©:

__ _ sin®
cos ©

z
z

I(t) (vorgegeben), O(t)

z=1sin® und z = —lcos©

#=1sn® +1cosO®O und % = —l[cosO + [sin OO

T =1im(@?+2%) = .= Im(® +126?)

U =mgz = —mglcos ©

L=T-U= %m(i2 +120?) + mglcos© = L(O, 0)

% (g_é) — g—é o %ml%’ = —myglsin©
200 + 126 = —glsin©

(keine L2 fiir I, da I(t) vorgegeben)
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8.3.3 Beispiel 3: Zweidimensionaler harmonischer Oszillator

\ /
o
(xy)

Zwangsbedingung:

Vorgegebenes Potential:

Verallgemeinerte Koordinaten:

Transformation:

Kinetische Energie:
Lagrange-Funktion:
Lagrangegleichungen:

fir p:

fiir :

x=pcosy und y = psingp
T =pcosy — psinpy und y = psine + pcospP

Lm(@? + 52) = .. = dm(5® + p2¢?)

L=T—U = im(p*+ p*¢?) — 5kp*> = L(p, p, )

$(%)=% o mi—mp—ko

d (0L \ _ OL 200

Man sieht auBerdem dass %(mpp(fb) = L (mpvy) = [=0

= Drehimpulserhaltung (I =const)

Check der Bewegungsgleichung mittels N2

N2, kartesisch:

Transformation fiir &, §:

mit einem kleinen Trick :
und:

erhilt man:

ma = —‘g—g = —kx = —kpcosyp

myj = =%, = —ky = —kpsing

F = pcosp — 2psin pp + pcos pp? — psin @
ij = psin g + 2pcos pp — psinp@? + pcos
m(cos ¢ &+ sin g §) ¥ —kp

m(cos i + sin pij) = m(j — pp?)

m(p—pp?) = —kp (vgl. mit Lsg. aus L2) /
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8.4 Herleitung der Lagrangegleichungen 2. Art

Ausgangspunkt

Ein System mit 3N Koordinaten (z.B. N Teilchen in 3 Dimensionen)
T = (21,..,x3n) € RN (8.19)
z = (&1,...,23n) € RN (8.20)
p= (mydy, ..., maniay) € R¥N (8.21)

und R Zwangsbedingungen
ga(Z,t) =0 a=1,..R = f=3N-R (8.22)

und Zwangskr'afte
99a
"= Aa Z Jo e = (22, 23Ny e R®N (8.23)

Damit ergeben sich die Lagrangegleichungen 1. Art

0
Prn = Mty = K, + ZA aij (8.24)
Beispiel: Perle auf rotierender Stange
Potential: U = mgxs = mgpsinp
Polarkoordinaten: x7 = pcosp
To = psingp
p? =i + a3
¢ = arctan 32
Zwangsbedingung: ¢ = ¢ —wt = arctan 2 —wt =0
Zwangskraft: 7 = )\69(,@1,.’[]2) =..= —ﬁél + ﬁég = )\p%ég,

(Rechnung siehe [L42al)

Lagrangegl. 1.Art: m3; =0— X\ 2+x

mao = —mg + A

2+x

Ziel

Wir withlen verallgemeinerte Koordinaten g (k =1, ..., f), so dass die Zwangs-
bedingungen automatisch erfiillt sind. Dafiir formen wir die Lagrangegleichun-
gen 1. Art mittels der Variablen-Transformation & = Z(q, t) so um, dass sie nur
von ¢,q¢ und t abhingen. Daraus wird sich unmittelbar die Lagrangefunktion
(??) mit der Eigenschaft der Lagrangegleichungen 2. Art (??) ergeben.
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Schritt 1: Einfiihrung von verallgemeinerten Koordinaten

Wiihle also f verallgemeinerte/generalisierte Koordinaten

G=(qi, - qr) €RS also @ = #(q,t) (8.25)
so, dass alle Zwangsbedingungen automatisch erfiillt sind:

9o (x1(q,t), ...y x3n (G, t),t) =0 (8.26)

Beispiel
q:=pr
= x] = pcoswt, Ta = psinwt

o _ . psinwt o
= ¢ = arctanxa/x; wt = arctan L2520 —wt = 0 vV

Schritt 2: Finde ,,erlaubte* Hyperfliche

(Schnittmenge aller durch die Zwangsbedingungen festgelegten Hyperflichen)
Wir nutzen aus, dass fiir alle a € {1, ..., R} gilt g, = 0:

3N

0 . 0Ga On = .
0= Xag—0a(T(0,1), 1) = > Aag 5o = o 07 (8.27)
n:lH_Z/n_n/ LHFs ||HF,

Wobei wir definieren: Virtuelle Verrickung:

971 6x3N> _ 0T sy (8.28)

57 = =k, AN O
(O <an oqr Oqx,

(02 ist also ein paralleler Vektor zur Hyperfliche .

Damit kénnen wir die ,erlaubte“ Hyperfliche konstruieren

or or
eHF = span § —., ..., — 8.29
! {aql 3qf} 629

Die vituellen Verriickungen bilden also eine Basis fiir eHF am Punkt Z. Dieser
Unterraum von R3Y ist also ein ,, Tangentenraum®.

Beispiel
(67) = (92,92 ) = (cosp,sing) = ¢,

= erlaubte HF: é,-Achse  (&ndert sich mit t!)
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Beispiel in 83D: magnetische Scheibe auf rotierender Platte

Zylinderkoordinaten: z; = pcosy , x93 =psing, x3=2=2

verallgemeinerte Koordinaten: g1 = p, ¢2 ==z
Virtuelle Verriickungen:

_ o (91:1 (91:2 (91:3 - . A
1 = (52 52 5 ) = (cos usinn0) =4,

% Oxy Oxs

oma= (2 50 e ) = o =e.

= erlaubte HF durch é,, é, aufgespannt (Platte).

62

Schritt 3: Projektion der Bewegungsgleichung auf die erlaubte HF

Wir projizieren also die Lagrangegleichungen 1. Art auf die virtuellen Verriickun-

gen (die ja in der erlaubten HF stattfinden):
Lz > 77
(= K) (67 = Y Za- (07 20
Dies ergibt das d’Alembertsche Prinzip:

(- K) - (62)x =0 (8.33)

Hier sind somit alle Zwangsbedingungen komplett eliminiert.

Wir definieren eine verallgemeinerte Kraft:
Qr =K - (0%, (8.34)

Fiir konservative Krifte ergibt sich fiir die verallg. Kraft

3N ~ ~
oU ((q,t),t) Oxy oU(q, t)
D D T
n=1

Oqx Iqx

o (77 oUu(q,t
= 7 (62)% ) Qr = —% (8.36)
qk

Beispiel:
Projektion: (mi +mgés) - é, =0

< m(y cosp + Zosing) = —mgsing = —%ﬁ’t)
(Bewegung findet nun in erlaubter HF statt)

(8.32)

(8.35)
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Schritt 4: Bewegungsgleichung durch verallg. Koordinaten ausdriicken
4a Geschwindigkeit

Wir driicken zunéchst die Geschwindigkeit in den verallgemeinerten Koordina-
ten aus

81
H

or qu 8:1? Y
Z g | For T80 (8.37)

Qk

Leiten wir die Geschwindigkeit des Ortsvektors nach der zeitlichen Anderung
einer verallgemeinerten Koordinate ab, so ergibt sich der Zusammenhang:

or #(Aa+B)=4 OF

. 8.38
s g (8.38)
Beispiel:
. ( p.c.oswt ) " ( —pw sin wt >
psinwt pw cos wi
gz _ [ coswt \ gz
Tﬁ_(sinwt)_a_ﬁ %
4b Kinetische Energie
Kinetische Energie durch ¢, ¢, t ausdriicken:
T(q,q,t) = T(i(q,q,1t) Z M7 (q, 4, 1) (8.39)

Wie verhélt sie die Kinetische Energie wenn wir nach einer verallgemeinerten
Koordinate und deren Ableitung ableiten?

oT T di, ok, . OF

9L N~ 9 9 gt = . 22 8.40
Ik zn: O Oy zn:m " oq P o (8.40)
or _ Oin L 0T (27, OF

or _ iy . 92 (D 5 0T 8.41
I Zm g T i P Oqr (8.41)

Um diese Ergebnisse in Beziehung setzen zu konnen, leiten wir die letzte Glei-
chung nach der Zeit ab:

d (90T d (. or . 0% _ of (?7) = or 0T

3 () = (7o) =7 g i o, "o &)
_(ax)k

Umgeschrieben ergibt das

d (0T or .
7 ()~ =767 )

Also hab wir nun eine zweite Darstellung der Projektion von ]5’ auf die virtuelle
Verriickung (62)y.
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Beispiel:
Kinetische Energie: T'(p, p) = ¢m(if + i3) = im(p? + w?p?)

e polar: %—i = mpw?
kartesisch: 2L = m(—&qw sin wt + Fow cos wt
Op
e polar: %—? =mp
kartesisch: 2L = m(i; coswt + i sin wt
op

e polar: % (%—?) =mp
d (%—?) = m(&; coswt — Frwsinwt + Tosinwt +
Fow coswt) = ‘g—:; + m(& coswt + &g sinwt)

kartesisch: T

d (or\ _or _ (- _— iz D _au
= E(a_p) —a—p—m(xlcoswt—l—:vgsmwt)—mx-ep = _a_p

= m(p— pw?) = _gT[{c (vgl. mit Bsp. 3 zu L2)

Schritt 5: Kombiniere Ergebnisse aus den Schritten 3 und 4

d or 0T ou

L T 5 (6D = ——— 8.44

it 9g,  oqn L (0 dan (8.44)
Dies kann umgeschrieben werden zu

or oU d oT

— - = (8.45)

Ogr.  Oqr  dt Iix
Mit der Annahme, dass fiir U gilt: gT[i = 0 (U geschwindigkeitsunabhéngig)
folgt

or-v) _ doT-U)

e @ o (8.46)

Nun definieren wir die Lagrangefuntion:

Daraus folgen die Lagrangegleichungen 2. Art

d oL dL
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8.5 Anwendung: Massenpunkt auf Kreiskegel

tan2
Koordinatenwahl
Zwangsbedingung:
9wy, 2) = 2% +y? — P tan’a = 0 (8.49)

Wahl der verallgemeinerten Koordinaten
qg=(r,¢) (Kugelkoordinaten, « fest) (8.50)

(Alternativen: (z, ), (p, @) )

Transformationsregeln:

xz(r,¢) =rsinacosp , y(r,¢) =rsinasing , z(r) = rcosa (8.51)

Bestimmung der Lagrangefunktion

1 0 0

1 .. .

T = §ngij Gigj mit g =| 0 7? 0 ,q = (r,9,¢)(8.52)
ij 0 0 r?sin®v

1 .

T= 5m(7=2 +r2 92 4r?sin? 9¢?) (8.53)
—42=0

U = mgz = mgr cos « (8.54)
= L(rro)=T-U= %(rz +r%sin? ap?) — mgrcosa (8.55)

zyklische Koordinaten

L héngt nicht von ¢ ab = ¢ zyklisch = verallg. Impuls ist erhalten!

L
= g— = mr?sin® ap = mp*p =1 (Drehimpulserhaltung) (8.56)
12
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L2
_d (0L oL . .9 .9
0= 7 (E) — g, =M (mrsin® ap® — mg cos ar) (8.57)
d (0L oL d
0= — (=) - ==_-= 25inZ o) =0 8.58
i (5) 50 = ot o) (8:58)
=l
Energieerhaltung
oL oxy, ou oU
0, = = = 8.59
ot "ot o 0p ( )
E=T+U = %(ﬁ + r?¢? sin? a) 4+ mgr cos @ = const. (8.60)
Losung der Bewegungsgleichung fiir r
Eliminiere ¢ = —Lt——in (?7)
E—lmi'z—l—L—i—m 7 COS (v (8.61)
2 2mr? sin® o g '
Uesy(r)
%
Ue kel = £ + Wmgrens
. S ek gE T v
N
£, . < 3
Wir 16sen nach 7 auf und erhalten
=\ 2B Uy (5.62)
= Z(E—Use(r .
m If
Trennung der Variablen und Integration liefert
(8.63)

t—t / dr
it =
o \/%(E = Ueys(1))

Nach dem Ausfiihren des Integrals ist ¢(r) bekannt. Invertieren liefert r = r(t).
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Loésung der Bewegungsgleichung fiir ¢
Aus (77?):

) l

e (8.64)
Trennung der Variablen und Integration liefert

o(t) — po = /t dt/m (8.65)

Das Einsetzen von 7(t) und Ausfithren der Integration liefert ¢(¢).

Integrationskonstanten

Die Integrationskonstanten fiir die jeweiligen Integrale werden festgelegt durch
die Anfangsbedingungen

. . l
ro =71(to) » o =¢o(to) , 7(to) . #(to) = —5—=— (8.66)
mrg sin® o
Oder altenativ durch die erhaltenen Grofien
l ’ E , To, o (867)

Es gilt der Satz

‘ Jede Erhaltungsgrofle legt eine Integrationskonstante fest. ‘

Bahn r(y)

Es sind bereits bekannt: r(t), ¢(t). Eine Moglichkeit wére o(t) zu invertieren
und in 7(t) einzusetzen, doch im Allgemeinen kann dies umsténdlicher sein als
folgendes Verfahren:

dr drdt 7 (27 (8.68)
dp —  dtde ¢ 7 ’

77 2 1

S \/E (E —Ucsy(r)) 7m7’2 sin? a (8.69)

Separation der Variablen und Integration liefert

T d,r,l
¢ — o = / ( (8.70)

2(E — Uess(r)) 1mr? sin? o

Ausfiihren des Integrals liefert bekannte Funktion ¢(r). Invertieren liefert ().
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Zwei typische Fragestellungen
» Wann ist die Bahn geschlossen?*

Falls (7 + tg) = ¢(to) und r(7 + tg) = r(to) , ete...
7 héngt von o, [, F/, ... ab.

,Falls die Bewegung periodisch ist, was ist die Periodendauer?*

(8.71)

T2 ,
o 2/ dr
b \/%(E = Uers (1))

8.6 Erhaltungssitze und Symmetrien

Im Folgenden wird die Lagrangefunktion beziiglich den schon frither behandelten
Symmetrieeigenschaften untersucht: Invarianz unter Raumtranslation, Rotation
und Zeitverschiebung.
8.6.1 Raumtranslation
Wir betrachten eine kleine Verschiebung e fiir alle N Teilchen des Systems:
7, — 7, =7, +eif Yv=1,..,N (8.72)
ho i = .73
Falls L invariant unter Raumtranslation, dann gilt
L(7y. 7y, t) = LT, 7 1) (8.74)

Taylorentwicklung der rechten Seite in 7 um 7je = 0:

. . oL
L AU/ ﬂy/ _ AU HU — )
(R0 = D Fut) + e | (3.75)
v =
Daraus folgt
oL _r2 d (0L L d .
0— G2 Y S (E2) =5 S% 05, 8.76
— Or) = — di (a@) U - b (8.76)

Das heifit

bei Invarianz unter Raumtranslation ist der verallgemeinerte Gesamtimpuls
>, Py = P erhalten.

Die zugehorige zyklische Koordinate ist die Schwerpunktskoordinate.
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8.6.2 Rotation

Wir betrachten eine kleine Rotation (77 x 7, )e fiir alle N Teilchen des Systems:
7, — 7, =7, + (x7)e Yv=1,..,N (8.77)
ho =t (e (5.79)

Falls L invariant unter Rotation, dann gilt

L(7y,7y,t) = L(7, "7,/ t) (8.79)

Taylorentwicklung der rechten Seite in € um € = 0:

L(7,' 7' ) = L7, Ty t) 42 Y (g_é (X T+ g_é (77 x m) (8.80)
Daraus folgt

0 = (g axmr s axi) (3.51)

2 Y (g g i) ee)

ekt 5 (G ) =X G GG ()

= UR %Z(Fy X D) :ﬁafi (8.84)

Das heifit

bei Invarianz unter Rotation ist der Drehimpuls ) 7, X p, = L erhalten.

8.6.3 Zeitverschiebung - Hamiltonfunktion
Wir betrachten eine Zeitverschiebung;:

t—t' =t+e (8.85)
Falls L invariant unter Zeitverschiebung, dann gilt

L(7,, 7y, t) = L(7,, 7y, t') (8.86)
Entwickle in € um den Punkt ¢ = 0:

oL oL

L7, 7y, t") = L(7,, 7, t) + BT 5:06 = 5

0 (8.87)
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Wir betrachten nun die totale Zeitableitung:

dt

d )
—L(7,, 70, 1)

Produktregel

oL -,
Z(a—ﬁ/'rv‘i'

Z:igﬁjm%
—~ \dtoF, "

d oL - d IR
aza—h'”zﬁz;p”'“

v

Nun definieren wir die Hamilton-Funktion H:

%(ZﬁVFu_L>:O

Sei p, = my, 7,

H:Zm,,ﬁz,—(Z%mﬁi—U):Z%mﬁi—i—U

= H=T+U=F

(bisher iiblicher Fall):

(Interpretation: Hamiltonfunktion = Energie.)

Es gilt also

oL -
— Ty
ory

oL

ory,

>+E
~—~

=

Ty

)

oL

=0

70

(8.88)

(8.89)

(8.90)

(8.91)

(8.92)

(8.93)

‘ Energieerhaltung bei Invarianz der Lagrangefunktion unter Zeitverschiebung.

Energieerhaltungssatz

oL _
ot

0

d
ZH=0
dt

(8.94)




Kapitel 9

Zentralpotential

9.1 Zweikorperproblem

Als weitere Anwendung des Lagrangeformalismus werden wir im Folgenden das
Problem zweier Korper diskutieren, die sich unter dem Einfluss ihrer gegensei-
tigen Zentralkraft bewegen.

9.1.1 Zuriickfiihrung auf das Einkorperproblem

Wir betrachten also ein System aus zwei Massenpunkten, in dem nur Kréfte
auftreten, die sich aus dem Wechselwirkungspotential U ableiten lassen, wobei
U nur vom Abstand zwischen diesen Teilchen abhéngt:

U=U(f — ) (9.1)

Dieses System besitzt sechs Freiheitsgrade, folglich sechs unabhéngige verallge-
meinerte Koordinaten. Dafiir wihlen wir die Koordinaten des Schwerpunktes R
und die des Differenzvektors 7

m1F1 + mQFQ

— —

R= F=Ff —7, r=|f (9.2)

mi + mo
Die Lagrangefunktion hat dann die Form

1 . 1 .
L= imlff + 5m2f§ +U(r) (9.3)

71
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Durch einfache Umformungen kann sie wie folgt geschrieben werden

1 -2 1 mimg -2
L=- R +-———7 -U 9.4
p(mitmo)l + o —U(r) (9-4)
Mit der Definition der reduzierten Masse p = 7;’11_::732 wird daraus
1. 22 1 .
L=§MR+5m?—mm (9.5)

Man erkennt, dass die drei Koordinaten von R zyklisch sind, da L nicht von
R abhéngt. Das heifit, dass der Schwerpunkt entweder in Ruhe ist, oder sich
gleichférmig bewegt, denn der verallgemeinerte Impuls fiir die Schwerpunkts-
koordinaten pr = % = MR bleibt nach L2 somit erhalten. Es geniigt also in

allen weiteren Diskussionen die letzten beiden Terme der Lagrangefunktion zu
betrachten

L= %,ufg —U(r) (9.6)

Damit haben wir das Zweiteilchenproblem auf ein Einteilchenproblem mit Masse
1 und Relativkoordinate 7 reduziert.

9.1.2 Reduktion auf eine Radialgleichung
Da das System kugelsymmetrisch ist, bleibt der Gesamtdrehimpuls erhalten

L=7Fxp (9.7)
Also muss eine Winkelkoordinate, die eine Drehung um eine feste Achse be-
schreibt zyklisch sein.

Da auBerdem L raumfest ist, wird die Richtung von 7 eingeschrinkt, denn 7
steht immer senkrecht zu L. Fiir L = 0 allerdings muss 7|[p sein, also folgt die
Bewegung in diesem Fall einer Geraden durch das Kraftzentrum.

Diese beiden Einschrinkungen der Bewegung fithren dazu, dass sie in einer Ebe-
ne satt findet und wir die Bewegungsgleichung auf eine Radialgleichung redu-
zieren konnen.

Wir betrachten die Situation deshalb in Zylinderkoordinaten

S 1. . .

L(p, 2, py ) = Gu(p® + p** + 2%) = U(Vp? + 22) (9-8)
Wir erhalten so Lagrangegleichungen

d oL 0L . o OU

G-, © MmEwd -5 (9.9)

d oL 0L d, o

_— = —_ p) = 1

iop 9, O @ (up“) =0 (9.10)

d 0L L —

doL _oL .,  OU__OU : (9.11)

dt 0% 0z 0z 8\//)2 + 22 \/p2 + 22
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Fiir z kénnen wir die triviale Losung
2(t) =0 (9.12)

wéhlen. Also findet die Bewegung nur in der x-y-Ebene statt.
Fiir ¢ erhalten wir

l

o= e (I: erhaltener Drehimpuls) (9.13)
Fiir p erhalten wir somit
1?2 oU
pp = —— — 2 9.14
pp®  Op (9-14)

Es muss also nur noch diese Radialgleichung geltst werden.

9.1.3 Energieerhaltung
Zunéchst wenden wir uns der Energie zu. Da unsere Lagrangefunktion

1 o
L=Su(p® +p*¢* + 2%) —U(Vp? + 2%) (9.15)

invariant unter Zeitverschiebung ist (%—% = 0), ist die Gesamtenergie des Systems

erhalten, weshalb fiir die Hamiltonfunktion gilt

d d oL
Ry L) = 1
at Tt <Z 94; ! ) 0 (9.16)
H=E = pulpp+p°op+2i2)— (§u(p2 + 7" 4 %) — U(P)) (9.17)
1 o
= Su(p" + %" + 2%+ U(p) (9.18)
= L v (9.19)
= g gt Ul :
——
T(4) Uesr(p)

Das heifit, wir konnen die Gesamtenergie des Systems zerlegen in die kineti-
sche Energie der Radialbewegung und ein effektives Potential beziiglich dieser
Bewegung;:
| E=T(p) +Uess(p) (9.20) ]
Die effektive Radialkraft ergibt sich zu
Uy 2 ou
_ZZelf =—a— (9.21)
dp pp®  Op

Der Term J—; lidsst sich als Zentrifugalkraft identifizieren, denn aus (??) folgt

izup(p?:@

9.22
pp? P (9-22)
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9.1.4 Losung der Bewegungsgleichungen
Lésungen fiir p(t) und ¢(t)

Wir haben also mithilfe der Energiebetrachtung die DGL 2. Ordnung fiir p (?7?)
auf eine DGL 1. Ordnung reduziert

1 12 1
E = —pup? Ulp) = =pp® + Uey 9.23
gt (p) = 516" + Ues s (p) (9.23)
Separation der Variablen und Integration liefert
p do'
t—tg = / L (9.24)
po 4/ 2(E = Uess(p))

Also haben wir eine bekannte Funktion ¢(p) welche durch Invertieren eine Funk-
tion p(t) liefert.

Fiir (¢) integrieren wir nach Einsetzen von p(t) die Gleichung (?7)

Bahnkurve p(y)
Falls die Invertierung von ¢(t) oder p(t) umstidndlich ist, fithrt folgendes Ver-
fahren zum Ziel (analog zu (77?) - (77))

dp _dedt ¢ l 1

A . (9.25)
2
o didpp 1p® g J2(B—Uepys(p))

Separation der Variablen und Integration liefert

Pl 1
o o= / L (9.26)
p

Das heifit wir haben die Relation ¢(p). Invertieren liefert p(p)

Geschlossene und nichtgeschlossene Bahn

Nun wollen wir untersuchen, ob eine geschlossene Bahnkurve p(¢) moglich ist
und wenn ja, unter welchen Bedingungen.

3«4;(.[9«;-«. .

/Dl‘\u,
fmia
—A?‘E

uusesc“o g5t o

&y <w
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Wir betrachten den relativen Winkel Ay zwischen dem grofiten Abstand ppqx
und dem kleinsten p,,;, zwischen den beiden Teilchen. Das heift, wenn die Bahn
nach n Schleifen schliefft, muss das n-fache des doppelten Relativwinkels gleich
dem gesamten umlaufenen Winkel m2m sein

n2A@ = m2m (9.27)

Ay bekommen wir aus (?7)

Pmaz l 1 " Tm
Ap=p—po= / — = (9.28)
min kp E(E - Ueff(p))

Dieser Ausdruck fiir Ay ist von U abhéngig! Fiir zwei typische Potentiale geben
wir Ay an:

m fir U= —% = n=1
_ = Ellipse
Ap = Z fir U=ap® = n=2 (9.29)

= 2 Schleifen

9.1.5 Qualitative Diskussion der Bewegung

Im Folgenden betrachten wir den Verlauf einer Bewegung fiir unterschiedliche
Arten von Potentialen. Dazu betrachten wir jeweils das effektive Potential der
Radialbewegung

2

l
U =—=+U 9.30
=gt (p) (9.30)
Typischer Fall 1
Vorgegebenes Radialpotential: U(p) = a(p — po)?

(harmonischer Oszillator mit Gleichgewichtsabstand pg, z.B. Vibration eines
zweiatomigen Molekiils)

A\ L

p = o0
p — O}Ueff_’oo

Es ist also nur eine Art von Bewegung moglich:

e gebundene Bewegung: p; < p < p2
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Typischer Fall 2

o

Vorgegebenes Radialpotential: U(p) = -

(Gravitations- oder Coulombpotential)

-\ $®
£ | 0)

Es sind zwei Arten von Bewegung moglich:

76

00
0

Pmin

: Uepy — const.
. Ueff — o0
: Ueff - Umln

e (ii) gebundene Bewegung: falls E < U.ss(c0) = const.

e (i) ,Streuung durch Zentrifugalbarriere: falls E > U, s(c0) = const.

Typischer Fall 3
Vorgegebenes Radialpotential: U(p) = —%

Es sind drei Arten von Bewegung moglich:

RSRRY

o0 Ueyy — const.
0 t Uepp — —0
Pmax : Ueff = Umaz

e (ii) gebundene Bewegung: falls E < Uecffmae = const. und 0 < p < py

e (i) Streuung: falls E < Uy, = const. und p > po

e (iii) Fall ins Zentrum (lduft durchs Zentrum hindurch)
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9.2 Keplerproblem

Kepler untersuchte die Planetenbewegung und entdeckte dabei die drei Kepler-
schen Gesetze. Wir nihern uns diesen nun auf umgekehrtem Weg, insbesondere
zeigen wir zunéchst mit Hilfe der vorherigen Betrachtungen, dass sich Planeten
auf Ellipsenbahnen bewegen und leiten dann die Gesetze ab.

9.2.1 Ellipsenbahn

Wir wollen also zeigen, dass die Bahn p(y) fiir bestimmte Potentiale zu einer
elliptischen Bahn wird. Diese Potentiale haben die Form

U(r) = —-= (Z.B.: a=Gmimsy, a= —Q1Q2) (9-31)

Damit ergibt sich fiir das effektive Potential

Usrlp) = - % + -2 (9.32)
erf(p)=—+-— :
1 P 2up?
Fiir die Relation ¢(p) setzen wir Uesy in (?7) ein
(9.33)

2pp?

L) 1
¥ — Yo = — >
po HP7 2B = (=2 + 352)(0)
1 p
Dieses unschone Integral konnen wir mithilfe entsprechender Integraltabellen

(z.B. Bronstein) 16sen und erhalten - wenn wir ¢ so wihlen, dass die Integra-
tionskonstante verschwindet - gliicklicherweise den exakten Ausdruck

(p) = arccos < Up = najl ) (9.34)

V2uE + p2a?/1?

Um zu zeigen, dass dies tatséchlich einer Ellipsenbahn der Form

22 2

S+

a b2
entspricht, sind einige algebraische Manipulationen nétig, die wir im Folgenden
durchfiithren werden.

=1 (Ellipse in der ersten Hauptlage) (9.35)

Vereinfachung der Ellipsengleichung

Wir definieren

2

e cinen Parameter p = ;i_oz

e die Exzentritit ¢ = (/1 + Qf;f;
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Anwenden von 47 cos( - ) auf Gleichung (?7?):

l/p— l
pa cos(p) = [p— 1o/ pe (9.36)
l V2uE + p2a?/i? 1
1 1 1I)\1
& —cosp = <— - —> - (9.37)
p p p)e

Nun haben wir die Bahnkurve, welche wir aus Energie- und Drehimpulserhal-
tung gewonnen haben, in eine deutlich angenehmere Form gebracht

p

= 9.38
1+ecosyp ( )

p(e)

Kegelschnitte

Gleichung (??) beschreibt Kegelschnitte (Schnitt eines unendlichen Kegels mit
einer Ebene). Wir betrachten die Exzentrizitit e = /1 + iETl; fiir verschiedene

Energien:

E>0 = e£>1 = Hyperbel
E=0 = =1 = Parabel

In beiden Féllen ist € cosp — —1 moglich und somit ist p — oo moglich.

e F<0 = e<1 = Ellipse

Denn dann ist p(¢) beschrinkt mit ppmar = 722 und ppin = 1%.

2
e E=—-4- = =0 = Kreis

Denn dann ist p(p) = p, also p unabhéngig von ¢. Diese Energie tritt
beim Minimum von U.ss auf.

Ellipse in der ersten Hauptlage

Es folgen weitere Umformungen der bereits relativ schonen Gleichung (?7?). Wir
benutzen dabei folgende Relationen:

p P
=Va2+y?, r=pcosp, a:=——, b= —= = /pa
p=a?+y peos - e VP

(a: grofle Halbachse, b: kleine Halbachse)
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Damit folgt aus (?7?)
p

_ o o _ 9.39
p(¢) Tr— p=ptecosp=p+ex (9.39)
& (p—ex)? = 22 +y? (9.40)
s p? = 22(1 — &%) + 2eap + ¢
9 ep ? e2p? 9 1—¢? 1
B (1_E)<x+1—52> _1—52+y 2 2
———
e2b2
2 | 272 22 2
p*+eb (1—¢2) y
= = (v + ca)? + 2 (9.41)
(z+ea)® y°
— =1 (9.42)

9.2.2 Die Keplerschen Gesetze
1. Die Planeten folgen Ellipsen mit der Sonne in einem Brennpunkt.

(Stimmt nicht ganz, aber fast!)

Planet
{ou-g e
Herleitung:
R R L. (9.43)
~
<10-3
7= & Ry T L A (9-44)
~

Also befindet sich die Sonne ungefihr im Brennpunkt der Ellipsenbahn des Pla-
neten, wobei sie ebenfalls eine geringe elliptische Bewegung (gegenliufig zur
Planetenellipse) durchliuft. Der Schwerpunkt liegt allerdings exakt im Brenn-
punkt.
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2. Die vom Fahrstrahl pro Zeit iiberstrichene Fliche ist konstant.

&m\fm&l.

Herleitung:

AF  Sp-(pAp) 1, 11
At At §f P =5, — oot/ (9.45)

3. Das Quadrat der Umlaufzeit ist proportional zur dritten Potenz
der groflen Halbachse.

Die Fliche einer Ellipse ist A = mwab, gleichzeit folgt aus dem 2. Keplerschen
Gesetz:

T
F Tl
A:/dF:/ I (9.46)

Quadrieren liefert

T? = (27a)? - (bu/l)? = 472
N—_———

ap/a =const

a = T? xd® (9.47)

(o=



Kapitel 10
Variationsprinzipien

Wir moéchten nun die Lagrangegleichungen zweiter Art aus einem Variations-
prinzip, dem sogenannten Hamiltonschen Variationsprinzip herleiten. Dazu ben6ti-
gen wir einige Methoden der Variationsrechnung.

10.1 Variation ohne Nebenbedingungen

10.1.1 Eindimensionales Funktional einer Funktion

Allgemeine Problemstellung

/

Sei F(y, vy, z) eine gegebene Funktion, wobei y = y(z),y" = %. Wir suchen die
Funktion y(z), welche das Funktional

7=t | " bz F (y(@).y'(2), ) (10.1)

1

extremal macht (unter Randbedingungen y(z1) = y1 und y(x2) = y2).

Strategie zur Findung der Extremalfunktion

Wir vereinfachen das Problem indem wir einen Parameter € einfiithren, und das
Funktional unter einer Vergleichsfunktion y,(¢) betrachten, die einer infinitesi-
malen Variation der gesuchten Funktion y(x) entspricht.

yo(e) = y(@) + ena) (10.2)
et

mit einer beliebigen Funktion n(x) die der Randbedingung

n(x1) =n(rz) =0 (10.3)

unterliegt, da y(z1), y(z2) fest vorgegeben sind.

81
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Das Funktional
Jy + en] = J[e] (10.4)

soll nun fiir die gesuchte Funktion y, also fiir £ = 0 extremal werden.

Dies fiihrt zur Extremalbedingung:

dJ(y + en)

- =0 (10.5)

e=0

Wir werden sehen, was diese Bedingung fiir Konsequenzen hat. Zunichst ent-
wickeln wir das Funktional J in e um e =0

T2
Iy +en = / dz F(y+eny +en',z)
1
vz oF ! oF !
= [T | Py + D 4 OV ) 4 0
21 dy dy
—_————
;:Fy ::Fy/
Aus der Extremalbedingung erhalten wir
dJ(y + vz
0 = Hrem| / dz (Fyn(z) + Fyrf (2)) (10.6)
de e=0 z1
T2 T2 T2 dF ,
= / Fyn(z) dz + Fyn(x) —/ d;’ n(x) dx (10.7)
T 1 ZT1
vz dF,, ©
= [ (A -G ) ) do+ Bl (103)
T1 S————
™7
=0
Diese Relation muss fiir beliebige n(z) gelten, deshalb ist
dF,
— =0 10.9
Y dx ( )

Das ist die Fuler-Lagrange-Gleichung der Variationsrechnung

d OF(y,y',x) OF(y,y,x)
= oy = 5 (10.10)
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Beispiele
Beispiel 1: Strecke

Gesucht ist die Funktion y(z) welche die Bogenlinge zwischen P1 und P2 mi-
nimiert (geraten: y = ax +b).

3‘ P
| g -
1‘ o) ; ﬁ(*) ~ o= ey
‘l(m) e, 1(“] =0

Die Variationsrechnung ist ein systematisches Verfahren derartige Fragen zu be-
antworten, da die Antwort nicht immer so naheliegend ist, wie in diesem Fall.

Der Abstand lasst sich durch ein Funktional angeben:

P2 P2 P2 dy 2
J:J[y]:/ ds:/ \/d:zr2+dy2:/ dxy[1+ <—> (10.11)
P1 P1 P1 dx

Jy] = /m dx/1+ (y')? (10.12)

1

Es ist also F(y,y',z) = /1 + (/)2

Die Euler-Lagrange-Gleichung liefert

d y'

— | ——| =0 10.13

dx <‘ /1+ y’2> ( )
Das heifit, 3 ist x-unabhiingig, also muss y die Form haben

y(z)=ax+b / (10.14)

Beispiel 2: Brachistochrone

(,brachistos* = kiirzeste, ,,chrone® = Zeit)

(x) (4
6 .;ur'») )

N

S~ — T

N A_ (x2,4 2)
. |

—
| x

Gesucht ist die Funktion y(x), die die benétigte Zeit fiir die ,, Rutschbahn“ von
P1 nach P2 minimiert (nur unter Einfluss der Gravitation).
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Diese Aufgabe wurde von Johann Bernoulli im Jahr 1696 gestellt (genaueres
siehe [L61])

Zuerst miissen wir das ,, Rutschdauer“-Funktional bestimmen:

2 2 x
ds (27 2d
tio :/ dt = 75 iy %x/1+y/2 (10.15)
1 1

x1

Wobei v die Momentane Geschwindigkeit ist, also auch von x abhéngt. Diese
konnen wir mithilfe von Energieerhaltung bestimmen:

1
mgyy = imv2 +mgy & v=+29y1—y) (10.16)

Also erhalten wir

T2 1 12
VY g (10.17)

Sl = e = 29(y1 — v)
= Fy.y.z2)= 27;(;% (10.18)

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung erhalten wir die Differentialgleichung fiir die
gesuchte Kurve y(x)

@ 1 v o)L - g
du <\/29(y1 —y) 1+ y/2> 1+y” 2 ) (10.19)

Dies geniigt fiir unsere Zwecke, doch sei die Losung vollstindigkeitshalber (ohne
Herleitung) erwahnt:
Integration liefert zunéchst

(1+y?)y =k (10.20)

wobei k = k(g, z1, y1, T2, y2) eine Konstante ist.

Diese DGL beschreibt eine Zykloide (=zyklische Kurve, Radkurve), das ist die
Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen eines Kreises auf einer Leitlinie (z.B. auf
einer Geraden) beschreibt. Diese hat die Parameterdarstellung (¢ als Parameter
= Winkel zwischen der Senkrechten zur Leitlinie und der Verbindungslinie des
Kreispunktes zum Mittelpunkt):

T = %k%@—sin@) , Y= —%kQ(l—COS@ (10.21)
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Verallgemeinerungen
10.1.2 Funktional mehrerer Funktionen (eindimensional)
Wir betrachten ein Funktional, das von mehreren Funktionen abhéngt
T2
Jy1, . yn] = / dr F(Y1, s YN Y1y oy YN T) (10.22)
1

mit den Randbedingungen

yi(r1) = yir , Yi(T2) = Yo (10.23)

Gesucht sind die Funktionen y; (), die dieses Funktonal extremal machen. Dazu
fithren wir diesmal mehrere Vergleichsfunktionen ein

yi(z) +emi(x) (10.24)
mit N unabhéngigen Variationsparametern (g;), fiir welche die Extremalbedin-
gungen

dJy; + i)

= 1 -2
= 0 (10.25)

51',:0

zu erfiillen sind.

Wenn wir nun die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Problem
mit einer Funktion N-mal wiederholen, erhalten wir

d OF (Y1, -, YN, YLy s Uy x)  OF(..) .
— - - = 1,...N 10.2
T oy . vie{l,..,N} (10.26)

10.1.3 Funktional mehrerer Funktionen (mehrdimensional)
Wir betrachten nun N Funktionen, die jeweils von R Variablen abhéingen
Yi(r,) == yi(w1, ..., vR) (10.27)

Dann erhalten wir ein Funktional

Yi
Jyi] == Jy1, - Yn] z/dxl/dxg---/de i (...,yi,...,a%,...,x,,,...)

wobei die y;(x,) am Rand von B C R vorgegebenen Randbedingungen unter-
liegen.

Wieder suchen wir die Funktionen y;(z,), fiir die J[y;| extremal wird, wozu
wir die Vergleichsfunktionen einfiithren

yi(z1,...,xr) + €ini(z1, ..., TR) (10.28)
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mit den Ableitungen
yi i

B, + Eia—:cl, (10.29)
und den Extremalbedingungen
dJy; + ini —0 (10.30)
de €i=0
Daraus folgt wieder aus Taylorentwicklungen in den ¢;
OF S OF o,
O:/Bdarl...de 6—%771-—1-1;@6—% (10.31)
Und mit partieller Integration
OF <~ d OF
O:/Bdarl...de Tny%E@ ni + 0 (10.32)

Dies muss wieder fiir beliebige n; gelten, wodurch wir N Euler-Lagrange-Gleichungen
erhalten:

aF:Z d _oF Vie{l,..,N} (10.33)

10.2 Hamiltonsches Prinzip

Die bisherigen Uberlegungen waren (bis auf die Beispiele) rein mathematischer
Natur. Diese werden wir nun dazu benutzen, um aus dem Hamilton-Prinzip die
Lagrange Gleichungen zweiter Art herzuleiten.

10.2.1 Das Prinzip der stationiren Wirkung

Def.: Wirkung

Wir defiinieren die sogenannte Wirkung der Bahnkurve ¢(t) (Bahn des gesamten
Systems)

S =Sl = /tz dtLigqt)  (10.34)

ty

Die Wirkung ist also ein Funktional, das charakterisiert wird durch die gesamte
Entwicklung des Systems zwischen zwei Zeitpunkten.
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Hamiltonsches Prinzip

Von allen denkbaren Wegen, auf denen das System von ¢(¢1) = ¢1 nach
q(t2) = g2 gelangen konnte, wird es denjenigen wihlen, fiir den die Wirkung
extremal wird.

Das heifit, das System wiihlt diejenige Bahnkurve ¢(¢) mit den Randbedingun-
gen dq(t1) = 0 und d¢(t2) = 0 fiir die gilt

| 6S[q] =0 (10.35) ]

Beispielsweise folgt eine rollende Kugel immer der steilsten Neigung oder nimmt
ein Lichtstrahl durch unterschiedliche Medien immer den Weg, der die geringste
Laufzeit bedeutet (Fermatsches Prinzip).

10.2.2 Gewinnung der Lagrange-Gleichungen zweiter Art
Wenn wir in Gleichung (??) identifizieren
FeL, yieodg, yicod, vt (10.36)

ergibt sich aus dem Hamilton-Prinzip

d oL IL

Vie{l,..,n} (10.37)

10.2.3 Vorschau: Quantenmechanik a la Feynman

In der Feynmanschen Quantenmechanik, berechnet sich die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein System von ¢; nach g in der Zeit t = t3 — t1 gelangt nach

Z eiSlal/h

qk

2

Py = (10.38)

wobei die g alle moglichen Wege zwischen ¢ und g5 sind. Dies sind meist unend-
lich viele, doch diejenigen die wirklich in das Ergebnis fiir die Wahrscheinlichkeit
eingehen, sind deutlich weniger, denn die meisten Phasen heben sich gegenseitig
auf.

Anschaulich wird das klar, wenn wir die GauBlsche Zahlenebene betrachten, in
der alle komplexen Zahlen, die in (??) vorkommen, auf einem Kreis mit Radius
1 liegen, lediglich um den Winkel S[¢]/h phasenverschoben. D.h. die Grofizahl
der Amplituden hebt sich auf, bis auf die der Wege, die im Biindel um den
klassischen Weg liegen mit 65 = 0 (=Hamilton-Prinzip).
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10.3 Variation mit Nebenbedingungen

10.3.1 Funktion mit zwei Variablen

Fragestellung
Welcher Punkt P = (zp,y,) minimiert die Funktion f(z,y), unter der Neben-
bedingung ¢(z,y) = 07

Ohne Nebenbedingung erhielten wir die Losung, wenn wir die Funktion f unter
Variation von x und y betrachten wiirden:

of _ of _
5= 3,0 (10.39)

Doch die Nebenbedingung verkniipft beide Variablen, weswegen eine unabhéngi-
ge Variation von x und y nicht moglich ist.

Loésungsweg 1
Wir eliminieren y in f(z) mithilfe der Nebenbedingung
y=yex) = flx,y,) = f(2) (10.40)

Und minimieren f(z)

of (x,y)
dy

I (CN)

yy(x)
=T T om (10.41)

+ ox

Y=Ygq

Y=Ygq

Dies liefert z,, und mit der Nebenbedingung g(x,y) = 0 auch y,.

Beispiel:
Finde Minimum von f(x,y) = 2% + ¢
mit der Nebenbedingung g(x,y) =2z —y — 1 =0.

y(r) =20 -1 = f(r)=2>+ 2z —1)> =522 — 4z +1
0=% =20+2020-1)-2=100-4 = ap=2

Losungsweg 2

Nun ignorieren wir zunéchst die Nebenbedingung und deren Verkniipfung von
x,y und minimieren die erweiterte Funktion

f(x,y, A) == f(z,y) — Ag(z,y) (A heifit Lagrange-Multiplikator)

nach z, y, \.
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Nun haben wir also drei unabhéngige Variationsparameter, nach denen nun
variiert werden muss. Die Variation nach A generiert dann die Nebenbedingung
per Konstruktion erst hinterher:

_ o of 9y
0 = 9~ 91 Aax (10.42)
0 = o7 = or _ /\@ (10.43)
gy 9y Oy
af*
0 = 2L —=_ 10.44
o = ~9(.y) (10.44)
Nach Eliminierung von A haben wir zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte:
of _of g
=0 — —-=2£=0 10.45
9(z,y) 9 By 01 (10.45)
Oy
Konsistenzcheck:
Wir kénnen die Nebenbedingung schreiben als 5
gy =y-y(r) =0 = F=1, F=-3

29 of _ of =
3 1 1 . dx  —
Dies in (?7) eingesetzt: gy — gy —F= =

Damit haben wir (??) reproduziert:

of(zy) of(zy) Oyg(x) _
Ox _ + Oy o 51} =0
Y=Yg Y=Yg
Beispiel:

Finde Minimum von f(z,y) = 22 + y?
mit der Nebenbedingung g(z,y) =22 —y —1=0.

oy ) =2 +y° = A2z —y — 1)
Extremalbedingungen:

20 =22 =0 204+ A =0 —g=0

Eliminierung von \: 2x —2(—2y) =2x+4y =0 (a)

aus g(x,y): y =2x — 1
in (a): 204420 1) =10z -4=0 = zp=2 |/
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10.3.2 Funktion mehrerer Variablen mit mehreren NB
Fragestellung
Die Funktion f(x1, ..., zx) sei minimal, mit NB g, (21, ...,2x) =0 (a=1,...,R)

Losungsweg

Minimiere die erweiterte Funktion

@) = (@) =Y Aagal@) (10.46)

nach x := x1,...,xy und nach den Lagrange-Multiplikatoren (LM) A1, ..., Ag.
Damit erhalten wir N4+R Gleichungen (Extremalbedingungen) fiir N+R Varia-
blen. Die NB werden wieder erst nach der Minimierung generiert (— =0).

10.3.3 Funktional mit zsoperimetrischer NB
Fragestellung

Ein Funktional J[y;], das von mehreren Funktionen y;(z) := (yi(x),...,yn(x))
abhéingt

Jyil = /m dz F(yi,y;, ) (10.47)
1
sei extremal unter den Nebenbedinungen
Kalyl = /m dr Go(yi,ylx) =0  a=1,..,R (10.48)
1
Lésungsweg

Finde Extrema des erweiterten Funktionals

J*[yiuAOt] :/ dx ( yl7y7,7 Z)\ G yuyza )) (1049)

1

F*(yi,9},2,Xa)

Wir erhalten also als Extremalbedingungen fiir die y; und A,:

(9J*

/ Go(yi,yi,x) = Ka(ys) = 0 (10.50)

. d IF -, AaGa)  O(F =3, AGa)
(ELG:) - 5 = 5 (10.51)

Wir haben also R+N Gleichungen (NB4+ELG) fiir R+N Variablen (A, ..., Ag, y1, ..

'7yR)
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10.3.4 Funktional mit holonomer NB
(holonom: geschwindigkeitsunabhéngig)

Fragestellung
Das Funktional

I{yi] =/ dx F(yi, y;, ) (10.52)

1

sei extremal mit der holonomen Nebenbedingung
9(yi,x) =0 (10.53)

(Legt eine ganze Funkton fest, d.h. dies ist eine stirkere NB als eine isoperime-
trische, die nur ein Zahl festlegt.)

Lésungsweg

Wir fiihren die holonome NB auf unendlich viele isoperimetrische NB zuriick,
denn damit kéonnen wir nach dem vorigen Abschnitt umgehen. Wir benttigen
dazu Kastenfunktionen (eine best. Klasse von Testfunktionen),

[ 1 fir z€[ra,rq+d
falz) —{ 0 sonst (10.54)

die auf dem Intervall [z1, 22| leben. Dieses teilen wir dafiir auf in I kleine Stiicke
der Lénge d = #277.

d
e

1+ -

A Ky Xxrd Xz

Wir kénnen nun die NB schreiben als

Kaly] = / " dr gy 2) falz) = 0 (10.55)

x1

Denn f;f dx g(yi,x) folz) = f“er dx g(yi,x) = 0, wobei fiir den

Limes von unendlich vielen Intemre{/allen I, d = 0 wird, also

Ta+d
d=0, Va
/ dz g(yi,z) —— g(yi, ) (10.56)

o

Wir erhalten nach (??) das erweiterte Funktional

Tt = J_Z MoKy = /12 dx <F(yz,y;,:1:) - Z)\a 9(yi, ) fa(:zr)> (10.57)
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Wir kénnen die Summe iiber die Kastenfunktionen f,, die mit den A, multi-
pliziert werden, als Funktion A(x) fir I — oo approximieren (Ubergang vom
diskreten Index a zum kontinuierlichen Wert ) und erhalten das erweiterte
Funktional

S lyil = /12 dx (F(yi,yi ) = M) 9(yi, x)) (10.58)

1

F*(yi,y),x)

Analog zu (?7?) erhalten wir die Extremalbedingungen

oJ*
o = HKaly) = 0 (10.59)
_ d OF  OF dg
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10.4 Hamilton-Prinzip fiir Systeme mit holono-
men NB

10.4.1 Das Hamilton-Prinzip und LG1

Wir betrachten ein System, das durch die Lagrangefunktion
. 1 .
L(g4;1) = 5 Y madn = Ular, - an. 1) (10.61)

und die holonomen Zwangsbedingungen

g95(w,t) =0 B=1,...f (10.62)

beschrieben wird. Das heifit die Koordinaten ¢; sind nicht unabhéngig, also kei-
ne ,guten“ verallgemeinerten Koordinaten.

Das Hamilton-Prinzip fiir Probleme mit holonomen NB lautet also:

Die Dynamische Entwicklung des Systems erfolgt so, dass 0.5 = 0 und gg =0

Wir haben also ein Variationsproblem mit holonomer NB, denn wir suchen die
Funktion q(t) fiir die die Wirkung

Slql =/2dt L(g,4,1) (10.63)

ty

extremal wird, wobei die NB gg = 0 beriicksichtigt werden muss.

Wir bilden die erweiterte Lagrangefunktion

L*(Q7Qat) = L(Q7Qat) - Z)‘B(t)gﬁ(qat) (1064)
B

und identifizieren in (??): F < L, y«<q, = <t

d oL 9L dgp
5.~ 2 Zﬁ: As(t) P (10.65)
. 6U (r“)gg
S MpGn = —2—— > As(t)=£  (10.66
G 00 2 5(t) 3, (10.66)

(??) sind die Lagrangegleichungen erster Art.
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10.4.2 Allgemeines zum Hamilton-Prinzip

e Das Hamilton-Prinzip wird auch als ,Prinzip der kleinsten Wirkung* be-
zeichnet. Tatséchlich ist die Wirkung jedoch nur stationdr (d.h. in kleiner
Umgebung der Bahn ¢ dndert sich die Wirkung nicht: §S[q] = 0).

e Das Hamilton-Prinzip liefert eine elegante und kompakte Formulierung
der dynamischen Entwicklung eines Systems in einer einzigen Gleichung.
Nach einem Extremalprinzip lassen sich anscheinend alle fundamentalen
Theorien formulieren!

e Das Hamilton-Prinzip ist jedoch fiir praktische Losungen weniger hilfreich.
Die Euler-Lagrange-Gleichung muss sowieso gelost werden. Doch fiir all-
gemeine, formale Aussagen ist es sehr elegant, wie z.B.:

— Die FEuler-Lagrange-Gleichungen sind kovariant unter Koordinaten-
Transformationen.

Dies folgt direkt aus dem HP, da S[q] unabhingig von der Para-
metrisierung der Bahnkurve ist und somit die ELG die gleiche Form
fiir jede Parametrisierung haben miissen.

— Die Fuler-Lagrange- Gleichungen sind invariant unter ,Eichtransfor-
mationen “.

Eichtransformation der Lagrangefunktion: L' = L + %M (g,t)
Die zugehorlge erkung erglbt sich zu:

S'lg) = Sla) + [, dt M(q.t) = Sla] + M(q(te), te) — M(q(ta), ta)
Var1at1on der erkung mlt q — q + n und festen Randbedinungen:
65'[q] = 65[q] + (M — M) = 65[q]

= Die Bewegungsgleichungen sind invariant unter Eichtransforma—
tionen, aber auch nicht eindeutig festgelegt, denn L+ M Dbeschreibt
dieselbe Bewegung.
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10.4.3 Beispiele
Beispiel 1: Rollender Reifen

¥ i)
S M

3

Verallgemeinerte Koordinaten: x,6

Zwangsbedingung: 1 0 =z

Kinetische Energie: 7' = IMi? + 1162 mit [ = JMr?
Potentielle Energie: U = Mg(l — x) sin ¢

Erweiterte Lagrangefunktion: L* =T — U — Az — rf)

Lagrangegleichungen fiir die erweiterte Funktion:

d oL* OL*

O:E(%b ~ e = Mi— Mgsing+ A =0
doL* OL* M .

= —— — = _— 9— =

0 Y 50 27" Ar =20
doLr  oLr

z—10=0

Ozdt a\ o\

Eliminierung von 6: Gleichung (??) zweimal abgeleitet liefert: 6 = =

eingesetzt: %x =A

Eliminierung von A:  &i = Xin (??): i = 2gsin¢

95

(10.67)
(10.68)

(10.69)

(d.h. der Reifen rollt nur halb so schnell wie er ohne Reibung A\ = %M gsin ¢

rollen wiirde)
Losung fiir z:  x(t) = %g sin ¢t? + vot + xg

Losung fiir 0:  0(t) = 2522142 4wyt + 6,
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Beispiel 2: Geladenes Teilchen in elektromagnetischem Feld
Kenntnisstand

E und B kénnen geschrieben werden als (lernen wir in E2 oder T3):

. - 10A
E = —Vo—-— (10.70)
B = VxA (10.71)

(¢ skalares Feld, A Vektorfeld, dies sind keine Messbaren Grofien, aber sie sind
sehr niitzlich fiir kompakte Darstellungen)

AuBlerdem wissen wir, dass die Maxwell-Gleichungen invariant unter Eichtrans-
formationen der Form

A — A =A+Vy (10.72)
. 10x .
¢ — =¢—-5 sind. (10.73)

(x: beliebige Funktion)

Diese beiden Informationen zusammen mit den folgenden Forderungen geniigen,
um L fiir das geladene Teilchen zu bestimmen.

Forderungen

1. Kopplung des Teilchens an ff, ¢ soll lokal sein, d.h. Ableitungen von ff, 10}
sollen nicht vorkommen:

—

L = L(7,7, A(F,t), §(F, 1)) (10.74)

2. Homogenitét und Isotropie der Raumzeit (keine explizite Abhéngigkeit
von 7, t und Winkeln):

L=L(F7 A ¢ (10.75)

3. Bewegungsgleichung des Teilchens soll eichinvariant sein:

2L 7S 1 0x Y AN d
L(r ,r-(A+Vx),¢—EE> =L, 7 A 9) + A (10.76)

(Zusatzterm mit A erlaubt, wegen Eichinvarianz der Lagrangefunktion)
. . e .
Die denkbar allgemeinste Form von A wire A = A(x, Vx, 5f, 4, ¢),

denn diese Terme kommen alle links vor. Doch kommen deren Ableitungen
(auBer die von x) nicht vor, aber rechts 2 A. Also: A = A(x)
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Lagrangefunktion

Ansatz:

2L 23 10 2oL d
L (r 7 (A+ V), 6 — Ea—f) =L, 7 A, ¢) + —AX) (10.77)

Wir entwickeln die linke Seite um infinitesimales :

2, o OL L= OL 18X>
A oL (. oL
L(r,r 7¢)+(‘9(F-A)(T VX)+(9¢<

Fiir infinitesimales x = x(7,t) konnen wir die rechte Seite schreiben als

10.
- (10.78)

2 o OA| dy = =, Ox

L <A — — =L+ . - 10.79

('f‘ ,'f‘ 7¢) + 8X XZO dt + VX T‘+ 8t ( )
=A

Wenn wir die linke und rechte Seite vergleichen erhalten wir

(.97[/4 =X und oL = —cA (10.80)
o(r - A) ¢

Das heif3t, die Lagrangefunktion muss von folgender Form sein:
L=\7A) = cré + f(77) (10.81)

Und da fiir ein freies Teilchen gilt: L(ff =0,¢ 7’2 , haben wir die

Lagrangefunktion komplett bestimmt:

I
=
I
[N
3

-2

L=AGF A)— Ao + %rm’a (10.82)

Wenn wir nun identifizieren: ¢\ = ¢ (Ladung des Teilchens), dann erhalten wir
das endgiiltige Ergebnis

1 . 1. -
L= Emfg +q (EF- A- ¢) (10.83)

Wir werden noch zeigen, dass man mit den ELG aus dieser Lagrangefunktion
die Lorentzkraft gewinnen kann.
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Noether-Theorem

11.1 Wiederholung: zyklische Koordinate

Wir haben bereits festgestellt, dass es einen Zusammenhang zwischen der di-
rekten Abhéngigkeit der Lagrangefunktion von bestimmten Koordinaten und
Erhaltungsgrofien gibt (unmittelbare Folge der Lagrangegleichungen). Der soge-
nannte generalisierte Impuls py, = g—q.Lk ist ndmlich erhalten, falls L nicht explizit

von der zyklischen Koordinate g abhidngt.
Man kann dies auch so formulieren:

Wir betrachten die Koordinatentransformation:

ar — q.(qr,€) = qr +¢ vk (11.1)
k= 4 = (11.2)
L(q,4.t) — L'(¢'.d',t,e) := L(a(d’,¢), 4(d'), 1) (11.3)

(L’ heiBt transformierte Lagrangefunktion)

Falls ¢ eine zyklische Koordinate ist, dann gilt

L/(q/7q'/7t7€) :L(q/7q/’t) (11'4)

Also ist L fiir zyklische Koordinaten invariant unter obiger Koordiantentransfor-
mation. Daraus folgt aus den Euler-Lagrange-Gleichungen die Erhaltung einer
Grofle, dem generalisierten Impuls.

Obige Ausfithrung ldsst die Frage aufkommen, ob es einen allgemeinen Zusam-
menhang gibt zwischen Transformationen, die die Lagrangefunktion, also auch
die Entwicklung des gesamten Systems nicht beeintriachtigen, und Erhaltungs-
gréfen. Diese Frage wird das Noether-Theorem beantworten.

98
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11.2 Das Noether-Theorem

Das Noether-Theorem, das 1918 von Emmy Noether formuliert wurde, besagt,
dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems eine Er-
haltungsgrofe gehort und umgekehrt. Wobei unter einer Symmetrie eine Trans-
formation verstanden wird, unter der sich das Verhalten des Systems (also die
Wirkung) nicht #ndert. Mit anderen Worten:

Jede einparametrige Schar von Transformationen, unter denen die Wirkung
invariant ist, fithrt zu einer Erhaltungsgrofe.

Wir betrachten eine bijektive Koordinatentransformation
@ = ax(q', t,€) k=1,...f, d=d,..q (11.5)
a0 = q(q,t,€) k=1,...f , q=qi, .., q (11.6)

in einem kontinuierlich verédnderlichen, differenzierbaren Parameter €. Fiir e = 0
sei diese Transformation die Identitét.

Wenn die Lagrangefunktion (also auch die Wirkung) unter dieser Transforma-
tion invariant ist, so gibt es eine Erhaltungsgréfie (Integral der Bewegung), die
durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

—

OL Ogx( q t,e)
kz::a s (11.7)

Beweis von (?7?)

Die transformierte Lagrangefunktion fiir obige Koordinatentransf. lautet

L'(d,q' t.e) = L(q(d', t,), d(q', ¢’ t, ), 1) (11.8)
Invarianz der Lagrangefunktion unter der Koordinatentransformation bedeutet
oL’
L/(q/7q./7t7€) :L(q/7q./7t) :> 68 = O (11'9)
Wir betrachten dazu
/ . .
dL oL 0 't OL 04x(q', ¢t
i Z qk(Q7 78) - qk(q7Q7 75) (1110)
de (?qk Oe Gk Oe
_ i d 0L 8Qk q ,t,E) oL d 8qk(q ,t,E) (11 11)
N P dt Oqy. dgy, dt Oe ’
f
d oL 8Qk q 7t7 E)
= = Z (11.12)

Mit 4L = 2L " und (??) folgt daraus: Zk 1 gﬁc%‘;’t’g) = const := I(q,q). O

(Das Ergebnis gilt fiir alle €, also auch fiir ¢ = 0, was oft praktischer ist.)
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11.2.1 Beispiel

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens in einem Potential, das fiir Rota-
tionen um die z-Achse symmetrisch ist:

L1
L(F,7) = 5m(:z':2 + 92+ - V(2442 2) (11.13)

Zugang iiber kartesische Koordinaten

Wir betrachten eine Transformation, welche 7 um einen kleinen Winkel ¢ dreht:

o) — (' af) — ( cose —sine > < . > .

sine  cose Y
Also
x — 2’ =xcose — ysine y — vy = xsine + ycose (11.15)
¥ —w=2a"cose+y'sine y —y=—12'sine+y cose (11.16)

Wir erhalten die transformierte Lagrangefunktion

L =T U (11.17)
mit
T’(?'/,t, g) = % ((¢' cose + 3’ sine)® + (—d'sine 4 ¢ cose)® + 27)
= S +§2+27)
U'(x®+y*,2) = U((2'cose+y'sine)® + (—a'sine +y' cose)?, 2’)
= U@?+y?72) (11.18)

Also ist L invariant unter Rotation um die z-Achse, und wir kénnen nach den
Noether-Theorem die zughorige Erhaltungsgrofie berechnen:

I(7,7) = ... = miy — myx = —m(zy — yi) = —L, (11.19)
(L,: Drehimpuls um z-Achse, fiir genaue Rechnung siehe [L83])
Dasselbe Ergebnis erhélt man mit einem Zugang iiber Zylinderkoordinaten,

wobei man die Transformation fiir ¢ betrachtet: ¢ — ¢ = ¢ + . Wer dies
iiberpriifen will, tue es selbst und/oder schaue in [L83] nach.
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11.3 Erweitertes Noether-Theorem

101

Bisher haben wir Transformationen behandelt, fiir die die Lagrangefunktion
inwvariant blieb. Jetzt betrachten wir den Fall, dass sich die Lagrangefunktion
unter einer Koordinatentransformation um eine Eichtransformation dndert.

d
(o 1,0) = Dl 1) + M ) (11.20)
Fiir diesen Fall lautet die Erhaltungsgrofie
I
OL Oqx(q',t OM(q',t
Z Rl QK(q ) 78) _ (q ) 75) (1121)
— Ok Oe =0 Oe =0
Beweis
Wir betrachten
0 . d OL(q', 4, t)
— (L', t,e) — =M({,t =7 11.22
= (P e - fuidne ) = 2O (11.22)
d » d oM  OL(¢.q't)
—L ! ! Hm——— = =12 = 11.23
& —Llald),d(d"€), 1) —7 - e (11.23)
a4 N oL 9ap(dl.te)
dt k=1 Ddg B
OL Oqi( q t, 5) oM
& =0 11.24
dt ( i e ( )
e=0
O
11.3.1 Beispiel: Freier Fall im Schwerefeld
Die Lagrangefunktion dafiir lautet
L(z,2) = %22 — mgz (11.25)
Wir betrachten die Galilei-Transformation
22—z =z+et (11.26)
und die transformierte Lagrangefunktion
L', % te) = %(z’ — )% —mg(z —et) (11.27)
= %2’ 2 —mgz —ems + %52 + mget (11.28)
d
= L)+ o (Ts t+ EgatQ—maz) (11.29)

M(z',t,e)
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L ist also bis auf eine Eichtransformation invariant. Die Erhaltungsgrofle fiir
obige Transformation ergibt sich aus

- L9z OM
I(z,2) = aa—z — 2 = —mit — (met + %gt2 -m_2") (11.30)
z+et
1
= m(z—tz— ggtz) =mz (11.31)

Beim letzten Schritt haben wir die Form von z fiir den freien Fall verwendet:
2(t) = 29t + vt + 2.

Die erhaltene Grofe ist in diesem Fall eine Anfangsbedingung.

11.4 Bemerkungen zum Noether-Theorem

1. In der Lagrangemechanik kann man also die Aussage machen: Eine kon-
tinuierliche Symmetrie liefert eine Erhaltungsgrifie. Die Umkehrung ist
allerdings erst in der Hamiltonschen Mechanik giiltig.

2. Die Erhaltungsgrofie I ist im Prinzip eine Funktion von e, aber die e-
Abhéngigkeit bringt keine neue Information. Deswegen betrachten wir
immer nur den Fall ¢ = 0. Deshalb geniigen Transformationen unter infi-
nitesimalen Anderungen, wobei Terme mit O(¢?) vernachlissigt werden.

Beispiel: z-Achsen-Rotationssymmetrisches Potential (?7):
Es geniigt die Entwicklung bis zur ersten Ordnung:

r—2 =x—ye+0(?)  y—y =y+re+0(?)

= L/ _ % ((ZC/ +y/5)2 + (y/ —x./E)Q _'_2':/2) o

L' = %(g&’? +9% 4+ %) - +0E*) =L
3. Das Noether-Theorem gilt nicht fiir Transformationen, die nicht von einem
kontinuierlichen Parameter abhéngen (z.B. Spiegelung: z — 2’ = —z).

11.5 Zeitinvarianz

Bisher haben wir nur Raumkoordinatentransformationen betrachtet. Falls die
Lagrangefunktion unter Zeittranslation invariant ist

L(g,q,t) = L(q-¢, t + €) (11.32)

so ist die Grofle

f

oL
Z— ir— L (11.33)
£ 94

erhalten.
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Beweis
f f
d oL oL oL d oL
“L= A Gt oGt 5 = | ) o 11.34
dt ; 8qk 8qk ot dt ; dk ( )
_d oL =0
=dt Day,
= L-— —qr = t.=1I" 11.35
S 2L o 5 ms
Bemerkung

Fiir Systeme mit zeitunabhéngigen Potentialen aber mit rheonomen (zeitabhéngi-
gen) Zwangsbedingungen liefert obiger Satz eine Erhaltungsgrofle, die aber nicht
als Energie zu interpretieren ist.

Beispiel: Perle auf rotierendem Stab

xr=pcoswt , y=psinwt (11.36)
(ZB: p = wt)

L= %(;ﬂ + pPw?) (11.37)

= I=.. %(p — P2w?) (11.38)

Wenn wir die bereits bekannte Losung der Bewegungsgleichung:
p(t) = pre=“t + pae®t einsetzen, erhalten wir:

I = —mw?pyps = const. (keine Energie) (11.39)

Die Energie kann hier auch nicht erhalten sein, da die Zwangskraft,
die die Kugel auf der Stange hélt, Arbeit verrichtet.




Teil IV

Starrer Korper
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Modell des Starren Korpers

Def.: Starrer Koérper

Ein System von Massenpunkten m,,, deren Absténde |7, — 7,| konstant sind,
heifit Starrer Kiorper (SK).

12.1 Beschreibung

Ks per fest

T

IS tauwfest

Wir wihlen zur Beschreibung ein raumfestes Inertialsystem IS und ein korper-
festes Koordinatensystem KS:

IS: z,y,2; éq,6y,€. (12.1)

KS: T1,X2,T3; él,é27é3 (122)

12.1.1 Freiheitsgrade

Ein Starrer Korper hat also drei Koordinaten fiir den Ursprung des KS relativ
zum IS und drei Winkel fiir die Orientierung der Achsen des KS relativ zu den
Achsen des IS.

= Ein Starrer Korper hat sechs Freiheitsgrade.

105



KAPITEL 12. MODELL DES STARREN KORPERS 106

12.1.2 Koordinaten und Koordinateninderungen

Es seien

70(t) Ortsvektor des Ursprungs des KS im IS,
7, Ortsvektor eines Punktes P, im KS,
7,15 Ortsvektor des Punktes P, im IS.

KS rotiere nun mit Winkelgeschwindigkeit & relativ zum IS. Das heifit die Orts-
vektoren des KS dndern sich mit

b =@ X & (12.3)

Geschwindigkeiten der Punkte des SK

Dann ergibt sich die Geschwindigkeit v, s eines Punktes P, relativ zum IS

. d : ’F =U in — — —
Futs = 2 (o +7,) =G0 + (7 + @ x 7)™ LS G+ @ x 7, (124)
\ Ty1s = To + & x 7 (12.5) \

Falls wir den Ursprung des KS bei O’ (7 /) wihlen,

- - -

' =rn—-ada, 7, =d+7, (12.6)

dann erhalten wir fiir die Geschwindigkeit eines Punktes P, relativ zum IS
s =0+ &' x7m =0+ x (@+7,) (12.7)
Gleichsetzen von (?77) und (??) (gilt fiir alle 7,) liefert

5 = & (12.8
,,

v, = th—wxda (12.9
Das bedeutet
e Die Geschwindigkeit ¥, ist abhéngig von der Wahl des KS.

e Die Winkelgeschwindigkeit ist unabhéngig von der Wahl des KS! (charak-
terisiert Drehbewegung an sich)

= O darf nach Belieben/ZweckmiBigkeit gewihlt werden.
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12.2 Eulersche Winkel

Will man ein KS (é,,é,,é,) auf eine beliebige Position drehen, benétigt man
drei Drehungen. Um die Verwirrung gering zu halten existieren verschiedene
Definitionen der drei Eulerwinkel um die gedreht werden soll. Wir beschridnken
uns auf eine derselben: Die sog. z-Konvention (weil die zweite Drehung um die
neue x-Achse erfolgt).

1. ®-Drehung um z-Achse (é,):

Ao :y
¢ cls =
21
2~ @1
/1
A
Sl
/e, N
€x — €L, €y — €9, €y — €,
(®: Winkel zwischen e, und ey)
2. ©-Drehung um x’-Achse (éx):
‘ e’
A
el
\ e
\ L.~ ©
- SPe
o 5 5 N 51 5 5
€ — €k, €y — €9 , €, — €3

(©: Winkel zwischen e, und e3)
3. U-Drehung um z”-Achse (é3):
5, A
er,

/ 7,

3\ /)
R (
v 0

AV
%
- / «/\
YA 7/ \
/ \u'a\ A
(1/ ‘ ‘be' N ~

€y — €1, €5 —éy, €3—é3

(©: Winkel zwischen e und eq)
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Die zu jeder Drehung gehorigen Winkelgeschwindigkeiten sind
Bp = Dé. , Fo=0¢,, Dy =Veés (12.10)

sodass wir eine beliebige Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit & charakteri-
sieren kénnen

G =3y + Jo + Gy = Pé. + Oé, + Ve (12.11)

Winkelgeschwindigkeit im Korpersystem

Wir kennen die Winkelgeschwindigkeit fiir eine Drehung in eine beliebige Rich-
tung & nun also im System (€., éx, é3). Wir wollen allerdings eine Darstellung
beziiglich der Basis im KS (é;, é2, é3). Die Komponenten erhalten wir aus der
Projektion é; - @ = &;(®é. + Oé, + Weés).

Dazu miissen wir erst die Basisvektoren é,,éx, €3 in der Basis é1, és,és dar-
stellen:

€, = cosOéz+sinOey mit é5 = cosWéy + sin Wéy (12.12)
ér = cosWeé; —sinWeéy (12.13)
& = & (12.14)

Fiir die Komponenten von & = wyé1 + waés 4+ wsés ergibt sich

wi = & -3=>PsinOsinV 4 Ocos¥  (12.15)
wy = é3-F=PsinOcosV —Osin¥  (12.16)
ws b3 -3 =PcosO+ W (12.17)

Wir haben jetzt also & = &(P, 0, ¥, P, 0, \If) im Korpersystem.
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Triagheitstensor

Wir kénnen laut des letzten Kapitels Ort und Geschwindigkeit eines Punktes des
Starren Korpers beziiglich eines raumfesten Inertialsystems IS angeben durch

77]57,, =7y + 7, , 17]5,1, =Uy+w X7, (131)
oder im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung

—

F=fy+7', F=rfo+dx7’ (13.2)

13.1 Einfiihrung des Trigheitstensors

13.1.1 Kinetische Energie des starren Korpers
Diskrete Massenverteilung

Fiir die kinetische Energie eines starren Korpers ergibt sich damit

2T = Y maiis, (13.3)
= Y my (6 + (@ x 7,)° +2(& x 7)) (13.4)
= M +> my(wxi)?+0 (13.5)

Grund fiir die Vernachlédssigung des letzten Terms:

e Entweder legt man den Schwerpunkt des SK in den Ursprung
des KS (Schwerpunktsystem), denn der dritte Term kann um-
geschrieben werden zu
257 myy, - (T X &) = 2M Ry(Ty x &),
was verschwindet, wenn R,=0 ist,

e oder man nimmt an, dass der Ursprung des KS ruht (% = 0).
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Somit kann die kinetische Energie zerlegt werden in die beiden Teile

1. 5 1 - =
T = §MU§ + 5 ;mu(w X TV)2 = Thranst. + Trot. (13.6)

also in die Translationsenergie und Rotationsenergie des starren Korpers.

Kontinuierliche Massenverteilung

Im Falle einer kontinuierlichen Massenverteilung erhalten wir fiir die kinetische
Energie des starren Korpers

1

T=3 /d?’TpD(F)ﬁQ(F) (13.7)

wobei U(7) die Geschwindigkeit eines Massenelements dm bei 7 beziiglich dem
Ursprung des raumfesten Inertialsystems IS ist.

Die kinetische Energie lidsst sich nach (?7?) schreiben als

1 . 2
T = 3 /d?’r’pD(Fo +7) (FO +d % F’) (13.8)
_ 1 d3 BN -2 — /N2 pa Ny
= 3 () (7o + (wx 7)) + 27 (w x ') (13.9)
1. 1
= Mib+ s /d?’r'p’D(F’)(w X 712 40 (13.10)
= Tyanst. + Trot. (1311)

Also kénnen wir - wie im diskreten Fall - die kinetische Energie in Translations-
und Rotationsenergie aufteilen.

2\
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13.1.2 Rotationsenergie und Trigheitstensor
Die Rotationsenergie
1

Tror. = 5 Zy:my(cﬁ x i7,)? (13.12)
lésst sich viel eleganter schreiben mithilfe des sog. Trdagheitstensors.
Wenn wir & und 7, beziiglich der Basis {¢é1, é2,é3} im KS darstellen mit den
Komponenten

b= (w17w27w3) ) Fl/ - (Tlllvrgvrg) (1313)
und die Identitéit beachten

(@ xM)? = > (@ x (@ x ) (13.14)

i

= ) W TnEijkEimn (13.15)
ijkmn

= Z ijmdjmri — WiWmTTm (13.16)
jmn

= > wwm(P8m = rrm) (13.17)
jm

so kénnen wir T}, schreiben als

1
Tror. = 5 ij D (F8jm = i) wm (13.18)
jm v

=Ijm =0 jm:=0;jm

1
Trot. - 5 jzmwj(ajmwm (1319)

&: charakterisiert Drehbewegung, ©: enthélt Information iiber die Massenverteilung

In Matrix-Notation:

1 O11 O12 O3 w1
Trot. = E(wl,wz,%) O21 Oz Oa3 wo (13.20)
O31 Oz Os3 ws3
mit dem Tragheitstensor
Ojm = >y, (F28jm — 7% (13.21)

oder fiir eine kontinuierliche Massenverteilung (m = [ dm = [ pp(F)dV):

Ojm = /dngD(F) (78 — 1iTm) (13.22)
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13.1.3 Beispiel: Triagheitstensor einer Kugel

Eine Kugel mit homogener Massenverteilung habe den Radius a, dann berechnet
sich der Trégheitstensor nach

Oim = ff dx dy dz pp(T) (7’25im - rl-rm) (13.23)

Die Nichtdiagonalelemente verschwinden alle, da wir dafiir eine ungerade Funk-
tion iiber ein symmetrisches Intervall integrieren (z.B. [[dzdyzy = 0). Au-
Berdem sind die Diagonalelemente aufgrund der Kugelsymmetrie alle gleich.
Deshalb geiingt es, z.B. zu berechnen

a 27 m
O3 = / dz/ dd)/ dp p pp (p2 + 22— 22) (13.24)
—a 0 0
o Vai=7

(13.25)

1
= 27TpD/ dz =p*
—a 4

“ 4 8 2
wpD/ dz\/a? — 22 = —nppa® = Z~Ma? (13.26)
0

15 5

(da pD = (13.27)

M
4ma3/3

Da also ©17 = ©9y = O33, ist der gesamte Tragheitstensor bestimmt.

13.2 Hauptachsentransformation

Da diese Berechnung von Trigheitstensoren fiir komplexere Korper beliebig
kompliziert sein kann, lohnt es sich nach eleganten Vereinfachungen zur Bestim-
mung des Tragheitstensors zu suchen. Wie sich herausstellt gibt es eine sehr
méchtige Vereinfachung, die als Hauptachsentransformation bezeichnet wird.

13.2.1 Drehungen von Tensoren

Wir wollen zuniichst angeben, wie sich Tensoren unter Drehungen ¥ — 7 = Rf”
mit einer Drehmatrix R transformieren:

1. Tensoren ,,0. Stufe” (Skalare): S — S'=S (invariant)

2. Tensoren , 1. Stufe* (Vektoren): A — A’ = RA (wie Ortsvektoren)
explizit: ~ A; — A} = RijA; (13.28)
3. Tensoren ,,2. Stufe* (z.B. ©): I — I’ = RIRT (,wie &uBeres Produkt®)

explizit:  Ijj — I/, = RimInn R, (13.29)
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Drehung des Trigheitstensors

Satz:
Ein Trégheitstensor verhélt sich unter Drehungen wie ein Tensor zweiter Stufe. ‘

Beweis:
@/Z-j = ff a3 o' () (51-3-7"2 - Tgr;-) (13.30)
- Hj &r pp(7) (6557 = RimTm Rjnrn) (ESK) (13.31)
= Rinm Hf d*rpp (F) (Smnt® = rmrn) Ry (13.32)
= RimOmaR}, (13.33)

Die Form von © hingt also vom Koordinatensystem ab (dndert sich unter Dre-
hung).

13.2.2 Hauptachsentransformation
Es gibt zwei sehr méchtige Vereinfachungen:

1. Wahle den Ursprung des Korpersystems im Schwerpunkt.

2. | Es gibt fiir jeden Korper ein Koordinatensystem, in dem der Tragheits-
tensor Diagonalform hat:

© 0 0
o= 0 6, 0 (13.34)
0 0 O3

Die Zweite Vereinfachung nennt man Hauptachsentransformation, das entspre-
chende Koordinatensystem Haupttrdigheitsachsensystem und die Diagonalele-
mente Haupttrdigheitsmomente.

Beweis (von (2))

e Jede diagonalisierbare (eine diagonalisierbare n x n-Matrix hat n linear
unabhiingige Eigenvektoren, also gibt es eine Basis aus Eigenvektoren)
Matrix A kann man in eine Eigenwertmatrix A transformieren, eine Dia-
gonalmatrix mit Eigenwerte als Diagonalelemente. Man schreibt dazu die
Eigenvektoren in die Spalten einer Eigenvektormatrix S und erhalt A mit

ST1AS = A (13.35)

e O ist eine symmetrische (@ = O7) reelle 3x3-Matrix, also diagonalisier-
bar. Das heifit es existiert ein S mit

S7'leS=A < ©=5AS"" (13.36)
Daraus ergibt sich fiir S
0T = (SAS™H)T = (s HTAST = 51=97T (13.37)

Also ist S orthogonal und kann mit einer Drehmatrix identifiziert werden.
O
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Bemerkungen

e Die Haupttrigheitsmomente sind also die Eigenwerte der Matrix ©.

e Das Haupttriagheitsachsensystem miisste man also erhalten, indem man
die kanonischen Einheitsvektoren mit einer Drehmatrix R transformiert,
in deren Spalten die orthonormalen Eigenvektoren des Tragheitstensors
stehen.

e Bezeichnungen:

— unsymmetrischer Kreisel : ©1 # O # O3 # O
— symmelrischer Kreisel : ©1 = Oy # O3
— Kugelkreisel : ©1 = 05 = O3

e Die Berechnung der Haupttragheitsmomente im Haupttriagheitsachsensys-
tem vereinfacht sich zu

0, = jjfd:vdydzpD(F)(yQ—i-zz) (13.38)
e, = H dadydzpp (7) (22 + z2) (13.39)
0, = ﬂf dadydzpp (7) (2% + y?) (13.40)

13.3 Niitzliche Siatze

13.3.1 Rotationssymmetrie und Trigheitsmomente

Satz

Ist ein starrer Korper rotationssymmetrisch beziiglich einer Achse, so liegt der
Schwerpunkt auf dieser Achse. Der Korper ist dann ein symmetrischer Kreisel
und die Haupttriagheitsachsen fallen mit den Symmetrieachsen zusammen.

Beweis:

Wir wihlen die z-Achse entlang der Symmetrieachse. Rotationssymmetrie be-
deutet dann fiir die Dichte:
pp = pp(a® +y%,2%) (13.41)

Fiir die Komponenten des Schwerpunkts erhalten wir

MR, = / dadydzpp (x® 4+ 92, 2)x =0 (13.42)
MR, = / dedydzpp(a° + y*,2)y = 0 (13.43)
MR, = /dmdydzpD(:c2 +y? 2)2 =Mz, (13.44)

denn fiir die x- und y-Komponente integriert man eine ungerade Funktion iiber
ein symmetrisches Intervall.
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Also haben wir gezeigt, dass der Schwerpunkt R = (0,0, z0) auf der Rotati-
onsachse liegt. Es bleibt die Kreiselsymmetrie zu zeigen.
Das Tragheitsmoment beziiglich der x-Achse lautet

Oy = fjf &r pp(a® + %, 2)(y* + 2?) (13.45)
woraus durch eine Variablenumbenennung von = nach y und y nach = wird
ff &Ar pp(y? + 22, 2) (2% + 2%) = 9, (13.46)

Es ist also Oy, = Oy, := ©; = Symmetrischer Kreisel.

Fiir die Nichtdiagonalelemente ergibt sich
Ouy = [[[ d®r pp(a? + %, 2)(0 — zy) = 0 (13.47)

(ungerade Funktion)

Also lautet der Trégheitstensor

© 0 0
e=( 0 e o0 O (13.48)
0 0 O,

13.3.2 Satz von Steiner

Sei O der Tragheitstensor eines starren Korpers, berechnet beziiglich des Schwer-
punkts im korperfesten System KS. Sei KS’ ein zu KS achsenparalleles Koordi-
natensystem, das um einen Vektor @ verschoben ist. Dann gilt fiir den Trégheits-
tensor beziiglich KS’:

@/ij =04 + M(anij —a;a;) (13.49)

(M: Gesamtmasse)

Beweis:

o, = H &' (7 1) (7 2835 — i) (13.50)

=0, da R;-const;=0

{[[ @rop(®) ((7+ @26 — (ri + ai)(r; + ay) (13.51)
H rpp (F) (P85 — riry) + (20 705 — airj — ria;) +(@8;; — a;a5))

(die R; verschwinden, da KS Schwerpunktssystem) (1352)
= Oy + M(@*5; — aa;) (13.53)
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13.3.3 Beispiel 1: rollender Reifen

m
N7

A (=

In 77 Beispiel 1, wurde ein rollender Reifen auf einer schiefen Ebene betrachtet.
Fiir die Aufstellung von T wurde der Punkt O als Ursprung des korperfesten
Koordinatensystems gewihlt. Die Angabe Tyo4 = %wi(aijwj = %I w? bezieht sich
dabei auf die Rotation um die Rotationssymmetrieachse durch O. Da dieser
Punkt O sich selbst bewegt, ist zusétzlich ein Term Tipans, = %M i? erforder-
lich.

Nun wollen wir den Punkt A als Ursprung des korperfesten Systems wéhlen. A
hat keine momentane Geschwindigkeit (kein Rutschen), deshalb ist Tiyans. = 0.
Die Rotationsenergie muss dann allerdings beziiglich A berechnet werden (Satz
von Steiner).

Lagrange-Funktion: L =T —-U =T — Mg(—s)sina
Kinetische Energie: T = $w;0};w; (ESK)
Gesamtmasse: M = pomR?l
Winkelgeschwindigkeit: |&] =w. = ¢ = %

Tréagheitsmoment bez. Symmetrieachse: ©,, = ... = %M R?

© beziiglich A: O, =O.. + M(a® — a?) =O.. + MR? = 3MR?

z

= L=10, w?—-U=3M53*+ Mgssina

zZz7z

ELG: 3M3? = Mgsina = gy = 2gsina / (konsistent mit ??)
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13.3.4 Beispiel 2: Trigheitstensor einer Hantel mit zwei Massen

_ " M“
R' EA\ a [cgo-b
Tl c(:)
Mb
(|
P
b

Die Haupttrigheitsmomente der beiden Kugeln M,, M}, beziiglich ihrer Schwer-
punkte SP,, SP, lauten

a a a 2

011 = 03, = O35 = EMaGQ (13.54)
b b b 25000

O}, = 03, = Oy = -Myb (13.55)

Daraus folgt nach dem Steinerschen Satz fiir das Gesamttréagheitsmoment beziiglich
dem gemeinsamen Schwerpunkt

O = 0%, + Mo (ED26,, — i) + 08, + My(e26,, — bl

wobei fiir die Abstdnde zum Schwerpunkt gilt

&) — (o,o,cgf”) O (0,0,c§b>) (13.56)
mit

cga) My cgb) M,

R  M,+M, R M,+M,

Also erhalten wir

(13.57)

2
+= Mpb*+M,

2 MR \°
11 =65%= gMaGQ—FMa ( ) s

MR
Ma + Mb

2
et ) s
Ma+Mb> (13:58)

2 2
1o = SMaa® + 2 M (13.50)
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Die Eulerschen Gleichungen

Die Eulerschen Gleichungen (auch FEulersche Kreiselgleichungen) sind Bewe-
gungsgleichungen fiir die Rotation eines starren Korpers. Sie sind Differential-
gleichungen im Hauptachsensystem mit der Winkelgeschwindigkeit als Variable
und den Haupttragheitsmomenten ©11, G99, ©33 als Koeffizienten.

Sie haben eine vergleichsweise einfache Form, die ermoglicht wird durch eine
Transformation aller wichtigen Grofien in das korperfeste Hauptachsensystem,
wodurch diese selbst in besonders einfacher Form geschrieben werden kénnen.

14.1 Drehimpuls

14.1.1 Zerlegung in Schwerpunktsdrehimpuls und Rela-
tivdrehimpuls

Satz

Der Drehimpuls des starren Korpers beziiglich eines beliebigen Punktes kann
zerlegt werden in den Drehimpuls des Schwerpunkts beziiglich dieses Punktes
und den Relativdrehimpuls des Korpers beziiglich des Schwerpunkts.

o . . . d,F’KS

Beweis:
Fiir jeden Massenpunkt des starren Korpers kénnen wir schreiben

7, = 7y 4 7S (14.2)

118
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Fiir den Gesamtdrehimpuls erhalten wir

Etot = Zmuﬁf X ’;?u (143)
. A7 xS
= Y (7 + 7 x (o (22 (14.4)
- at /.
. i Ks . AP ¥s
= Y m, (FS X 7y 4 Ty X < "y > FRKS & 7 RS ( "y ) >
v d 1s dt 1s
l ZU mV?UKS = M?‘SKS =0 und EU mVFVKS = MFSKS =0 (145)
. dFKS
= M7y, x7s+0+0 LT Ks v 14.6
Te X Ts + 0+ —i—;mrl, x( p )Is ( )
= Es + Eral O (147)

14.1.2 Drehimpuls im Schwerpunktsystem
Satz

Im Schwerpunktsystem kann man den Drehimpuls schreiben als

=

L=1-& (14.8)

wobei I eine Dyade (siche Anhang ??) darstellt:

[:=> Limé; ®ém (14.9)
jm

é;: Basis im Schwerpunktsystem , I;,,: Trigheitstensor bez. SP
J g

Beweis:

Wir wéhlen ein Inertialsystem 1IS’, in dem der Schwerpunkt momentan ruht, also
ein momentanes Schwerpunktsystem. Da es ein Inertialsystem sein soll, kann es
sich nicht mit dem Schwerpunkt auf einer beliebigen (z.B. Kreis-) Bahn bewegen,
sondern bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit beziiglich dem raumfesten
Inertialsystem IS. Der Ursprung von IS’ fillt nur zu einem bestimmten Zeit-
punkt mit dem Schwerpunkt zusammen.

T Lo

Sei s (t) = 7o + Ut der Ortsvektor des Ursprungs von IS’ beziiglich IS, sodass
zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ gilt: 7o () = 75(t) , U = 7s(t) .
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Zu diesem momentanen Zeitpunkt t gilt fiir den Drehimpuls aus Sicht von IS’

(Bu) @ M@ x (s + Zmﬁfs v <d’;: s> (14.10)
= 0+ m X (?VK + & FKS) (14.11)
| im st:rren Kérper gilt 7 = 0 und mit der GraBmann-Identitit folgt
= Tom G - 9) (1412
I omit G =3 wyefS und 7KS = 37 8¢ 1 (14.13)
= Z 6 1S Z (rUKS)ij — rlffjs (rfﬁlwm)) (14.14)
= Z e Z m,j (7 5)25jm — rfjsrfﬁl) W, (14.15)

0 K3
= Ze;;f e d=10 0 (14.16)

(analog fiir kontinuierliche Massenverteilung)

Bemerkung

Wenn wir anstatt IS’ ein anderes Inertialsystem wéhlen IS”, in dem nicht der
Schwerpunkt des starren Korpers, sondern ein anderer Punkt, verschoben um
a zum Schwerpunkt, im System KS’ momentan ruht, so sollte der Drehim-
puls beziiglich IS” zerlegt werden kénnen in den Drehimpuls des Schwerpunkts
beziiglich IS” und den Drehimpuls im Schwerpunktsystem:

(Liot)is: = (Liot)is: + M@ x (& x @) (14.17)
Check:

= - dr s
(Ltot)rsr = ;muTVKS X ( i >IS“ (14.18)
= .= Z €; Z my, (7)) 20 jm — 1,55 ) win (14.19)
jm v
o Ks

l Steinerscher Satz: (1420)
= Z éj (@;:s + M(625jm - ajam)) Wm O (1421)

jm
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14.2 Drehmoment

Nun miissen wir noch das Drehmoment - verursacht von dufleren Kraften - im
korperfesten System ausdriicken.

. dL(t) d .
M = <7> == > Lt (14.22)
18 J
dL s dé <
_ J s Ks KS J
J
= > LfSefS+@x L™ (14.24)
J
5 KS -
= L +&xL™ (14.25)

14.3 Eulersche Gleichungen

Diese Darstellung des Drehmoments wird als die Fulerschen Gleichungen be-
zeichnet. Wir schreiben im Folgenden:

MKS = (M17M27M3) 3 EKS = (L17L27L3) 3 ("jKS = (wlaw27w3)

Fiir den Drehimpult im Hauptachsensystem gilt:

=

L=1&3=04., @ = L[=0u., & (14.26)

Damit folgt aus (??) (M = L+ & x L)

M, = O6jw;+ (@3 — @2)w2w3 (1427)
My = Oowsy + (@1 — @3)(.«)1&)3 (1428)
Ms = ©Osws+ (@2 — 91)w1w2 (14.29)
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Kreisel

Beim kréiftefreien Kreisel, finden die Eulerschen Kreiselgleichungen ihre erste
Anwendung (M; = 0). Beim Schweren Kreisel (Kreisel im Gravitationsfeld der
Erde) sind diese doch unhandlich, da das Drehmoment im korperfesten Sys-
tem ausgedriickt kompliziert sein kann. Dann werden wir lieber auf die Euler-
Lagrange-Gleichungen zuriickgreifen.

15.1 Freier Kreisel

15.1.1 Unsymmetrischer freier Kreisel

Satz

1. Fiir einen unsymmetrischen freien Kreisel ist eine konstante Winkel-
geschwindigkeit nur bei Drehung um eine der Haupttrigheitsachsen
moglich.

2. Dabei ist nur die Drehung um das grofite oder kleinste Haupttréagheits-
moment stabil.

Beweis von 1.:

Wir nehmen an, dass die Winkelgeschwindigkeit in alle Richtungen konstant
sind: w3 = ws = ws = 0. Da auf den freien Kreisel keine Kréfte wirken, gibt
es auch kein Drehmoment, wodurch die Eulerschen Kreiselgleichungen wie folgt
aussehen

(13 - IQ)LUQ(U3 = 0 (151)
(Il - Ig)wlu}g = 0 (152)
(_[2 - Il)wgwl = 0 (153)

122
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Fiir einen unsymmetrischen Kreisel verschwinden keine der Differenzen
I, —1I; (Ym # j), womit zwei w; (j € {1,2,3}) null sein miissen. Um die Achse
der iibrig gebliebenen Komponente findet also die Drehung statt. O

Beweis von 2.:
Sei nun w; # 0. Wir betrachten nun kleine Stérungen in die (2,3)-Richtung
(Stabilititsanalyse):
Wy = Ez(t) << w1 (154)
w3z = E3(t) << w1 (155)

Wir betrachten fiir diese Storungen die Eulerschen Gleichungen, wobei uns nur
die linearen Terme der ¢; interessieren:

0 = Lwi+ (Ig — 12)5253 ~ [w1 = wy = const. (156)
0 = 128.2 + (Il - 13)(41183 (157)
0 = 138.3 + (_[2 - Il)w1<€2 (158)

Die beiden letzten Gleichungen bilden ein gekoppeltes System von Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir e und €3, welches wir auf zwei Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung umformen koénnen:

d ??) ..
E(’?) : 0= IQéQ + (Il - Ig)wlég (:) g + a2 (159)
. . (11—13)(11—12)(*)% oo Lo .
mit o = St (analog fiir e3: €3+ ae3 =10 ).
Fallunterscheidung;:

e [y ist grofites oder kleinstes Moment: & > 0 = harmon. Schwingung:

ea(t) = £2(0) cos(v/at) + na sin(v/at) (15.10)

(12 ist eine durch 9 bestimmte, kleine Konstante)

= &5(t) (ebenso e3(t)) bleibt klein, wodurch wy (t) ndherungsweise kon-
stant bleibt, also ist die Drehung um die Hauptachse mit dem grofiten
oder kleinsten Tréagheitsmoment stabil.

o [, ist das mittlere Moment: & < 0 = exponentielles Verhalten:

1 1
e2(t) = 522(0) (eVIet+ e ‘at)+§ng (eViet —eVier) (15.01)

= g5(t) = €2(0) cosh /|at + na sinh /|t (15.12)

= w (t) ist instabil, da e2(t) mit der Zeit immer grofler wird. 0
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Beispiel: Saturn-Mond Hyperion

Der Saturn-Mond Hyperion, mit Halbachsen von etwa 190 km, 145 km und
114 km ist sehr unsymmetrisch. Folglich erzeugen die Euler-Gleichungen eine
sehr komplizierte (chaotische) Dynamik: Eine hypothetische Messung der mo-
mentanen raumlichen Orientierung auf 10 Stellen genau durch ,, Voyager I“ im
November 1980 wire nicht ausreichend gewesen, um die Groborientierung der
Achse beim Vorbeiflug von Voyager II im August 1981 vorherzusagen.

15.1.2 Symmetrischer freier Kreisel
Grundannahmen
Fiir einen kriftefreien symmetrischen Kreisel gelten

M=0 y Il = _[2 =1 (1513)

Die Symmetrieachse (é2) nennt man Figurenachse.

Bewegungsgleichungen im koérperfesten System

Um Bewegungsgleichungen im korperfesten System zu erhalten, setzen wir diese
Annahmen in die Eulerschen Gleichungen ein:

0 = Id)l + (Ig - I)WQLU3 (1514)
0 = Iu}z + (I - Ig)(,«)1L¢J3 (1515)
0 = I3ws+ (I - I)W1wz = I3w3 = w3 = const. (1516)

Die ersten beiden Gleichungen bilden wieder ein System von linearen homogenen
Differentialgleichungen erster Ordnung

(.(.)1 = QLUQ (1517)
d)g = —le (1518)

(mit Q = ws (1 — 173) =const.)

Ableiten von (?77?) liefert

01 = Qo = —Q%wy (15.19)
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Wir haben also die Bewegungsgleichung einer harmonischen Schwingung fiir w;.
Mit wy = < sind die Lésungen

w1 (t) = wSiH(Qt + ‘IJ()) (1520)
wa(t) = wceos(Q+ Ty) (15.21)
w3 = const. (15.22)

Die Spitze des Vektors & bewegt sich also auf einer Kreisbahn um die Figuren-
achse mit konstantem Radius @ in einer Ebene parallel zur x1-x2-Ebene.

Je)
|

Diese Bewegung von & nennt man Prdzession. & bewegt sich im KS auf dem so-
genannten Polkegel mit Offnungswinkel v = arctan wis und konstantem Betrag.

Bewegung im raumfesten Inertialsystem

Hierzu bendtigen wir die in 7?7 eingefiihrten Fulerwinkel, da diese eine Beziehung
zwischen den Basisvektoren des kérperfesten mit denen des raumfesten Systems
liefern:

'}wsr»ssshﬂuwaz Eudsleﬂu-—j :

tole Livie e 1: /
l‘a«‘}L in x-2-6Bbene - /

Angewandt auf den Kreisel bedeuten die Eulerwinkel

© Winkel zwischen Figurenachse é; und z-Achse (15.23)
P Drehung der Figurenachse um z-Achse (15.24)
¥ Rotation des Kreisels um die Figurenachse é3 (15.25)
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Das heif3t, wir benotigen Bewegungsgleichungen fiir die drei Eulerwinkel, um
die Kreiselbewegung zu beschreiben. Diese gewinnen wir nun aus einer Bezie-
hung zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit.

Der Drehimpuls ist konstant, da M = 0, also eine feste Bezugsgrofle im raum-
festen System. Wir wihlen deshalb

—

L=1Lé, (= const.) (15.26)

Da im korperfesten Hauptachsensystem KS die angenehme Beziehung
L = Ogjagd zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit gilt, stellen wir
den Drehimpuls im KS (&1, é2, é3) unter Verwendung von (??) dar:

Ly = Lé,-é =LsinOsin¥ (15.27)
Ly = Lé,-éy=Lsin®cosV¥ (15.28)
Ly = Lé.-é3=Lcos® (15.29)

und vergleichen mit

L1 = le =Jw sin(Qt + \Ifo) (1530)
Ly = Iws = Imcos(Qt+ Wp) (15.31)
Ls = I3ws = const. (15.32)

Aus % folgt
U(t)=Qt+ Ty (15.33)
Dies wiederum in (??) oder (??) eingesetzt zusammen mit (??)=(??) liefert
1w

3Ws3

© = const = arctan (15.34)

Es bleibt ® zu bestimmen. Dazu benutzen wir die allgemeine Darstellung von
& durch die Eulerwinkel (per Definition):
G = dé, + O¢, +Wés (15.35)
~
=0
Da @ fur alle Koordinatensysteme gleich sein muss, konnen wir z.B. die Losung

fiir wy; im korperfesten System mit der Projektion obiger Darstellung in die
é1-Richtung gleichsetzen:

G-é=PsinOsin¥ = w; = wsin(Qt + V) (15.36)
——
(1)
. w w
=& = = t) = t+ @ 15.37
sin © ®) sin © %0 ( )
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Wir erhalten also ingesamt fiir die Bewegungsgleichungen der Winkel

© = const. = arctan (zw. é, und é3) (15.38)
3W3
Ut) = Qt+7 (Rot. um Figurenachse) (15.39)
o) = — 5+ o (Drehung um ¢é,) (15.40)
sin
Visualisierung
'D«lﬁu-‘-f\lsu%«
L \é‘e\, - é,\ . a
' N W= Plr+ye ~
efz.%twk%d ¢ = N 7 : ! P 63
— \ X - — stwme
\\\ N ‘SII'DM yd
AN S ‘t /N
A 4{\/&5»{( 03 L3 =Ty0, comd
\\\ \\\ bl.:\») ot 51‘_”1;
RN N Calagd G Y= achu O,
A

G i ot Spuckogl ot

Der Polkegel rollt auf dem sogenannten Spurkegel ab. Die Figurenachse bewegt
sich dabei auf dem Prdazessionskegel.

15.2 Schwerer Kreisel

Nun betrachten wir einen symmetrischen Schweren Kreisel, also einen Kreisel im
Schwerefeld der Erde, fiir den M # 0 ist. Wie angekiindigt greifen wir in diesem
Fall lieber auf die Euler-Lagrange-Gleichungen zuriick, da das Drehmoment im
korperfesten System sehr kompliziert sein kann.

[

Wir wihlen den Unterstiitzungspunkt (logischerweise) auf der Figurenachse.
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Potentielle und kinetische Energie
Wenn s der Abstand vom Schwerpunkt zum Ursprung ist, so erhalten wir
Potentielle Energie: U = Mgscos©

1 1 1
Kinetische Energie: T = 5 jzmwjfjmwm = 5[((.«)% +w3) + 3 3w

wobei I, der Tragheitstensor beziiglich des Unterstiitzungspunktes im Haupt-
achsensystem ist. Fiir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im korper-

festen System kennen wir bereits einen Ausdruck durch die Eulerwinkel aus (?7)
bis (?7?):

wp = $sinOsin ¥ + O cos ¥
wy = PsinOcos¥ — Osin¥
w3 = PcosO+ T

Damit erhalten wir die kinetische Energie als Funktion der Eulerwinkel

T= %I(@Q+<i>2 sin? ©) + %I3(‘if+<i>cos®)2 (15.41)

Lagrangefunktion, Erhaltungsgr6fien
Die Lagrangefunktion
L=T-U=L(©, o V,0) (15.42)

ist unabhiingig von ®, ¥ (zyklische Koordinaten) und der Zeit. Nach dem
Noether-Theorem gibt es fiir jede dieser Symmetrien eine Erhaltungsgrofie. Mit
den Ausdriicken fiir diese Erhaltungsgrofen, konnen & und ¥ eliminiert werden
und man erhilt schlielich eine eindimensionale Bewegungsgleichung fiir ©(t)
im effektiven Potential:

(L. — L3cos©)? L3
Usf(©) = ST’ 6 + Mgscos© o1, (15.43)

O(t) fithrt dabei eine periodische Oszillation aus, die als Nutation bezeichnet
wird.
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Kapitel 16

Die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen

Im folgenden Teil werden wir die Hamiltonsche Formulierung der klassischen
Mechanik kennenlernen. Diese Formulierung...

o ..erweitert die Klasse der zulidssigen Koordinatentransformationen (was
wichtig ist fiir die Diskussion von Symmetrien);

e ...ist ideal fiir eine formale Diskussion der mathematischen Struktur der
klassischen Mechanik;

e ...verdeutlicht den Bezug der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik.

16.1 Die Hamilton-Funktion

Wir betrachten ein System mit den kanonischen (verallgemeinerten) Koordina-
ten

und den kanonisch konjugierten (bisher: verallgemeinerten) Impulsen

: OL(q,q,t
p=(p1,..-,py) mit pi—% (16.2)

Mit der Hamilton-Funktion (engl.: Hamiltonian) entsteht ein Formalismus, des-
sen Variablen nicht (g, ¢), sondern (¢,p) sind. Die Hamilton-Funktion ist defi-
niert als

H(g,p,t) =Y pr dr(q;p:t) — L(g,d(g,p, 1) t) (16.3)
k

wobei p und ¢ unabhingige Variablen sind, d.h. gzi_ =0 und gZ; =0.

J
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Bemerkung

Die Hamilton-Funktion stellt eine Legendre-Transformation (siehe ?7) von L
nach H dar, wodurch ¢ durch p als unabhéngige Variable ersetzt wird.

16.1.1 Kanonische Systeme

Satz: Einschrinkung fiir die Existenz der Hamiltonfunktion

‘ Die Hamilton-Funktion existiert nur in kanonischen Systemen.

Dies sind Systeme, die durch eine Lagrange-Funktion beschrieben werden, fiir
die gilt

det 0L : det M, 0 16.4
¢ (aq'iaq) = det M # (169
Beweis:

Um H zu konstruieren muss sich ¢y eindeutig durch ¢ = ¢x(q, p,t) ausdriicken
lassen. Das heif3t, p, = gTLk = pi(q, ¢,t) muss sich nach den ¢, auflésen lassen,
also invertierbar sein. Dies ist nach dem Satz iiber invertierbare Funktionen
genau dann moglich, wenn die Matrix

_ O 0 0L

J 8qj aqj 8q1c ( )
invertierbar ist, dafiir muss aber gelten
det My; #0 0 (16.6)

Plausibilititsargument fiir diesen Satz:
Wir betrachten die Funktion py = fi(q, ¢,t) und fithren eine Taylorentwicklung
nach dem zweiten Argument durch:

PE = fk(q, O,t) + Z (g—zk> ij + O(qz) (16.7)
j 77 4;=0
= fu(q,0,t) + Z (Myj); o 4 + O (16.8)
Z (Mkj)qj:() (jj = Pk — fk (qv Oa t) (169)

J

Dies ist nach ¢; = ¢,(q,p) aber nur dann lésbar, wenn My; invertierbar ist.

Satz: hinreichende Bedingung fiir ein kanonisches System

Wenn die kinetische Energie in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
quadratisch ist und das Potential geschwindigkeitsunabhingig, so ist das
System immer kanonisch.
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Beweis:
Sei T' = %Z” G; 1G5, wobei T;; symmetrisch und positiv definit sei. Dann
erhalten wir
9L
i = ara = 13
94;0q;

Also ist M;; auch symmetrisch und hat keine Eigenwerte die verschwinden, wo-
nach det M;; # 0, also das System kanonisch ist.

(16.10)

16.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Fiir ein kanonisches System sind die Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent zu
den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (HG):
0H 0H

k= — g = ——— 16.11

(auch kanonische Bewegungsgleichungen genannt)

Bemerkung

Aus f Differentialgleichungen 2. Ordnung (ELG) werden somit 2f Differentialglei-
chungen 1. Ordnung. Folglich hat der Hamiltonformalismus mehr unabhéngige
Variablen (2f statt ), und erlaubt somit eine grofiere Klassse von Transforma-
tionen (kanonische Transformationen).

Beweis 1: ELG — HG

Betrachte
OH 0
- Y ~qi(q.p,t) — Lg, 4(q,p, t), t 16.12
o on Ej pj 4i(¢;p,t) — L(q,4(q,p, 1), t) ( )
8q7 OL 9¢; _ .
— E E = 16.13
i p7 8‘]] 8pk ( )
Pj
OH 0
N i @pit) — Ll d(qp. ).t 16.14
0 o Ej pj 4i(¢;p,t) — L(g,4(q,p, 1), t) ( )
81]3 oL 3(]]
_ Z Z 16.15
Pidqe ~ 3% 9q; Oqx, ( )
04q; 04q; oL
_ _ 94; _ oL 16.16
ij Iqx Z J8Qk Iqx ( )
L d OL
_ _i:__i:_pk o (16.17)

Iqx, dt Oqy,
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Beweis 2: HG — ELG

Gegeben sei die Hamilton-Funktion H (g, p,t), dann kénnen wir die Impulse mit
den Hamilton-Gleichungen ausdriicken durch p = p(g, ¢,t) und die Lagrange-
Funktion mit der Hamilton-Funktion definieren

L(g, q,t ij 4, 4,t)d; — H(q,p(q, 4,1), 1) (16.18)
Betrachte
Op; . OH Op;
- 16.19
8% Z da it Z 9ps Od (16.19)

¢1k

was die Definition der kanonischen Impulse reproduziert. Betrachte auflerdem

(16.20)

=Dk = ;7
3% 3% U Iqr. 8pJ aqk P dt Oy,
~—~ ~—~
—Pk dj

was die Euler-Lagrange-Gleichungen reproduziert.

16.2.1 Interpretation der Hamilton-Funktion
Satz

Fiir ein System mit skleronomen (zeitunabhiingigen) Zwangsbedingungen und
geschwindigkeitsunabhéngigem Potential ist die Hamilton-Funktion gerade die
Gesamtenergie des Systems, ausgedriickt durch die verallgemeinerten Koordi-
naten und kanonischen Impulse.

Beweis:
Fiir skleronome Zwangsbedingungen ist die kinetische Energie quadratisch in
den Geschwindigkeiten

1 ) .
T = 3 ZJ: GiTijd; (16.21)

Fiir geschwindigkeitsunabhéngige Potentiale ergibt sich fiir die kanonischen Im-
pulse

= Tiid; (16.22)
J

Dann konnen wir die Hamilton-Funktion schreiben als

H=Y gpx—L=> aTingj—L=2T-(T-U)=T+U=E [
- :

Bemerkung

Sind die Potentiale zeitunabhéingig, so ist die Hamilton-Funktion eine Erhal-
tungsgrofe (Energieerhaltung):

dH (q,p, t) oH . OH . OH o
e N oyt = O (—Byds +dip) =0 (16.2
dt : 5q,qﬂ+5p,pﬂ+ o1 ( pjdj +¢;p;) =0 (16.23)
T 94 j YL 5

=0
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16.2.2 Erhaltungsgrofien
Satz

Falls die Hamilton-Funktion nicht von einer bestimmten verallgemeinerten Ko-
ordinate abhéngt (zyklische Koordinate), ist der dazugehorige kanonisch kon-
jugierte Impuls eine Erhaltungsgrofie.

Beweis: Dies folgt direkt aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Sei
qr eine zyklische Koordinate, so ist

0=—=—pi
dqr P

= pj = const. 0 (16.24)



Kapitel 17

Poisson-Klammer

Die Poisson-Klammer (nach Siméon Denis Poisson) ist ein bilinearer Differen-
tialoperator in der kanonischen (hamiltonschen) Mechanik. Seien F' = F(q, p,t)
und G = G(q,p,t) zwei physikalische GroBen, die von den Koordinaten, Impul-
sen und der Zeit abhéngen, so definiert man die Poisson-Klammer von F' und
G als

OPOG_ORIGY

17.1 Eigenschaften

Die Poisson-Klammer fiir beliebige Funktionen (Operatoren) F, G, H hat fol-
gende Eigenschaften

1. Antisymmetrie:  {F,G} = —{G, F}

2. Linearitit: {11 + caFs, G} = c1{F1, G} + c2{ F», G}

3. Faktorzerlegung: {F,GH}=G{F,H}+{F,G}H

4. Jacobi-Identitit: {F,{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0

135
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17.2 Anwendung

17.2.1 Fundamentale Poisson-Klammern

Fiir die hamiltonsche Mechanik wichtig, sind die fundamentalen Poisson-Klammern

{aq} = 0 (17.2)
{pi,pi} = 0 (17.3)
{ai,p} = 0y (17.4)

Diese folgen einfach aus den Beziehungen zwischen den unabhingigen dynami-
schen Gréien (=Observablen) p, ¢:

0q; Ipi

= 5, =8 17.5
3qj 7 8pj J ( )
0q; Opi

= 0, =0 17.6
Ip; 9q; (7o)

17.2.2 Zeitabhingigkeit einer Observablen
Satz

Die Zeitabhéngigkeit einer beliebigen Observablen F(q,p,t) ist gegeben durch

d—F ={F,H} + 8F (17.7)
Beweis:
I

dF - oF qu oF dpk OF

dat ; (8% dt 6pk dt) ot (17.8)
B Zj: (8F OH OF 8H> oF 17.9)

\ Og Ipr.  Ipr, q, ot '

= {FH}+ 5 BF (17.10)

17.2.3 Erhaltungsgroflen (Konstanten der Bewegung)

Poissonklammer mit H verschwindet

Eine nicht explizit zeitabhéingige Grofle ist genau dann eine Erhaltungsgrofe,
wenn die Poissonklammer mit H verschwindet.

Denn dann gilt

dF oF
E—{FH}—}———O—FO = F = const. (17.11)
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Poisson-Klammer von Erhaltungsgréfien

Die Poisson-Klammer zweier (nicht explizit zeitabhéingiger) Erhaltungs-
grofen ist selbst eine (nicht explizit zeitabhéngige) Erhaltungsgrofle.

Beweis:

Seien F1, Fy zwei Erhaltungsgrofien mit % =0 und % = 0. Wir miissen nur
zeigen, dass die Poisson-Klammer der Poisson-Klammer von F; und Fs mit H
verschwindet, denn die nicht explizite Zeitabhingigkeit ist sofort klar, da aus
zwei nicht zeitabhéngigen Groflen allein unmoglich etwas zeitabhéngies entste-

hen kann.

{F, By, Hy=-{{H R}, R} - {{RHL,F}=0 (17.12)
=0 =0

17.3 Bemerkungen

e Gleichung (??) enthilt u.a. die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen als
Spezialfall:

Méochte man die Zeitabhéngigkeit von g; bestimmen, so erhélt man

¢ ={q, H} +

Oqr Opr. Opy. Oqi,

f

dq;i dq; OH  0q; OH _ OH

6t_z( apr 0= o
k=1

ebenso fiir p;:

3pi_i<3pi3H 8p1-8H> ,_ _0H

o =2 \oaom " omow) 0 o

pi:{pivH}+

e Mittels der Eigenschaften der Poisson-Klammer, ldsst sich jede Rechnung
auf die fundamentalen Poissonklammern reduzieren.

e Quantenmechanik:

Die Quantenmechanik ist eine andere Realisierung einer Theorie mit

— den Eigenschaften der fundamentalen Poisson-Klammern
— den Eigenschaften der Poisson-Klammer als Rechenregeln

— Gleichung (?7?) als Bewegungsgleichung.

Denn Heisenberg lieferte eine Matrix-Formulierung der Quantenmechanik,
in der physikalische Grofien durch unendlich-dimensionale Matrizen dar-
gestellt werden. Die Poissonklammer wird dabei ersetzt durch einen sog.
Kommutator: {F,G} — %[FA' ,G], der dieselben Eigenschaften erfiillt wie
die Poisson-Klammer. Auch die Eigenschaften der fundamentalen Poisson-
Klammern bleiben erhalten. Die Bewegungsgleichung (??) wird zu Heisen-
bergs Bewegungsgleichung fiir Operatoren, die dquivalent ist zur Schrodin-
gergleichung der Wellenformulierung der Quantenmechanik.
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e Die Erhaltungsgrofien bilden beziiglich der Poisson-Klammer eine abge-

schlossene Algebra. (Def. Algebra: Die Menge von Elementen mit einer
Kompositionsregel, laut der die Komposition zweier Elemente dieser Men-
ge wieder ein Element der Menge ist.)
Die Poisson-Klammer-Algebra hat in der Regel nur eine endliche Anzahl
von Elementen, da die Poisson-Klammer zweier Erhaltungsgrofien eine
Linearkombination von schon bekannten Erhaltungsgroflen produzieren,
oder einfach eine Zahl sein kann.

Beispiel: Drehimpuls-Algebra

Wir betrachten f Punktmassen, miteinander wechselwirkend durch ein
zentralsymmetrisches Potential

!
1 52 1 N N
H=T+V, szglimjrj , V= §;g(|ri — 7)) (17.13)

wobei g(|7; —7;]) eine Funktion ist, die nur von den Absténden der Punkt-
massen untereinander abhéngt. Fiir ein solches System ist nach Abschnitt
?7? der Drehimpuls erhalten. Wenn wir die Poisson-Klammern von jeweils
zwei Komponenten des Drehimpulses bilden, miissen wir wieder eine Er-
haltungsgrofie erhalten:

(L,,L,} = ...=L,
{Ly,L:} = ...=Le p {LayLs} =Y Lccape (17.14)
{Lz, Lz} = ...= Ly a,b,c

Das heifit, die drei Komponenten des Drehimpulses bilden eine geschlos-
sene Algebra (mit drei Elementen). Also liefern die Poisson-Klammern in
diesem Fall keine neuen Erhaltungsgrofien, in anderen Fillen konnte das
aber durchaus passieren.

(Ein weiteres Beispiel ist im Skript von Prof. v. Delft auf Seite [H19] und [H20] zu finden.)
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Phasenraum und
Liouvillescher Satz

18.1 Phasenraum

Ein Phasenraum in der Mechanik ist ein 2f-dimensionaler (f: Freiheitsgrade)
Raum (R2/) der kanonischen Koordinaten und kanonisch konjugierten Impulse.
Jede Kombination der einzelnen Werte dieser Variablen entspricht dann einem
Punkt im Phasenraum und wird auch Zustand genannt. Trajektorien im Phasen-
raum (PR) sind meist die Lésungen von Differentialgleichungen, d.h. Kenntnis

iiber die Trajektorien im Phasenraum bedeutet Kenntnis der Dynamik.

Beispiel: harmonischer Oszillator

Die Hamilton-Funktion eines harmonischen Oszillators mit einem Freiheitsgrad

lautet
2

1
H=T+V=p—+—mw2q2
2m 2

mit den Hamilton-Gleichungen erhalten wir

. OH p . OH 2

=% ~m P

Der Phasenraum ldsst sich dann daraus konstruieren zu

T
N
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18.2 Liouvillescher Satz

Fiir ein kanonisches System ist der Fluss im Phasenraum volumenerhaltend
(divergenzfrei):

d
EVOI Q=0 (18.3)
Q= Q,
Q,
Beweis:
Sei ¢ = (q1,...,q7,p15--.,py) ein Zustand im 2f-dimensionalen Phasenraum
PR. Zur Zeit t sei ein Volumen in PR gegeben:
Vol Q; = / dxy...dzay (18.4)
Q

Dessen Zeitentwicklung wird beschrieben durch die Zeitentwicklung der PR-
Koordinaten ;(t). Wir betrachten die Entwicklung des Systems in einem infi-
nitesimalen Zeitintervall

o, =zt + 1) = 2 (t) + 724 (2) (18.5)
mit dem neuen Volumen:
Vol Qyq, = / dr’ .. .dry, = / dzy...dzoy det J(x) (18.6)
Qt+7— Qt
mit der Jacobi-Matrix (siehe ?77?)
0 ) 0;
Jij = a—xj(xz + TLL'l(JJ)) = 51']‘ + Ta—iEj (187)

Da bei der Bildung der Determinante von J alle Terme, die von Produkten mit
Nichtdiagonalelementen stammen die zweite oder hohere Ordnung in 7 besitzen,
und wir diese vernachléssigen mochten, interessiert uns nur das Produkt der
Diagonalelemente von J:

2f .
0T
detJ = 1 ! o(r? 18.8
e 1:[1< +raxi)+ (2) (18.8)
l da(l+a)(1+b)(l+c):1+(a+b+c)+ab+bc+ac+abc+...
61
- 1+TZ ° (18.9)
! daz = (tn ,,,,, qf P1s-- s Pr)
dq ay
= 147 J — | +0O(* 18.10
> o320 oy 1510
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' 9 9H 9 OH

S i WO TR
“= 94; Op;  Op; Oq; )

= 147

=0
= 1+0(r%

Daraus ergibt sich fiir das Volumenelement nach der Zeit 7:
Vol Q44, = / dry .. .dz, +O(T%) = Vol Q; + O(1?)
Q
Dann erhalten wir fiir die zeitliche Anderung des Volumens Q;:

d 1 1,
EVOI Q= P—»I% - (Vol Q¢4r — Vol ) = P—»I% ;O(T )=0

18.3 Bemerkungen

141

(18.11)

(18.12)

(18.13)

(18.14)

e In der Regel wird ein Gebiet im Phasenraum im Laufe der Zeit stark de-

formiert. (z.B.: mathematisches Pendel)

e In Teilchenbeschleunigern fokussiert man einen Teilchenstrahl bez. des Or-
tes, das heifit aber nach dem Liouvilleschen Satz, dass dazu eine breitere
Impulsverteilung notig ist, denn die Fldche im Phasendiagramm muss er-

halten bleiben:
¢ P

?ﬁ’wﬁ @
@
12 14

e Einschrinkungen der Dynamik im Phasenraum:

— Trajektorien kreuzen sich nicht.
— Erhaltungsgrofien schrinken Trajektorien ein.

— Volumenerhaltung nach dem Liouvilleschen Satz.
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Kanonische
Transformationen

Wenn wir die Hamiltonsche Formulierung in der Praxis anwenden, vermindert
sie in den meisten Féllen die Schwierigkeiten bei der Losung einer mechanischen
Aufgabenstellung nicht wesentlich. Wir miissen uns praktisch mit denselben
zu losenden Differentialgleichungen befassen, die auch die Lagrange-Methode
liefert. Die Tatsache, dass Koordinaten und Impulse gleichberechtigt als un-
abhéngige Variablen angesehen werden, gibt uns allerdings eine grofere Freiheit
bei der Auswahl der physikalischen Grofien. Dennoch liegt der Vorteil der Ha-
miltonschen Formulierung nicht in ihrer Verwendung als Werkzeug, sondern in
den tieferen Einsichten, die sie in die formale Struktur der Mechanik gewéhrt.
So werden wir auf modernere, abstraktere Wege zur Darstellung des physikali-
schen Gehalts der Mechanik geleitet.

Die eine oder andere Formulierung der klassischen Mechanik dient als Aus-
gangspunkt sowohl fiir die statistische Mechanik als auch fiir die Quantentheo-
rie. Deshalb werden wir unter anderem solche Formulierungen, die auf natiirliche
Weise aus dem Hamiltonschen Verfahren hervorgehen néher betrachten.

Im Folgenden werden wir Transformationen kennenlernen, die aufgrund geeigne-
ter Koordinatenwahl zu einer sehr einfachen Beschreibung des jeweiligen kano-
nischen Systems fithren werden. Wir wissen bereits, dass die Anzahl zyklischer
Koordinaten von der Wahl der verallgemeinerten Koordinaten abhéngt. Da die
offensichtlich naheliegenden Koordinaten héaufig nicht zyklisch sind, suchen wir
zunéchst ein Verfahren zur Transformation von einem Satz von Variablen auf
einen anderen, geeigneteren.
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Punkttransformationen

Als wir bisher kleine Stérungen in Koordinaten (um die Euler-Lagrange-Gleichungen
der Variationsrechnung herzuleiten und um Symmetrien aufzuspiiren), orthogo-
nale Transformationen oder den Ubergang von kartesischen zu Polar-, Zylinder-
und Kugelkoordinaten betrachtet haben, sind wir mithilfe von Punkttransfor-
mationen im Konfigurationsraum

Qi =Qi(g, 1) (19.1)

von einem Satz von Koordinaten ¢; auf einen neuen Satz @); ibergegangen. Da-
bei wurden stets die Geschwindigkeiten mittransformiert. In der Hamiltonschen
Formulierung, sind aber die Impulse genau wie die verallgemeinerten Ortskoor-
dinaten unabhéngige Variablen. Deshalb miissen wir den Begriff der Koordina-
tentransformation erweitern auf Transformation der ¢; und p; auf einen neuen

Satz Qi7 Pz
Qi = Qi(q,p,t) (19.2)

Diese Transformation beschreibt eine Punkttransformation im Phasenraum.

19.1 Hamilton-Gleichungen und das modifizier-
te Hamiltonsche Prinzip

Diese Transformation muss - damit sie fiir unsere Zwecke interessant ist - aller-
dings kanonisch sein, das heifit die ), P miissen kanonische Koordinaten sein,
was wiederum bedeutet, dass eine transformierte Hamilton-Funktion K (Q, P, t)
existieren muss, sodass die Bewegungsgleichungen

oK . oK

Qi:a—Pi ; B:_aQi (19.4)

erfiillt sind.

Modifiziertes Hamilton-Prinzip

Fiir Variationen im Phasenraum (kanonische Transformationen) gilt dquivalent
zu den Variationen im Konfigurationsraum das Hamilton-Prinzip, das eine Be-
dingung fiir die dynamische Entwicklung des Systems angibt.

Die Wirkung:

Sla.p] = /t2dt <Zpi4i_H(Qupat)> (19.5)

%

ist bei vorgegebenen Randbedingungen

6q(t1) = dq(t2) =0 (19.6)
p(t1) = dp(t2) =0 (19.7)
stationdr:

| 65 =0 (19.8))
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Satz

Das modifizierte Hamiltonsche Variationsprinzip ist dquivalent zu den
Hamilton-Gleichungen.

Beweis:
Auf obiges Variatonsprinzip kénnen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen der
Variationsrechnung anwenden, mit der Funktion

G(q,p, gt sz% — H(q,p,t) (19.9)

und erhalten

d oG oG dp;  OH
409G _ _ 19.1
d dgg OH

06 _ oG a4 _90 O (19.11)

E@pz N 6pi < E N api

Bemerkung

Eigentlich ist die zweite Randbedinung (??) nicht fiir die Herleitung des Satzes
notig, da G nicht explizit von p abhéngt. Das heifit das modifizierte Hamilton-
Prinzip gilt unter denselben Voraussetzungen wie das urspriingliche Hamilton-
Prinzip fiir L(q, ¢,t). Der Grund fiir die Einschrinkung wird sich weiter unten
erkléren.

19.2 Erzeugende

Wenn wir nun die urspriinglichen ¢; und p; iiber eine kanonische Transformation
in die @Q;, P; transformieren, muss dieses erweiterte Hamilton-Prinzip fiir beide
Koordinatensétze gelten, das heif3t

ta

0 = 0 pidi—H(g,pt)d (19.12)

t1

to
§ | PQi— K(Q,Pt)dt (19.13)

t1

o
Il

jeweils mit den Randbedinungen (??) und (??). Damit beides erfiillt ist, muss
gelten

d
> pigi — H(g,p,t ZPQz K(Q, Pt)+ = F(q,p,Q, Pt) (19.14)

Denn der Zusatzterm F(q,p,Q, P,t) verschwindet bei Variation unter dem In-
tegral:

ta
/ dt %F(q+5q,p+5p,Q+5Q,P+6P, t)= (19.15)

ty

= F(q+0q,p+0p,Q+06Q,P+3Pt)> =70 (19.16)
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Die Funktion F' nennt man Erzeugende. Da nur zwei der vier Variablen ¢, p, @, P
unabhéngig sind, gibt es vier verschiedene Klassen von Erzeugenden:

F = F(qQ1) (19.17)
F = FE(gPt) - ZQZ 2 (19.18)
F = Fup,P,t)+ Y aipi— Q:iP; (19.20)

Je nach Problemstellung ist eine niitzlicher als die andere.

19.2.1 Klasse F;

Die Form von Fj bestimmt die Transformation wie folgt (mit ESK)

. d

oF,. O0F - or,

ii — H(q,p,t) = PiQi — K(Q,Pt) + —di + Qi + —  (19.22
pigi — H(q,p,t) = Pi@Q (@ PO+ 5 i+ 55 @i+ 5 (19.22)
Dies ist erfiillt, wenn folgende Identitidten gelten
0F1(q,Q,t
pi(g; Q1) = % (19.23)
qi
8F1(q7Qat)
Pi(q,Q,t) = ———5~—— 19.24
(4.Q.1) oo (19.24)
0Fi(q,Q,t
KQP1) = Higpt+ LD (1955

aus p;(q, Q,t) und P;(q, Q,t) kann dann durch Invertierung ¢(Q, P, t) und p(Q, P, t)
gewonnen werden, womit die transformierte Hamiltonfunktion K tatsédchlich nur
noch von @, P,t abhéngt.

Beispiel: Harmonischer Oszillator

Hamilton-Funktion:  H(g,p,t) = 5=p* + smw?¢?
Ansatz fiir Fi:  Fi(q, Q) = 3mwg? cot Q

aus (??): p= aFl = mwq cot Q)

1 2
27\ _ _OF, _ 3mwq
aus (77): P =-33 =455

aufgelost nach ¢(Q, P,t) und p(Q, P, t):
q= «/%sin@ , p=V2mwP cosQ

transf. HF: K(Q,Pt)=..=wP (Q zyklisch!)



KAPITEL 19. KANONISCHE TRANSFORMATIONEN 146

Hamilton-Gleichungen: P = BQ , Q= g—ﬁi =w

= P=const.=C , Q)=wt+a«

eingesetzt in ¢,p:  q(t) = 1/ 2< sin(wt + )
p(t) = V2mwC cos(wt + a) /

19.2.2 Die iibrigen Klassen

Analog kénnen wir die Beziehungen zwischen den iibrigen Klassen von Erzeugen-
den und den daraus entstehenden Transformationen gewinnen, indem wir jeweils
die entsprechenden Koeflizienten in der Bedingung fiir die kanonischen Trans-
formationen (?7?) vergleichen. Wenn wir diese ein wenig umschreiben, kénnen
wir die jeweiligen Erzeugenden gut ablesen:

dF  OF oF

_pqu""Pka""E_E_K(vaat)_H((Lput)_E (1926)

Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn beide Seiten verschwinden, wobei
die rechte Seite fiir alle Klassen von Erzeugenden gilt. Die Gleichungen fiir die
Transformationen, die hieraus entstehen sind in folgender Tabelle zusammenge-
fasst:

Erzeugende Koeffizientenvergleich
F:Fl(Q7Q7t) —pqu—i—Pka_i_ 8FIQI€+ OF1 Qk
oF,
= Pr= 3% » P = aQi

F=Fy(q,Pt) = QuPr  —prdn + PoQr + 3241, + 52 By — QP — Qi Py

OF:
= pk_W7Qk_aPi

F=F3(p,Q.t) +arpx  —prd + PeQr + FE2pr + 555 Q + dupr + anpr

_ _6F3 . _6F3
= qr = Opr Pk = T 90

F=Fyp,Pt)+qpe  —prdr + PuQr + 8F4 Dk + 8F4 Pk + qrpr + QrDr
— Qi Py —QrPy — Qi Py

_ _ OF, __ OF.
= Qk——ﬁan—ﬁ
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Beispiel

Wiéhlen wir eine Erzeugende der Klasse F» der Form

!
b(q, P,t) = Z (19.27)

so erhalten wir laut den Transformationsgleichungen fiir die Impulse pi und die
Koordinaten @y

F: F
Pk = gpi Z 8f] Pj ) Qk - 8 2 = fk(Qa t) (1928)
Jj=

Die erzeugte Transformation fiir die Koordinaten ) umfasst alle bekannten
Koordinatentransformationen (sog. Punkttransformationen) der Lagrangeschen
Mechanik. Wéhlen wir die Funktion f;(¢g,t) = ¢j, dann erhalten wir wie man
leicht sieht die identische Transformation (py = Pk, Qr = qi)-

19.3 Satz iiber kanonische Transformationen

Eine gegebene Transformation

Q = Q(Q7p7t) , P= P(Qapvt) (1929)

ist genau dann kanonisch, wenn folgende Poisson-Klammer-Relationen erfiillt
sind:

| {QuPitar =0+ {QusQstap = {Pi Pi}ar =0 (19.30) |

Dies sind genau die Beziehungen, die wir in Abschnitt ?? den fundamentalen
Poisson-Klammern zugeordnet haben.




Kapitel 20

Hamilton-Jacobi-Theorie

Die kanonischen Transformationen kénnen dazu verwendet werden, ein allge-
meines Verfahren zur Losung mechanischer Problemstellungen zu finden. Ein
mogliches Verfahren bestehen darin, dass wir eine kanonische Transformation
von den Koordinaten ¢ und den Impulsen p auf einen Satz konstanter Grofien
suchen, beispielsweise die 2f Anfangswerte ¢g, pg. In diesem Fall sind dann
die Transformationsgleichungen, die die alten und neuen Variablen verkniipfen
genau die gesuchten Losungen der mechanischen Fragestellung:

q = q(qo, po,t), (20.1)

p = (40, Pos t). (20.2)

20.1 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wenn die neuen Variablen zeitlich konstant sein sollen, miissen wir einfach
fordern, dass die transformierte Hamilton-Funktion K verschwindet, denn die
Hamilton-Gleichungen liefern dann

oK . oK
=P, =0, —
0Qy 0Py
Wir haben bereits gesehen, dass die transformierte Hamilton-Funktion mit der

Erzeugenden F' iiber folgende Relation (aus der Bedingung fiir kanonische Trans-
formationen) verkniipft ist

OF
K=H+ - (20.4)

Die neue Hamilton-Funktion verschwindet also, wenn F die Gleichung

=Qr=0 (20.3)

oF
H(g,p,t) + - =0 (20.5)

erfiillt. Wir wollen fiir diesen Fall eine Erzeugende als Funktion der alten Koordi-
naten ¢; und der neuen konstanten Impulse P; wiihlen, also vom Typ Fx(q, P, t).

148
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Damit in Gleichung (??) keine alten Impulse pj vorkommen, ersetzen wir diese

mithilfe der Transformationsgleichungen der Klasse Fy (p; = %—;2), sodass wir

die sog. Hamilton-Jacobi-Gleichung (HJG) erhalten

0F, oF, 0F,
H e Qfy ey T — =0 20.6
Dies ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir F» mit (f+1) Va-
riablen g1, ..., gy, t, welche als Losung die Form von F5 angibt, mit oy, ..., ap41
als Integrationskonstanten:
F:Fg(ql,...,qf,ozl,...,aerl,t) (207)

In Wirklichkeit kann eine der Integrationskonstanten vernachléssigt werden, da
F5 nur bis auf eine additive Konstante durch obige Differentialgleichung fest-
gelegt wird, da nur partielle Ableitungen nach ¢ und t vorkommen. Das heifit,
F5 4+ o muss auch eine Losung sein, und eine der «; muss diese additive Kon-
stante sein. Somit konnen wir die Losung angeben als

F2(q17'"7qf70417"'7af7t) (208)

wobei keine der a; nur als additive Konstante vorkommt. Diese Form entspricht
genau der Form einer Erzeugenden vom Typ F5, wobei wir die «; als die neuen
Impulse P; wéhlen kénnen, die ja per Konstruktion konstant sein sollen. Wir
erhalten also (nach den Regeln fiir die Klasse F3) die Transformationsgleichun-
gen:

o aF2(q7 a, t)

Pyi=ap, Q Do

= const := [ (20.9)

Durch Invertierung erhalten wir die gesuchten Bewegungsgleichungen fiir die
Ortskoordinaten

‘ ax = qr(o, B,1) (20.10)‘

und mit der anderen Hilfte der Transformationsgleichungen fiir Erzeugende vom
Typ F5 bekommen wir auch Funktionen fiir die Impulse

o aF2(Q7 avt)

Pk = 8Qk :pk(avﬁa t) ) (2011)

die nun nur noch von Konstanten und der Zeit abhéingen, das heiflt, wir haben
eine Methode gefunden, die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen systematisch
zu l6sen, bzw. das Problem darauf verlagert, die Hamilton-Jacobi-Gleichung zu
16sen, eine partielle Differentialgleichung.
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20.1.1 Physikalische Interpretation der Erzeugenden

Die Losung F5 (g, a, t) der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist gerade die Wir-
kung entlang der physikalischen Trajektorie.

Beweis:

Da die Wirkung das Zeitintegral der Lagrangefunktion entlang der Trajektorie
darstellt, miissen wir zeigen, dass die Zeitableitung der Erzeugenden die La-
grangefunktion liefert:

d OFy OF> . (HIG),(77) )
g »(q, a,t) 5 T Ek 0. 0" + Ek Pr

Integriert ergibt sich

t
Fy(q,a,t) = / dt' L(q,q,t') + Fa(qo, o, ko) = S 0 (20.12)
to .7\/0

Die Wirkung ldsst sich also als Erzeugende fiir gerade die kanonische Transfor-
mation interpretieren, die die Hamilton-Funktion verschwinden lédsst. Deshalb
schreiben ab jetzt fiir obige Erzeugende S.

20.1.2 Zeitunabhingige Hamilton-Funktion
Satz

Wenn die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt, dann muss
die Erzeugende S der Form sein

S(q,ot) =—Et+W(g,on =E, ..., ay) (20.13)

Wir erhalten dann die wverkiirzte Hamilton-Jacobi- Gleichung dann zu

ow ow
H . — ..., — | =F 20.14
(QIa ydfs aql ) ) aqf ) ( )

W (g, @) nennt man dann die verkiirzte Wirkung oder charakteristische Hamilton-
Funktion.

Beweis:
Wenn die Hamiltonfunktion nicht von der Zeit abhéngt, dann kann sie als Ener-
gie interpretiert werden.

H(q,p) := E = const (20.15)
Die Hamilton-Jacobi-Gleichung liefert dann
05 -
Higp)=E=-5 = Sqat)=-Et+W (20.16)

W sei einfach eine Funktion, die nicht explizit von der Zeit abhéangt. Sie muss
allerdings von den Koordinaten g5 und den Konstanten oy, abhéngen, von denen
eine gleich der Energie E gesetzt wird:

S(q,a,t) = —Et+W(q, E,ag,...,ay) (20.17)

Die Impulse py, in der Hamilton-Funktion sind nun aus der verkirzten Wirkung

85 _ ow

zu berechnen, denn py = 52 = 5= 0
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20.1.3 Beispiel: harmonischer Oszillator

Hamilton-Funktion:  H(q,p,t) = % + imw?q* = F

Erzeugende: S(q,a=E t)=—Ft+W(q, E)

2
Verkiirzte HIG: E=H (q, %—Vg) = ﬁ (%—Vg) + %mw2q2

Wir miissen also folgende Differentialgleichung fiir W 16sen

8%W(q7 E) = /2mE — m?w?q¢?,

= W(g, E) —W(q, E) = [! dg' \/2mE — m2w2q"
\ , g0
=0
Nun kénnen wir die Bewegungsgleichungen aus den Transformationsgleichun-
gen berechnen:

p = %—2/ = /2mE — m2w?¢? (20.18)

oS 9 oW

Q = G0 = pp-Et+W(@E) = —t+ 5 (2019)
4 m
= —t+ [ d¢ (20.20)
2mE — m2w?2q’?
1 . mwq
= —t+ — arcsin = const ;= 20.21
2 aresin (7L ) 5 (2021)

Zur Ausfithrung der etwas unschénen Integration kann in Integraltabellen nach-
geschlagen werden. Die gesuchten Bewegungsgleichungen fiir ¢, p erhalten wir
nun durch Invertierung:

2F .

q(t) = — sin(w(t + 3)) (20.22)
p(t) = V2mE cos(w(t + 3)) (20.23)

Die Anfangsbedingungen legen o = E und [ fest.
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20.2 Separation der Variablen in der HJG

Da wir mit der Hamilton-Jacobi-Theorie von 2f gewohnlichen Differentialglei-
chungen auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung transformieren, die eine partielle
Differentialgleichung mit f + 1 unabhéngigen Variablen darstellt, kénnten wir
den Eindruck bekommen, dass wir damit fiir die Praxis nicht viel gewonnen
héatten. Unter gewissen Bedingungen ist es jedoch moglich, die Variablen in der
Hamilton-Jacobi-Gleichung zu separieren, wie wir dies bereits im Falle einer
zeitunabhéngigen Hamilton-Funktion getan haben. Dort haben wir die Erzeu-
gende/Wirkung S in zwei Beitriige zerlegt:

S(q, o t) = —ant+W(g, a1, ..., ap) (20.24)

Wenn die Hamilton-Funktion zusétzlich zyklisch in einer Koordinate gy ist, also

wenn sie nicht von dieser abhéngt
0H
— =0 (= —ps 20.25
5 =0 (=) (20.25)

(d.h. wenn der zu gy konjugierte kanonische Impuls pj, erhalten ist), dann kann
die charakteristische Hamiltonfunktion W (g, &) auch in zwei Beitrige separiert
werden (linear in ¢y und unabhhéngig von ¢y):

‘ W(q, a) = Qafqf + W’(ql, v QF 1,00, af) (20.26) ‘

Denn dann reproduziert die Transformationsgleichung py = % die Impulser-
haltung:
oS

dqs ! ( )

by

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung vereinfacht sich dann zu

(20.28)

oW’ oW’
H(Ql?"'aq,f—la Oéf) = 1

g1 " dgp1’

20.2.1 Beispiel: Zentralkraft-Problem

Wir wihlen Polarkoordinaten in der Bahnebene (mit dem Vorwissen, dass sich
die Bewegung in einer Ebene abspielt): 7= (p, ).

Zunéchst berechnen wir die Hamilton-Funktion:
T =gm(p* +p°3%), V=V(r)

kanonische Impulse: p, = ‘g—é =mp , pp= g—é =mp?p

f 2
= Higp)= X prin—L = = 5 (03 + %) + V(o)

k=1

Wir sehen sofort, dass ¢ zyklisch ist.
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Wir kénnen also die charakteristische Hamilton-Funktion (verkiirzte Wirkung

fiir die zeitunabhéngige Hamilton-Funktion) zerlegen:
W(p,p,a1 = E,ap) = agp + W (p,a1,a,)
Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir W’:

ow’

12 ap 7a<p - a1
1 oWw'\? o
%(( ) U—?)*W - o

= W= :I:/p dp/\/2m(oq —Vi(p)) — Y

0

Die volle Erzeugende ergibt sich zu
S=—ait+a,p+W

Die neuen Impulse:
P,=a1, P,=a,

Die transformierte Konstante fiir p:

+m

Q P
szg_sz_t+/ dp’ — = const := [
o Po \/Zm(oq Ze

V) - %
Diese Relation liefert invertiert den Radius p = p(t).

Die neue Ortskoordinate fiir ¢:

oS P +ay/p"?
QSO = a— =@ +/ dpl w/p ~
% o\ 2mlan - V() - %

o2

(20.29)

(20.30)

(20.31)

(20.32)

(20.33)

(20.34)

(20.35)

Dies gibt den Winkel ¢ als Funkton des Radius p an, also die Bahnkurve.
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20.3 Winkel-Wirkungs-Variablen

Die folgende Methode liefert fiir Systeme, deren Bewegung periodisch verléduft,
eine Weg die Frequenzen der Schwingungen direkt zu bestimmen (ohne erst die
Bewegungsgleichungen berechnen zu miissen).

Wir wollen uns im Folgenden auf Winkel-Wirkungs-Variablen (WWV) mit ei-
nem Freiheitsgrad beschrinken.

20.3.1 Zwei Arten von periodischer Bewegung

Def.: Libration

Bei einer Libration ist die Bahn im Phasenraum geschlossen, d.h. q und p sind
beide periodische Funktionen der Zeit mit der gleichen Frequenz (z.B. harm.
Oszillator).

Def.: Rotation

Bei einer Rotation ist der Impuls p eine periodische Funktion von der Koordina-
te q, die einen Winkel darstellt und deren Wert unbeschrinkt zunehmen kann.
(z.B. rotierender starrer Korper)

?j7 Rotation P
—5 WALRVAY

Folgende Diskussion gilt fiir beide Arten.

Libration

20.3.2 Wirkungsvariable

Wir betrachten den Fall einer zeitunabhingigen Hamilton-Funktion

H=H(qp) :=a (20.36)

= p=plg, ™) (20.37)

Def.: Wirkungsvariable

Die Wirkungsvariable erhélt man durch Integration iiber eine vollstindige Pe-
riode der Libration oder Rotation des Impulses als Funktion der Ortsvariablen,
sodass die Ortsabhéngigkeit verschwindet:

J = qu p(g,0n) = J(az) (20.38)
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Da J nur von «; abhéngt, wird nun in der Hamilton-Jacobi-Theorie J anstatt
aq als neuer Impuls gewéhlt:

H:alzal(J):>H:H(J) (2039)

Somit ist die charakteristische Hamilton-Funktion (zeitunabhéngiges H) eine
Funktion der Wirkungsvariablen

20.3.3 Winkelkoordinate/-variable
Definition

Fiir den neuen Impuls J erhalten wir aus den Transformationsgleichungen der
Erzeugenden vom Typ Fh auch die Koordinate konjugiert zu J:

w(q, J) = %‘f <<:> Q= g—g) (20.41)

Dynamik

Aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erhalten wir eine Bewegungs-
gleichung fiir w:

OH
W= 57 = const =: v(J) , (20.42)
die sofort gelost werden kann
w(t) =vt+ (20.43)

Nun kénnten wir (??) nach ¢ auflésen (¢ = ¢(w,J)), die Bewegungsgleichung
einsetzen und so die Bahn bestimmen. der besondere Sinn der Winkel-Wirkungs-
Variablen liegt jedoch darin, dass die Frequenz der Bahn bestimmt werden kann,
ohne ¢ = ¢(t) explizit zu kennen.

20.3.4 Bestimmung der Frequenz

w verdndert sich in einer Periode 7 um

Aw=w(t+71)—w(t) =vr (20.44)
Andererseits kénnen wir Aw fiir eine gegebene Anderung von ¢ auch ausdriicken
durch

g ow ow
—d = d 20.45
?{ “og a7 = a7 ?{ Toq (20.45)

Mit einer der Transformationsgleichungen fiir Erzeugende vom Typ F3 (%—V; =p)

erhalten wir

d dJ
= — = [«
Aw = a7 dgp = 77 1 (,,wow!*) (20.46)
Dies liefert einen allgemeinen Ausdruck fiir die Frequenz:
1 oH
-—=v(J)=—— 20.47
S—v) =2 (2047)
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20.3.5 Beispiel: Harmonischer Oszillator

Hamilton-Funktion: ~ H = imp? + $mw?q* = ay
Aus dem vorigen Beispiel: Differentialgleichung fiir W
0
p= a—W(q, a) =/ 2ma; — m2w?¢? (20.48)
q

Wirkungsvariable:  J = ¢ dg p = § dg /2maq — m?w?¢?

Substitution: ¢ = 3%12 sinf = dq= 3&12 cosf

2m
— J =20 [T dfcos® ) = n
w JO w

Hamilton-Funktion:  H(J) = a; = L
Frequenz: v =% =%

Bemerkung

Wir kénnen die Bewegungsgleichungen fiir ¢, p aus dem vorigen Beispiel auch
durch w = vt 4+ § ausdriicken:

q(t) =1/ nifQ sin(w(t + B)) = J sin(2mw) (20.49)

mmw

J

3
S

p(t) = V2mE cos(w(t + 8)) = cos(2mw) (20.50)

Sie konnen dann als Transformationsgleichungen von den alten zu den Wirkungs-
Winkel-Variablen aufgefasst werden.
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Anhang



Anhang A

Begriffe der Theoretischen
Physik

A.1 Der Begriff der Bahnkurve
a(t)
T(t) =x(t) éx +y(t) &y + 2(t) € := | y(t)

T(t) = r(t) = @(t) éx +y(t) éy + 2(t) é-

a(t) = 7(t) = &(t) éx + §(t) éy + 2(t) é-

A.2 Drehungen

A.2.1 Drehung eines Vektors um eine Achse

Drehe den Vektor ¥ um einen Winkel ¢ um eine Achse é mit |é] = 1, wobei er
in den Vektor 7/ iibergeht (aktive Transformation).

o os
N

II



ANHANG A. BEGRIFFE DER THEORETISCHEN PHYSIK III

1. Zerlege 7 beziiglich é

3. Es ergibt sich
7L =7, cos¢+ §sing (A.2)

4. rotierender Vektor:

/F»/ — TT‘]‘+FJ_I:77’|‘+FJ_COS¢+§51D¢ (A'?))
= ¢é-(é-7)—eéxFcosp+éxising (A4)
S rcos ¢ + (1 —cosg)é(é-7) +é x 'sing (A.5)

5. Da um infinitesimalen Winkel d¢ gedreht wird, kann die Ndherung fiir
kleine Winkel fiir sin und cos eingesetzt werden:

7! =74 é x 7 dp + Ordnung(d¢?) (A.6) \

Dreht sich der Vektor mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit um die
Drehachse, ergibt sich fiir dessen zeitliche Anderung

Pl —F=dif=¢éx7do (A7)
. d

F:éxf—?::ékﬂxF:QxF (A.8)
r=&xT7 (A.9)

A.2.2 Drehmatrizen

Ausgangspunkt sind zwei verschiedene Koordinatensysteme O und O’ mit den
orthonormalen Basisvektoren
él,é27é3 und éll,éé,éé (AlO)

Elemente des Raums (z.B. Vektoren) sollen aus beiden KS beschreibbar sein
und zwischen den Beschreibungen soll transformiert werden kénnen (passive
Transformationen).

Basisvektoren in gedrehtem KS

Ein Einheitsvektor aus O’ kann in O dargestellt werden:
3
&= (&-en)tm=> Dimém (A.11)
H,—/ m

m=1
*

*: die Komponenten von é;- in Richtungen é,, werden als Drehmatriz
Djy, bezeichnet
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Darstellung eines beliebigen Vektors in gedrehtem KS

Da der Ortsvektor 7" eine geometrische Grofe ist, ist er unabhédngig vom KS
immer gleich:

Flo= (A.12)
3 3
doaiel = ) wmém (A.13)
=1 m=1
o=, (EE) = T (Emé)) D Djmm (A.15)
)

Also ldsst sich ein Vektor 7 im neuen Koordinatensystem wie folgt darstellen
(passive Transformation):

2y = Djmzym = 7' =DT (A.16)

Riickdrehung

Eine Riickdrehung, also die Riickgewinnung der Darstellung des Vektors im
urspriinglichen KS erfolgt mithilfe der inversen Drehmatriz D~

DYV =D 'DF=7 = a;=D;'t, (A.17)
N . 1)
=1=F

(I bzw. E: Einheitsmatrix)

Mit der gleichen Uberlegung wie in (??) erhélt man andererseits

T = (Tm ém)é; = (2 &5)é; = Dy; - oy = D] - 2 (A.18)
I
mi D]‘i

Aus (??) und (??) ergibt sich fiir die inverse Drehmatrix die Identitét D;l = DZ-TJ-
und somit fiir die Riickdrehung:

7= D17’ (A.19)

Eigenschaften der Drehmatrix

e Die Zeilenvektoren von D sind orthonormal
Man kann nutzt die Orthonormalitéit der Basisvektoren:

5ij = é;é; = (Dimém) : (D]’n,é’ﬂ) (A20)
. .
677171
= D DimDjm = b (A.22)

D.h. das Skalarprodukt der i.-ten und j.-ten Zeile von D ist null, falls i # j,
also sind alle Zeilenvektoren einer Drehmatrix untereinander orthonormal.
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e Die Spaltenvektoren von D sind orthonormal
Analoges Vorgehen wie oben, nur nutzt man die inverse Drehmatrix:

iy = éie;=(Dye,)-(D;)é,) (A.23)
Omn
= Z Dmiij = 61']‘ (A25)

D.h. das Skalarprodukt der i.-ten und j.-ten Spalte von D ist null, falls
1 # j, also sind auch alle Spaltenvektoren einer Drehmatrix untereinander
orthonormal.

e Rotationen sind nicht kommutativ
Seien D* DY, D* wie folgt definiert:

0 10
D%,.(90°) =¢é% e, = —1 0 0 | (Rotation um 90° um z-Achse)
0 0 1
0 0 -1
DY, (90°) =¢éjém=1| 0 1 0 (Rotation um 90° um y-Achse)
1 0 0
1 0 O
D5, (90°) =¢é5 ém= | 0 0 1 | (Rotation um 90° um x-Achse)
0 -1 0
A
23 “
Id ° - A
o czq [ N A / E;\
T& - e és
\_/ ‘ g = v
& g )
e,
> Nun
stellt man fest:
Ein Rotationsabfolge von DY, D* liefert die Gesamtdrehmatrix
0 10
1 0 0
wohingegen die Abfolge D*, DY diese Drehmatrix liefert
0o 0 -1
pv.p* =1 0 0 (A.27)
0 -1 0

Was zeigt, dass Rotationsabfolgen nicht vertauschbar sind.
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A.2.3 Dreidimensionale Drehgruppe

VI

Nun sollen Vektoren auch mit Matrizen in einem KS gedreht werden kénnen

(aktive Transformationen).

Def.: Rotation
Sei R eine Drehmatrix, 7 ein Ortsvektor im R®, so beschreibt

3
7‘;2 E RikT;g
k=1

eine Rotation.

Beispiel
)}
T, - !
AL B
P\, T
e
] '
! 3
<!
! -PI
rp=cos(p+a) = ricosp—rosing
ry =sin(¢p+a) = rising+ rqcosep
S cos¢p —sing 1
= _<sin¢ cos¢><r2)
=K
Eigenschaften

e Erhalt der Lingen
Unter (??) bleiben Léngen erhalten.
Beweis:

3
r = Yo
i=1

3
= > > (Ryr)(Raers)

i jk=1

= Z Tk Z RZJle = Z TiTk Z Rﬁle

i ik

Jk
?7?7) 2
= E TR0 = E riT; =71
jk J

(A.28)

(A.29)
(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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e Reine Drehung und Spiegelung
Es gilt

det R =1, falls R eine reine Drehung darstellt,
det R = —1, falls R eine Drehung und Raumspiegelung darstellt.

Ist R eine reine Drehung, so ist R € SO(3). SO(3) ist der Name fiir
die Drehgruppe, S steht fiir speziell und bezieht sich auf det R = 1, das
O fiir orthogonal und bezieht sich auf die Orthogonalitéit der Zeilen und
Spaltenvektoren (A~! = A7), die 3 fiir die Dimension.

e Gruppenaxiome
SO(3) erfiillt die Gruppenaxiome. Zum Beispiel:
Sei Ry, Rs € SO(3), und M := Ry - Ry dann ist

A - T B0

(Ri-Ry)-(RT-RYY=R,-RT =1 = M orthogonal
e Hintereinanderausfiihren von Drehungen
Jede SO(3)-Rotation lidsst sich durch Hintereinanderausfithren von Dre-
hungen um die drei Koordinatenachsen aufbauen:

cosy —siny 0

R,= siny cosy O (Drehung um z-Achse) (A.36)
0 0 1

cos 0 sing

R, = 0 1 0 (Drehung um y-Achse) (A.37)
—sinf8 0 cosf
1 0 0

R,=1 0 cosa —sina | (Drehung um x-Achse) (A.38)

0 sina cosa

(Drehungen gegen den Uhrzeigersinn)
Fiir ein Element aus O(3) wird eine zusétzliche Matrix gebraucht:

Rs = 0 -1 0 (Raumspiegelung) (A.39)

SO(3) ist damit eine dreiparametrige Gruppe.
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A.3 Addition von Winkelgeschwindigkeiten

Lassen sich Winkelgeschwindigkeiten addieren wie Vektoren?

Wir betrachten zwei aufeinander folgende Drehungen

d@, == Cudt ,  dgy := Cpdt (A.40)
Drehen wir ¥ um dg, erhalten wir

7+ dr, mit dr, =dg, x 7 (A.41)
Drehen wir ¥+ dr, um dg, erhalten wir

7+ dry +dry, mit dr, = dg, X (F+dry) = dg, X 7 (A.42)
Wir erhalten also insgesamt

dr' = dry + dry = (dG, + dGp) X 7= (B + &p)dt X T =&dt x ¥ (A.43)

Das bedeutet wir konnen Winkelgeschwindigkeiten addieren wie Vektoren.

A.4 Dyadisches Produkt

Das dyadische Produkt (kurz auch: Dyade) ist in der Mathematik ein Tensor
zweiter Stufe, dessen Komponenten durch Multiplikation der skalaren Kompo-
nenten zweier Vektoren in bestimmter Weise entstehen.

Z1 T1Yr T1Y2 T1Y3
W=Zy=| 22 | (yi,y2,y3) = | T2y1 T2y2 T2y3 (A.44)
T3 I3yir T3Y2 T3Y3

Verwendung

Wird eine Dyade @ ® b mit einem Vektor & von rechts dazu multiplitziert, so
erhélt man einen Vektor der parallel zu @ ist:

-, -

@ob)-é=akb- o (A.45)

wird er von links dazu multiplitziert, erhélt man einen Vektor der parallel zu b
ist:

g (@e0b) = (¢-a)b (A.46)
(Um einzusehen, dass die Gleichungen gelten, schreibe man den Ausdruck wie oben als Produkt von

Zeilen- und Spaltenvektoren und nutze die Assoziativitét.)
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A.5 Legendre-Transformation
A.5.1 Funktion einer Variablen
Wir betrachten eine Funktion
flz):R—-R, mit f”(z) #0 Va
und definieren die Funktion
p(x) == f'(x) mit Umkehrfunktion x = x(p)

(Die Umkehrfunktion existiert, weil p = f’ injektiv, da f”/ =p’ #0 Vaz )

Dann ist die Legendre-Transformierte von f(x) die Funktion

f(p) :==p x(p) — f(z(p)) (A.49)

Beispiel
1
flx) = a:co‘, Vo >0, # 2
ple) = f(z)=a"""
1
z(p) = pT
o) = ﬁ_l(ﬁafl S mit g = -2
p) = p - =3P ]
1 1
o B
= = _
al ﬁp
Bemerkung

IX

(A.47)

(A.48)

Bei der Legendre-Transformation geht keine Information verloren, denn sie fiihrt

zweifach ausgefithrt wieder zur Identitdt. Im Beispiel oben:

1 . I6] =5 «
* = — Y t = g o = g A
() S e T oy s s R (A.55)
* 1 «
= ["y)=—y" = [f(y) (A.56)
A.5.2 Funktion mit mehreren Variablen
Betrachte die Funktion
flx xy)  mit det ﬁ #0 (A.57)
1ye--sLf 61'1(91'7 .
Definiere die Funktionen
Pi = g—f mit Umkehrfunktionen xy(p) (A.58)
g
Dann ist die Legendre-Transformierte von f
forsipp) =Y (psar(p) = f21(p), .., 27 (p))) (A.59)

k
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Differentialgleichungen

B.1 Eigenschaften

Ordnung:
hochste Abl. = Ordnung der DG = Anzahl der unabh. Anfangsbed.

Linearitdt:
Eine DG ist linear, wenn die Funktion und ihre Ableitungen in linearem
Zusammenhang stehen, z.B.:

Yy (@) + a1 @)y (@) + .+ ar(@)y (2) + ao(z)y(z) = g()

In-/Homogenitit:
Eine DG ist homogen, wenn keine expliziten Abhéngikeiten von x vorkom-
men, sie ist inhomogen, wenn solche existieren.

Anfangsbedingungen.:

Losung der DG ist eine Funktion die bestimmte Anfangsbedingungen
erfiillt. Diese miissen unabhéngig (siehe Script von Prof. Dr. von Delft
[DG2]) sein. Die allg. Losung einer DG n-ten Grades hiingt von n unabh.
Parametern ab.

Superpositionsprinzip:
Der Raum der homogenen linearen DG ist ein Vektorraum.

B.2 Loésungsstrategien

1.

2.

Losung durch Ansdtze
Ansétze werden geraten und in die Differentialgleichung eingesetzt.

Systematische Liosungsverfahren
Fiir einige Klassen von gew. DG gibt es systematische Losungswege, wie
z.B.:
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e SEPARATION DER VERANDERLICHEN:

In der DG werden die Variablen separiert, d.h. aus % = cf (z) wird
% =cdx.

e VARIATION DER KONSTANTEN:
Im entsprechenden Ansatz wird eine Konstante von einer von x abhéngi-
gen Funktion ersetzt.

B.3 Differentialgleichungen verschiedenen Typs

B.3.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung
homogen

also F(y',y) =0

Losungsverfahren: Separation der Verdnderlichen / Raten

inhomogen

also F(y,y, x) =0

Losung wird zusammengesetzt aus allgemeiner homogener und spezieller in-
homogener Losung:

1. Lésung der homogenen DGL (yp,)
2. Ansatz mit Variation der Konstanten liefert ggf. spez. inh. Losung (y;)

3. Allgemeine Losung: y = yp + y;

B.3.2 Differentialgleichungen 2. Ordnung
also F(y”, vy, v, x) =0

sind nur 16sbar, wenn

1. F(y",y',2) =0
Substitution mit ¢’ = h liefert F(h’, h, x) =0

2. F(y",y',y) =0
Substitution mit 3’ = h ergibt ¢’ = d% (%) = dh _ dydh _ pdh
= F(h@ h,y)=0

dy’

Ansatz kann auch geraten werden.
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B.4 moégliche Probleme

e Fntartung
Besitzt das charakteristische Polynom eine Losung zu wenig, d.h. hingt
eine scheinbare Losung, nur von n-1 der n Parameter ab, so muss die
Methode Variation der Konstanten angewendet werden, wobei sich her-
ausstellt, dass hier die variierte Funktion ein Polynom (n-1)-ten Grades
darstellt

e Nicht-Linearitdt
In einigen der oben beschr. Féllen, kann es z.B. aufgrund eines nicht-
linearen Zusammenhangs zu Problemen kommen.

e nichtkonstante Koeffizienten
Ein Ansatz mit e** fithrt in der Regel zu Widerspriichen. (e/(*) zu umstéind-
lich wegen Ketten- und Produktregel)
Ausweg:
y,y',y", a1 und ag als Taylorreihe darstellen (falls moglich) und nach z™

oo
ordnen, was eine Reihe liefert: > c,2" =0 = ¢, =..=0
n=0

Bemerkungen:
— Schwierigkeiten liegen hier in der Umwandlung der Potenzreihe in
eine geschlossene Form.

— DGLen hoherer Ordnung lassen sich oft auch nach diesem Ansatz
16sen.
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Einige Sitze und Theoreme

C.1 Virialsatz

Héufig ist die Losung von Systemen mit vielen Freiheitsgraden schwierig bis
unmdoglich. Niitzliche Information kann dann der Virialsatz liefern.

Def.: Zeitlicher Mittelwert einer Grofie

0= lim l/Tdt O (1), oo Py (), 71 (1), o v () (1)

T—00 T 0

Virialsatz

Falls alle 7; und FZ im Verlauf der Zeit endlich bleiben, gilt

| X
T:—§§T‘i'Fl‘ (02)
Beweis:
N

— o1 o011 T L2
T = Tlirrgo;/(J dtT_rlggo;igmi/o 7 (C.3)
l partielle Integration (04)

11 T

= Tlirgo;§;mi<ri-rio—/o ri-ri) (C.5)
| timr oo %%ZI P ; —o (06)

_ _%Z;ﬁ (C.7)

XIIT
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Lemma:

Fiir Potentialkréfte mit einem Potential, das eine homogene Funktion n-ten
Grades ist, d.h.

VAL ooy MiN) = APV (1, oy ) (C.8)

folgt aus dem Virialsatz

2T =nV (C.9)

Beweis:
Fiir eine homogene Funktion V gilt:

n—11/(= >
LV, W) = { nZAf-V_l M . (@)
| setzer=1 (C.11)

L NG
nV (7, .. Fn) = Z; —a (C.12)

—F;
Aus dem Virialsatz folgt
_ T —— X TV —
QTZZ;&-(—E):;&-% =nV (C.13)
C.1.1 Beispiele

e Harmonischer Oszillator: V = k(P —)? = n=2 =T=V

mit Energieerhaltung T+ V =F: T=V = %

e Kepplerproblem: V = |F1V+F2| = n=-1 =T= _%V

mit Energieerhaltung T+ V =FE: T=-FE,V =2F

(z.B. gewinnt ein Satellit, der durch Reibung Energie verliert, an kinetischer Energie.)

C.2 Koordinatentransformation bei Integralen

Bei einer Koordinatentransformation der Form
x, = zl(r) (it=1,...,n) (C.14)

transformiert das Volumenelement d"z wie folgt

‘ de'y ...dx), = dz; ...dzx, detJ() (C.15) ‘

mit der Jacobi-Matriz

oz’
e (C.16)
J afL‘j

Ji



Anhang D

Abschlief3. Beispiel:
Schwingung einer Saite

Ziele

e Herleitung und Losung der Wellengleichung fiir eine schwingende Saite,
e [llustration, wie Randbedingungen zu Quantisierungseffekten fithren,

e Zerlegung der Bewegung in Eigenmoden.

D.1 Wellengleichung

D.1.1 Herleitung der Wellengleichung

Wir benutzen folgende Léngenbezeichnungen:

[: ungestreckte Ruhelidnge, L: gestreckte Ruhelinge,
L(t): Lange wihrend der Schwingung

Saitenlinge

/1\?’(1'” /"'f -
% N o \/g
0 ds L

XV
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Potentielle Energie
Wenn die Saite ruht, enthilt sie die potentielle Energie Vo = V(L) = $k(L—1)?,
wodurch eine innere Spannung (Kraft in der ruhenden gestreckten Saite) wirkt:

ov

Fi=|—
ox

= k(L —1) (D.1)

x=L

Wiéhrend die Saite schwingt, verldngert sich die Gesamtlinge auf

L L
f;(t):/o ds:/o dz/1+ 1y (D.2)

Fiir kleine Auslenkungen y(x,t) der Saite bleibt % := ¢/ klein, somit kann L(t)

angendhert werden zu

L L
L(t) = / dx (1 + %y’2 + O(y’3)> =L+ %/ y?de=L+A (D.3)
0 0

Es gibt also eine zusétzliche Streckung aufgrund der Schwingung

A=L(t)—L<<L-1 (D.4)
Somit ergibt sich fiir die potentielle Energie wiahrend der Schwingung

7 %k(i —1)? = %k(A +L—1)> (D.5)

= %k(L ~ )2+ k(L -1)A+ %m? ~ Vo + FA (D.6)

Die potentielle Energie ist also ein Funktional
- r [t
Vol =Vo+ g [ doy? (D.7)
0

Kinetische Energie

Mit der Massendichte 7 = Ci—’: ist die kinetische Energie gegeben durch

-1 L
T §/dmv§=g/0 dz 2 (D.8)

Lagrangefunktion

Somit ergibt sich die Lagrangefunktion zu

L
-~ F
Loyg=T+V ==V +/ dx (592 — —y'2> (D.9)
‘ 0 2 2
Den Term unter dem Integral nennt man Lagrangedichte .£. Die Kontante —Vj
wird im Folgenden weggelassen, da sie durch geeignete Wahl des Potentialmini-
mums verschwindet.
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Bewegungsgleichung

Nach dem Hamiltonsche Extremalprinzip wird die Wirkung

Sl :/OT dt Loy :/OT dt/OL e Ly (D.10)

fiir die physikalische Schwingung y(x,t) extremal. Dies ist ein mehrdimensio-
nales Variationsproblem wie wir es in (??) behandelt haben. Dafiir stellen wir
deshalb die Euler-Lagrange-Gleichung auf

0L 00%¢ 00%

= - = 4~ D.11

dy ot 0y ' 0z oy (D-11)
0 = 15— Fy (D.12)
0%y 1 0%y

LT 1
92~ oo Wty az OB

Gleichung (??) nennt man Wellengleichung mit der Wellengeschwindigkeit ¢ =

VEF/T.

D.1.2 Losungen der Wellengleichung

Satz: Superpositionsprinzip

Seien yi (x,t) und y2(,t) Losungen der Wellengleichung (??), dann ist
die Superposition oder lineare Uberlagerung yi(x,t) + y2(z,t) ebenfalls
eine Losung.

Ip— : o 02 197 .
Beweis: Wir benutzen die Notation 3aZ — 2 BT D,.

Dy(y1 +y2) = Dyy1 + Dyya =0 (D.14)

Es wurde die Linearitét von D, sowie die Eigenschaft von y; und y, als Losun-
gen der Wellengleichung benutzt. n

Satz: Form der Lésungen

Sei f(z) eine beliebige zweifach differenzierbare Funktion von z. Dann
sind die Funktionen

fe(z,t) = fe(z £ ct) (D.15)

Losungen der Wellengleichung.
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Beweis:
Wir betrachten zunéchst die Ableitungen von f(z) mit z = x + ct:
0% f of 0z
o2 (8z 817) 1) (D.16)
o f of 0z 2 ¢
77 - ( ] m) (=) =" (2) (D17)
Also ergibt sich mit 5= — % % =D,
D,fi(xtect) = (1 -1f"(z)=0 (D.18)
|

D.2 Randbedingungen

Da die Saite fest eingespannt ist, konnen die Randpunkte nicht mitschwingen:
y(0,8) =0, y(L,t)=0 (D.19)

Wir kénnen y(z,t) (Vt) als 2L-periodisch in x auffassen, obwohl wir uns nur fiir
den Bereich 0 < a < L interessieren.

Fiir t=0

Folglich ldsst sich y(z,0) in einer Fourierreihe entwickeln:

i Anet T = i apetn® (D.20)

n=—oo n=—oo

Wir fordern, dass y(x,0) reell ist, also muss gelten: y(x,0) = 7(z,0), d.h.

o0

i Tpe” hne 2T Z a_petn® ;y(x,()) (D.21)

n=—oo n=—oo

=y =Ty (D.22)
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Fiir beliebige t
Ansatz fiir beliebige t:

y(x,t) = Z apetfn@tet) L g eihn(@=ct) (D.23)
l n — —n im zweiten Summand (D24)
_ Z aneikn(erct) + Einefikn(zfct) (D25)

Mit der Randbedingung y(0,¢) = 0 erhalten wir

o0
0= Z anert £ g_petfnct = g, = —a, (D.26)

n=—oo

Eingesetzt in y(x,t) ergibt (mit kyc = wy,)

oo
y({E,t) _ Z an (eikn(;ﬂ-i—ct) _ e—ikn(m—ct))
n=-—oo
e .
= Z 2i ane™rtsin ky,x
n=-—oo
o0
= Z 2i ap, sin k,x (cos wy,t + i sinw,t)
n=-—oo
oo
= Z 2i[coswpt (an sink,z 4+ a_, sink_,x)
n=1

+ isinwpt(an sink,x —a_p, sink_,x)]

= Z 2i sin kyx [cos wpt(an, — a_p) +isinwyt(a, +a_p)]

n=1

Mit (??) und

2i(an —apn) = —4 S(ay) := 4, (D.27)

2i(an +apn)i = —4 R(a,) := B, (D.28)
erhalten wir

y(a,t) = Z sin k(A cosw,t + By, sinwy,t) (D.29)

n=1
y(a,t) = Z Cy sin kpx cos(wpt + ¢n) (D.30)
n=1

mit &, = &% und w,, = ck,,.

L
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Graphische Darstellung

(??) ist eine Uberlagerung stehender Wellen. Betrachten wir nur eine Mode:

-3 o A
L= L | RN TN )
° | N ~—" X
L~ ‘C/s JL " ~_ ~—_ {x
E-ty - E
| .
£=3T/, | T 1
- L P— .
74 ~__ <__~ D [
Bemerkungen

e Frequenz und Wellenlénge der stehenden Welle sind verkniipft (w,, = ck,,)
und quantisiert:

0w =t (D.31)

L L
Der Grund dafiir sind die festen Randbedingungen.

e Ohne Randbedingungen hat die Wellengleichung auch laufende Wellen als
Losung, z.B. y(z,t) = Acos(wt — kx). Dies kann wie folgt veranschaulicht

werden:
L /f'gi- e L\ PN .
7

AN AN

b= 1 lo .~
L. ~_| TN x
=Ty \Jo ~—_"

. PN x
t= 3‘6/[, W

/f'\ AR _

E=T
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Fiir einen festen Punkt auf der laufenden Welle (z.B. Surfer in Abbildung)

ist die Phase ¢ = wt — kx konstant, d.h. 0 = ¢ = w — k2. Fiithrt man die
Phasengeschwindigkeit v,, = & ein ergibt sich hierfiir

w
Uph = E (D32)
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D.3 Zerlegung einer stehenden Welle

Gegeben sei eine Funktion y(z, t) einer stehenden Welle und die Randbedingun-
gen y(0,t) = 0 und y(L,t) = 0. Wir betrachten zunéichst nur den Fall ¢ = 0 in
einem Fourieransatz:

) — sink, k, = D.33
/@) =3 ansinkor i (D.33)
mit den Fourier-Koeffizienten
1 L
ap, = —/ dx sink,x y(z) (D.34)
L Jy

Nehmen wir die Zeitentwicklung dazu, ist es zweckméfig den folgenden Ansatz
zu wéhlen:

y(z,t) = Z ap, sin ky, x cos wyt (D.35)
n=1

Denn y(z,t = 0) = y/(z).

D.3.1 Beispiel: gezupfte Saite
t=o
) a

y(z) = { ri fir «€[0,d] (D.36)

%
/
L

—(z - L)~ fir z€[a,L]

Berechnen der Fourier-Koeffizienten liefert !

210 sinmmw@Q
A =

Cm(1-Q)Q m2 mit @ = % (D-37)

1Eine schéne Illustration der Eigenmoden findet man unter
http://www.jensign.com/JavaScience/www/plucker.html. Ein Applet zur Wellenerzeugung
mit einem Seil ist unter
http://www.colorado. edu/physics/phet/simulations/stringwave/string Wave.swf erreichbar.



