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1 VEKTOREN 6

1 Vektoren

In der Physik unterscheidet man skalare und vektorielle Grofien.

Skalare Groffen sind durch Mafzahl und Mafleinheit charakterisiert (Bsp.: Mas-
se, Temperatur, ...).

Die vektoriellen Grifien weisen dariiber hinaus eine Richtung auf (Bsp.: Kraft,
Geschwindigkeit). Dies motiviert den Vektorbegriff:

1.1 Definition: Vektor

Ein Vektor ist die Menge aller gleichgerichteter, gleichlanger Pfeile.

Oft wihlt man aus dieser Menge einen charakteristischen Représentanten:
Den Pfeil, der bei einem ausgezeichneten Punkt (in der Regel der Nullpunkt)
startet, der Ortsvektor.

Offenbar l&sst sich der Anschauungsraum durch die Menge aller Ortsvektoren
charakterisieren (d.h. es gibt eine 1:1-Zuordnung jedes Punktes im Raum zu
jedem Ortsvektor.)

1.2 Darstellung von Vektoren

Zur besseren Beschreibbarkeit wéhlt man in der Regel ein Koordinatensys-
tem aus rechtwinklig zueinander stehenden Achsen (Koordinatenachsen), die
ein Rechtssystem bilden.

Hier werden in der Regel zweidimensionale Fille betrachtet (Ubersichtlich-
keit); dreidimensional verlduft analog.
Ein Vektor ist wie folgt definiert:

- - - ay
a = aje] + agseg =:
a2

Bemerkungen

e Offenbar lisst sich jeder Vektor in eindeutiger Art und Weise als Summe
von Vielfachen von €] und &5 beschreiben.

e ¢1 und €3 heiflen (wegen dieser Darstellbarkeit) Basis des Zweidimensio-
nalen Raums.

e Da hier €] und é3 aufeinander senkrecht stehen und die Linge 1 haben,

spricht man hier auch von einem Orthonormalsystem.

1.3 Rechnen mit Vektoren
1.3.1 Die Linge bzw. der Betrag eines Vektors
Die Linge eines Vektors ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras:

|| = \/ai + a3
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1.3.2 Addition zweier Vektoren

L7 - - . . . o +b
a+b=(a161 + a263) + (b1€1 + b263) = é1(ar + b1) + é3(ag + be) = ( Z; 4 b; >

1.3.3 Multiplikation mit konstantem Faktor
()
C . a =
C-Qag

1.3.4 Multiplikation zweier Vektoren (Skalarprodukt)

Um eine neue Rechenmethode einzufithren (die Multiplikation), geniigt es, die
Basisvektoren zu betrachten, denn mit diesen konnen alle restlichen Vektoren
dargestellt werden:

€1-éh=¢-€ =0
€1-€ =@ -6 =1
Kurz:
o o < _J Ofallsi#y
Q'%&J{lmMizj 1)

Daraus ergibt sich:
a-b=(a161 + a2€2) - (b1€1 + b2és) = a101€1€1 + 1026165 + a2b162€1 + a2b262€5
= a1by + azby

Dieses Produkt @ - b = a1b1 + agba(4agbs) heiit Skalarprodukt (€ R).

geometrische Bedeutung

Fiir @ # 0 # b ist

Folgerungen
e Firalled,b: a-b<]|al-|b|

e Firda#0#£b: @a-b=0 & cos(d,b)=0 < <(@,b)=90° < alb

Anwendung

Dies liefert uns eine schnelle Moglichkeit alle Vektoren ¢ zu bestimmen, die auf
einem gegebenen Vektor @ senkrecht stehen (eine Ebene):

{eR: ¢-a=0}={C€R: cra1 + caa2 =0}
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Rechenregeln zum Skalarprodukt
Fiir alle @,b,¢ € R2,d € R gilt:

1.3.5 Vektorprodukt (nur im R? sinnvoll)

Im Rechtssystem der Basisvektoren (€1, €3, €3) kann man folgende Verkniipfun-
gen (Rechtssysteme) herstellen:

€1X€1:6 €2X€2:6 €3X53:6
€1X€2:€3 €2X€5:€1 é’gxé'lzé’g
€3><€2:—€1 €2X€1:7€3 €1><€3:—€2

Also:

o falls 1>2—-3—1— ... Vorzeichen ,+“ (*)

e falls 3—42—1—-3— ... Vorzeichen ,-*  (*¥)

Levi-Civita-Tensor

1 fallsi#j#k und Reihenfolge wie in (*) (zyklisch)
€k =4 —1 fallsi#j#k und Reihenfolge wie in (**) (antizyklisch)
0 sonst

Einschub: Einstein’sche Summenkonvention (ESK)

Lasse Summenzeichen immer dann weg, wenn ein Index (als Laufvariable) genau
zweimal vorkommt. Beispiel (Skalarprodukt):

3
=1

Vektorprodukt der Basisvektoren

Fiir die Basisvektoren gilt also:

3
€i X €5 = E €ijk * €k = €ijk " €k
k=1
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Vektorprodukt allgemein
axb= (a1€1 + a2€ + azes) x (b1e1 + baés + bzés)

Mit Distributiv- und Kommutativgesetz:

R a2b3 — agbg
a X b:albl(é'l X €1)+a1b2(é’1 Xéé)—l—... = asby — a1bs
albg — a2b1
Somit ergibt sich
3
= Z ai'bj'eijk'gk (2)
Eyiyj=1
Allgemeine Folgerungen:
o ixb=—bx

Ql

x b= 0, wenn CYHI;

Geometrische Interpretation

@x b ist der Vektor, der auf @ und b senkrecht steht, mit ihnen ein Rechtssystem
bildet und die Léinge |a] - |b] - sin <(d, b) besitzt.

Auflerdem:
o |dx 5| = AParallelogramm mit a,b als Seiten
o (@xb)-F=(bxd)-d=(@xad) b= VParallelepiped aus a5,z
Beispiel
(@ x (5% )y =
Wir betrachten zunéichst @ x b (aus (2)):

S ai-by e

. é,j:l ) 7 171
xb= Zé,j:l a; - bj - €52
Doije1Gi by €3

Wir berechnen nun nur die erste Komponente (k = 1) von (@ x (b x &)):

3 3
(Cl >< b X E) § b X 6)] €ij1 = § a;€51 - E blcmqmj

i,j=1 J,l,m=1
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(Hilfsregel: Z?:l €15 " €jlm = 5il51m — 6im51l und mit €ij1 = *eilj)

3 3 3 3
E ;€51 - E bicmeim; = — E E aibicm - €15 - €jim =

4,j=1 7,lym=1 1,j=11,m=1
3 3
= E a;bicm - (—0i101m + dimdy) = E (aibic; — azbicr)
il,m=1 i=1
3 3

-,

=b1- Y (aici) —c1- Y (aib) =bi(@-¢) —er(d@-b)

i=1 =1
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2 Vektorwertige Funktionen

(mit eindimensionaler Quelle)

2.1 Definition: Vektorwertige Funktion
Eine vektorwertige Funktion sei hier eine Funktion mit M C R,V C R",n € IN:
z1(t)
F=M—vie | 2O | =)
()

2.2 Darstellung

Man stelle sich ein Teilchen vor, dass sich entlang einer willkiirlichen Kurve
fortbewegt, entlang der sog. Raumkurve oder Bahn. Diese Bahn kann dann
durch eine vektorwertige zeitabhédngige Funktion f parametrisiert werden (nicht
eindeutig, d.h. es gibt immer mehrere Moglichkeiten fiir eine Parametrisierung).

Die Menge {7(t)|t € M} heiit Raumkurve/Bahn.

2.3 Beispiele

e im R%:
Zu einer gegebenen Geraden a4+t ist f: R — R% 2z — ( ﬁmwll—kf )
mit geeignetem 7, € R eine Parametrisierung der Geraden.
) R3:
1 1
Fiir eine gegebene Gerade g=<¢teR: | 2 | +¢ 0 ist
3 1
1 1
f: R—R:t— | 2 | +t 0 eine Parametrisierung der Bahn g.
3 -1
Ebenso wire
- 1 2
f R—R3t— | 2 |+t 0 eine Parametrisierung (damit wiirde
0 -2
sich das Teilchen doppelt so schnell der Bahn entlang bewegen).
Oder auch
- 1 1
FFRoRt— | 2 |+ 0
0 -1
cos wt
e Aus der Parametrisierung;: f ‘R—R3t— R 0 ergibt sich ein
sin wt

um den Ursprung rotierender Vektor in der 21 — xs—Ebene mit Radius R,
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denn die Komponente 1 (t) = coswt wandert zwischen —1- R und 1- R,
ebenso die Komponente z3(t) (nur um 7/2 phasenverschoben).

cos wt3
e f:R—-R3t—R et
sin wt3
. cos wt?
Zunichst betrachten wir f ‘R—R%t—R 0 , wobei auffillt,
sin wt3

dass diese vektorwertige Funktion sich vom vorigen Beispiel nur darin
unterscheidet, dass die Zeit in der dritten Potenz auftritt. Der Vektor fiithrt
also dieselbe Kreisbewegung aus, nur viel schneller. Nun betrachten wir
noch die Komponente x2(t) = e’ unseres urspriinglichen Vektors, dieser
zieht den Kreis zu einer Spirale auseinander, die fiir ¢ < 0 immer enger
wird und sozusagen in die x; — x3—Ebene hineinoszilliert.

2.4 Uberlegung: Teilchengeschwindigkeit
2.4.1 Differenzieren

Um die Geschwindigkeit einer Bahnbewegung eines Teilchens zu ermitteln, be-
trachten wir zunéchst die Ableitung einer vektorwertigen Funktion:
Mit Af = f(t+ At) — f(t) erhalten wir fiir immer kleinere At einen Grenzwert

A df
Am s =~ W

Allgemeine Rechenregeln:

(Beweise iiber Nachrechnen mit Basisvektor)

3. (g(t)-a(t)) = g(t) - a(t) + g(t) - (t)

B(t) - () + B(t) - ()

4. (b(t) - a(t))
5. (b(t) x @(t)) = b(t) x @(t) + b(t) x @(t) (nicht kommutativ!)
Analoges wie oben, gilt fiir hohere Ableitungen.
Analog lassen sich vektorwertige Funktionen komponentenweise auch integrie-
ren.
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Beispiel: Einheitsvektor in beliebiger Richtung

Der Einheitsvektor €z in Richtung @ ist bei zeitabhéngigem d(t) auch zeitabhéngig,
also €z(t). (Allgemein gilt: €z(t) = |28\ )

Wir wollen nun dessen Ableitung betrachten. Dazu gehen wir folgendermaflen
vor:

ea(t) - Ealt) = 1
d d
—(e=(t) - e=(t = —1=
St e0) = o
mit obiger Produktregel ergibt sich
d
oLz s _
(dtea(t)> ea(t) 0
= ez(t) L ié’ (t)
a dt a

2.4.2 Bogenlinge

Die Bogenldnge s ist die Lénge einer Bahn gemessen entlang der Kurve, ab
einem willkiirlich gew#hlten Anfangspunkt ¢, bis zu einem Endpunkt t.. Um
diese Bogenlénge zu berechnen, teilen wir sie in n Bogenabschnitte fiir ¢,, Zeiten
auf und addieren die Lingen dieser Abschnitte.

N#herung fiir die Bogenlénge:

N—
Nt o) Z\ i) _y A 80 M0

=0

Fiir kleinere Abschnltte wird der berechnete Wert der Bogenldnge immer ge-
nauer: Fiir N — oo folgt At — 0 und man schreibt:

d te
Z |%7’(fi)| ~dt 2/

ta

¢
= Bogenlinge s(t) :/ |7(*)|dt”
ta

2.4.3 Geschwindigkeit

Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit entlang der Bahnkurve:

Beispiel: Kreisbewegung

cos wt
ft)y=R| 0

sin wt

Wir wollen die Bogenldnge berechnen:
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—w sinwt
1. 47t)=R 0

w cos wt

2. |45(t)] = Ry/(~wsinwt)? + (wcoswt)? = R-wy/sin® wt + cos?wt = R-w

3. s(t) = fot Rw dt* = Rwt

Die Bogenldnge wird hier also durch die Formel s = Rwt ausgedriickt. Wir
kénnen nun den Ort in Abhéingigkeit von dem auf der Kurve zuriickgelegten
Weg angeben:
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3 Das begleitende Dreibein

Natiirliche Parametrisierung

Eine Parametrisierung einer Kurve mit Parameter s (Bogenlidnge) heifit natiirli-
che Parametrisierung.

Das begleitende Dreibein

Wir legen in jeden Kurvenpunkt ein Koordinatensystem mit Einheitsvekto-
ren, das begleitende Dreibein (im R3), das sich aus dem Tangenteneinheits-
vektor, Normaleneinheitsvektor und dem Binormaleneinheitsvektor zusammen-
setzt. Diese Vektoren bilden ein Rechtssystem (also b =t x 7)

3.1 Die drei Einheitsvektoren
3.1.1 Tangenteneinheitsvektor

dF I -
S ar L drdt dr
t= = 4t it Kettenregel: = — — = —
ds & dt ds ~ ds

|

=

t(s) liegt tangential an der Kurve im Punkt 7(s).

Kriimmung und Kriimmungsradius:

—

K= ‘ heiBt Krimmung der Bahn bei #(s).

1
p=— heifft Kriitmmungsradius der Bahn bei 7(s)
K

3.1.2 Normaleneinheitsvektor

dt(s Y

qo a1 i)
dt Kk ds
ds

Da ¢ ein Einheitsvektor ist, steht seine Ableitung dii—(ss) senkrecht auf ¢, also ¢ L i

3.1.3 Binormaleneinheitsvektor
b=1x.

Diese Betrachtungen gelten nur fiir Orte, fiir die gilt ‘é—"; #0.
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3.2 Schmiegungsebene

# und 7 beschreiben im Punkt 7 offenbar eine Ebene, die sogenannte Schmie-
gungsebene. Folglich ist b Normalenvektor zur Schmiegungsebene. Die Anderung
von 5(3) beschreibt eine ,,Richtungsénderung® der Ebene. dz(;) beschreibt, wie

stark sich die Kurve aus der Schmiegungsebene herausdreht.

Torsion und Torsionsradius

db(s) —i(fxﬁ)——Fxﬁ+txiﬁ—ﬁxﬁ+fx A gy &
ds  ds T ds ds ds = ds
db . di b b -
= —=tx a = — ltund — L b mit einigen Richtungsiiberlegungen:
ds s ds ds
d—g = —77
ds
7 heifit Torsion der Raumkurve
1
¥ = = heifit Torsionsradius
T
weitere Grofle:
i d - db - - di L -
?Z:%(bxﬂ:%xt+bx£:—7ﬁxt+mbxﬁ:7b—mt

:dﬁ b— kKt
— =7b—kK
ds

Zusammenfassung: Fresnet’sche Formeln

d—F = kil

ds

db p

@ _ .,

ds

dn -

d—: =71b— Kt
Anwendung

Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes
_dr _drds _ds - _ ds

sy = & e _ 48 g 5t =&
W= =@ @ vl = 5

Ei(t)—dﬁ—d ds 7)) = (44 €+d8d5—d—vf+vdj@—d—vf+v2dj
B dsdt — dt ds

Tdt oAt \dt dt dt dtdt  dt
dv_ 0?2
= d(t) = Et + ;ﬁ (Tangentialkomponente + Normalkomponente)
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4 Felder

4.1 Skalares Feld
Ein skalares Feld ist eine Abbildung
X1 X1
¢: M — N, — ¢ wobei M C R™, N C R
T, T,

In der Regel ist M C R2, R3, R*.
¢ ordnet also jedem Ort des R?,R?, R* einen Skalar zu.

Beispiel

o (3) g ()

Konstante Funktionswerte fiir konstante Absténde des Arguments ( il > vom
2
Ursprung. (¢(x1,z2) = const. fiir /2% + 23 = const.)

Menge der roten Hohenlinien:

Ty
T eER3: ¢ ( il > = const. bzw. fest
(]5(.%'1,3?2) ?

Meist bezeichnet man die Projektion der roten Hohenlinien auf die 1 —x2—Ebene
als Hohenlinien:

{( 1 ) e R?: ¢< 1 > = const. bzw. fest}
xT9 T2
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4.2 Vektorfeld
Ein Vektorfeld ist eine Abbildung

T I
a: M — N, —a mit M C R™, N C R™.
Tm, T,

a ordnet also jedem Punkt der Ebene/des Raums einen Vektor zu.

Beispiel 1
a(r) = ar
Jedem Punkt in der Ebene wird ein Vektor ai zugeordnet, welcher zur Ver-

anschaulichung mittig an diesem Punkt platziert wird. (hier: radial um den
Ursprung Vektoren mit nach aufien hin immer héherem Betrag)

Beispiel 2

ar) = ém% (elektrisches Feld)

4.3 Partielle Ableitungen

Wir betrachten die Anderungsraten parallel zu den Koordinatenachsen.

4.3.1 Partielle Ableitung im skalaren Feld

T

0@, e, T+ Argy L T) — O(X1, ., ) ¢
lim =:

Az;—0 Al‘i (9.1‘1

Tm

% heifit Partielle Ableitung von ¢ nach ;. (Halte alle Variablen aufler x; fest,
leite nach x; ab.) Weitere Schreibweisen: 9,,¢ oder ¢y, .

Beispiel
¢(x1, 22, 23) = (sinz)z3e”™
8 J T3

— (21, z2,3) = (cos xl)x;e
T

4.3.2 Partielle Ableitung im Vektorfeld

Hier wird die Partielle Ableitung komponentenweise vorgenommen.
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Beispiel

- _ )

an=(_2,)

Oay _ 9z _ Oar _

or1 Ox Oz

daz _ 9oz _ _

8:101 o 2 (91'2 o !

Analog definieren sich die hoheren partiellen Ableitungen:
U *¢ ¢
0x? 0x1%9 0xa11 0x3

wobei die rechte Ableitung immer zuerst erfolgt.

Rechenregeln
L - (0+9) = b+ g0
2 52(@-8) = (3%d) b +a ()
3. 52 (@ xb) = (8%1_@’) X b+a x <£il_f)

Sind x; Funktionen, so ergibt sich die Kettenregel:

d 0 day
E¢($1(t1)7$2(t2)) = T

4.3.3 Totales Differential

Sind nun alle z; von einem Parameter ¢ abhéngig (sgrechen wir also von einer
Parametrisierung ¢(z1(t), z2(t))), ergibt sich fiir die Anderungsrate (der Bahn-
kurve) in Abhéingigkeit von der Zeit:

P(x1(t + At), 22 (t + Al)) — ¢(z1 (1), 22(t))
At
mit z;(t + At) = z; + Ax; ergibt sich:

D =

D = Ait((b(l'l + A.%l,ﬂfg —+ AZL’Q) — (725(1'1,1'2 + AfﬂQ) -+ ¢($1,$2 -+ Al’g) — ¢>(:c1,x2))

_ Amy d(r1 + Azy, o + Axg) — d(x1, 22 + Aza) L Azy (a1, 22 + Azs) — P21, 22)
At ACCl At ACCQ
Nun ergibt sich mit At — 0 (und damit Az; — 0, Azy — 0):
. 86 dry 06 dvs  do
lim Bt el AT S R
At—0 8.%‘1 dt 8302 dt dt
also: d¢ = g—j’ldwl + %dxg
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4.3.4 Nabla V

Im Dreidimensionalen ergibt sich aus dem totalen Differential:

09 dxy
o _ 09 dvy | 0¢ dwy 0 dws _ | Gy &,
dt — Oxy dt — Oxy dt  Oxz dt | I A
dx3 dt
8i z1
5 d
_ 0 Bl 3
852 d) dt iQ ( )
dws 3
Der Vektor V = T leitet, was rechts von ihm steht, nach x1, z2, x3 ab.
)
B3

Beispiel 1

. 6%1(:5136% cos x3)
V(wlxg cosxz) = a%z(xlx% cos x3) = ...

a%g(xlx% cos x3)

Beispiel 2
d
~ @ a1(331,3?27$3)
Via(xy,zo,x3) = e | ax(z1, 22, 23)
= az(w1, w2, r3)
0
= 87“@1(%,3327333) + 37:62@2(3717 Ta,13) + aima?,(xl,m,m)

= Mit V lisst sich wie mit einem ,hormalen“ Vektor rechnen, solange man
keine Reihenfolgen vertauscht.

Geometrische Interpretation
Aus (3): % =Vé- Z—f ergibt sich:
dp =V - di = |V¢| - |d] - cosf (Skalarprodukt: @ = abcos 6)

d¢

= w = |§¢|cos€ (4)

Die Anderungsrate % wird also maximal, wenn § = 0, d.h. wenn dF||§¢.

= §¢ beschreibt Richtung und Betrag der mazimalen Anderung von ¢.



4 FELDER 21

Fiir andere Richtungen, also fiir V¢ If d ergibt sich aus (4) die Steigung von
¢ in 7-Richtung: \% = |V¢|cos = V¢ - é,. (Projektion von V¢ auf dr).

Extremfall: Bewegung senkrecht zu ﬁqﬁ: dr L ﬁqﬁ & dr- ﬁd) =0=do¢
= ..findet auf Linie (Ebene) gleicher Hohe statt.

4.3.5 Bezeichnungen

1. Vo = grad ¢ (Gradient, Vektor) )
(Richtung und Betrag der grofiten Anderungsrate eines skalaren Feldes ¢)

2. V.d=:diva (Divergenz, Skalar)
(Quellenstérke eines Vektorfeldes @)

3. Vxd=:rotd (Rotation, Vektor)
(Wirbelstiirke eines Vektorfeldes @, z.B.: divE = £ = Ladungsdichte)

€0
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5 Das Potential
Definition
Sei ¢ skalares Feld , @ Vektorfeld. Gilt
a= grad ¢ (5)

dann heifit ¢ Potential von @, und a heiflt Gradientenfeld von ¢.

Fragestellung

Fiir welche @ gibt es ein Potential ¢7
Wenn ein ¢ mit @ = grad ¢ existiert, muss gelten:

ai(r1,22,23) = 87¢(331,$2,$3)
1
az(ry, w2, 3) = %Wfﬂl,xz,ﬂ?:ﬂ)
2
az(ry, 2, 3) = 87%(25(%1,962,%3)
Beispiel
X1 l‘%
a:R*—R3 | — 2219
T3 0

Fiir ein Potential von @ muss also gelten:

0
3 = 871¢(x1,w2,$3) = ¢(z1,72,73) = 1125 + C1 (22, 73)
0
2r1x2 = 67@¢($17$2,$3) = ¢(z1,72,73) = 1175 + Oz (21, 73)
0
0 = 87333¢(£1,x27$3) = ¢(x1,22,23) = C 4 C3(x1,72)

= Ein Potential ist méglicherweise also ¢(z1, xa, 23) = T173.

Bemerkung:
Wenn obiges Gleichungssystem nicht 16sbar ist, gibt es kein Potential.
Bsp.: d(z1,x2) = (—x2, 1) ist ein Wirbelfeld.
Wiére hier @ ein Gradientenfeld (d.h. gébe es ein Potential ¢), wiirde das Feld
jedem Punkt in der Ebene einen Vektor maximaler Steigung (V) zuordnen. Da
sich ein Punkt im Wirbelfeld aber auf einer geschlossenen Kreisbahn bewegt,
kann es kein Potential geben, denn der Punkt wiirde - obwohl er sich immerzu in
die , steilste“ Richtung bewegt - irgendwann wieder an den Startpunkt gelangen,
was nicht méglich ist.
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Erweiterte Fragestellung
Gibt es zu einem Vektorfeld @ ein Vektorfeld 57 sodass
i=rotb (@=V xb)

Soetwas kann auftreten, ist aber umsténdlich auszurechnen.

Tritt auf, wenn div @ = 0. b heiBt dann Vektorpotential von @ (z.B. ein Norma-
lenvektor auf einem Wirbelfeld).

(Analog: Existenz eines Potentials fiir rot @ = 0.)

5.1 Kurven-/Linienintegrale

Gegeben sei @ : M — M ein Vektorfeld, I" eine Kurve in der Definitionsmenge
des Vektorsfeld, d.h. I' wird beschrieben durch

7 [ta;te] = Mt — 7(t) (=T(1))

Anwendung

Sei @ ein Kraftfeld. Ein Teilchen/eine Ladung bewegt sich entlang I', welche
Arbeit muss aufgewendet werden?

An jedem Punkt ist die Arbeit d¢ = @(7) - d¥ aufzuwenden. Daraus ergibt sich
die Gesamtarbeit:

U

A¢ = / ) (MdF  (Summation iiber alle d¢)
7, entlang r

a

t —
e d
= / Ei(f'(t))d—: - dt (,,Erweiterung mit dt*)
t

a

Dieses Integral heiit Kurven- oder Linienintegral.

Beispiel (drei moégliche Bahnkurven)

2
T3

6(;) = 2$1$2
0

Wir untersuchen nun drei Bahnkurven, auf denen sich ein Massenpunkt vom
Ursprung (0, 0,0) zur Koordinate (1,1, 1) bewegt, auf ihr Kurvenintegral.
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1.Méglichkeit: 'y :[0;1] — R3¢t — (t,t,t) (=7(t)).

(1,1,1) 1 ) ) 1
/ a(r(t))dr = / (@(m(t)) - ¥(t))dt 7(t) = 1
(0,0,0) 0 1

1
= /0 [a1(7(t)) - 1 + ao(7(t)) - 1 4+ as(F(t)) - 1]dt

1
= / (t* +2t3)dt = [t*]5 = 1
0

2. Moglichkeit: T'5:[0;1] — R3¢t (¢,t2,t%) (= 7(t)).

%

(1,1,1) 1 1
aFt))dr= [ (at)) - = 4. 5. 4P
/ (7(t))d /0 (@(7(t)) - 7(t))dt /O (1 142632t +0-4%)dt

1
:/ 5ttdt = [t°]5 =1
0
(t,0,0)  fiir ¢e0;1]
3. Moglichkeit: T'3:[0;3] — R, t+— < (1,t—1,0) fir te[l;2]
(1,1,t—2) fir te2;3]
%

*3
0 " =

= Kann wie oben ausgerechnet werden (Integration iiber t), ist aber
relativ aufwendig... Schneller: , direktes Ausrechnen*:

(1,1,1) (1,1,1)
[ = [ () - des+ o) o+ as(r) - da)
( (

0,0,0) 0,0,0)
(a1 (L (L
_ / a1 (7)dar + / 0 (F)ds + / as(F)das
(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)

(1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
/ x% dxry —|—/ 2x129 dxo —|—/ 0 dxs
(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
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— dz; nimmt nur einen Wert an, wenn sich der Massenpunkt in
z1-Richtung bewegt; fiir die Intervalle [1,2],[2, 3] bewegt sich der
Punkt aber nur in xo- und zs-Richtung (Analoges gilt fiir dzs):

1 1
= / x% drq +/ 2x1x9 drg + 0
0 0

— 23 hat aber auf dem Weg auf der z1-Achse den Wert 0; ; hat
auf dem Weg in Richtung der xo-Achse den Wert 1.

1
= O—l—/ 2radry = [¥3]2 =1
0
= Fiir alle drei Wege ergibt sich als Kurvenintegral der Wert 1! Ein Zufall?

Erklirung: Wir betrachten zwei Kurvenintegrale in einem Gradientenfeld (also
in einem Vektorfeld mit Potential):

d¢ = d(r) - dr = grad¢ dr
Fiir die beiden Linienintegrale gilt also:

A¢ = grad¢ - dif  bzw. A¢p = / grad¢ - dir
rot

grin

Aj = / gradé - d = §(7.) — $(7) (6)

= Fiir Gradientenfelder. . . < Falls zu einem Vektorfeld ein Potential existiert,. . .
. Fo ap 1o .
... ist fF a(7)dr wegunabhingig.

Man kann auch die Umkehrung zeigen: Wenn die Kurvenintegrale wegun-
abhéngig sind, dann existiert ein Potential ¢.

Bemerkung:

Alle Kurvenintegrale sind wegunabhéngig < alle Kurvenintegrale
iiber geschlossene Kurven haben den Wert 0.

Begriindung:

=" Tf: a(r)dr = ¢(7e) — ¢(7,) (geschlossene Kurve: 7, = %) = 0.
,<="“: I'3 sei eine geschlossene Bahnkurve, zusammengesetzt aus den
Wegen I'y und I's, dann gilt:

O:frg_d'(F) df’:frld(F) df'+fr2c?(f') dF:fFl-~-—fF2~-~

& fFl R fF2 -+« & I'1,T's wegunabhéngig .

— Hat jedes Integral {iber eine geschlossene Kurve von @ den Wert
0, so besitzt @ ein Potential.
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weiteres Kriterium fiir ein Potential

Sei @ Vektorfeld, das auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet! definiert
ist, dann existiert ein Potential ¢ mit @ = V¢, wenn

rot =0
Begriindung;:

= ad=Vo=>Vx (V)= (VxV)p=0
,<="* aufwendig!

5.2 Kriterien fiir die Existenz eines Potentials (Zus.)
Es existiert fiir ein Vektorefeld @(7) ein Potential, wenn...
1. @(7) = V¢ (direkt iiber die Definition in (5) (komponentenweise))
2. ...alle Kurvenintegrale wegunabhiingig sind (siehe bei (6).
3. ...jedes Integral iiber eine geschlossene Kurve den Wert 0 hat.
4. rot @ =0 (fiir einfach zusammenhéngendes Gebiet)

5. Vi, j é%aj = %ai (entspricht im Dreidimensionalen obigem 4.)

leinfach zusammenhingendes Gebiet: jede geschlossene Kurve ldsst sich zu einem Punkt
zusammenziehen, d.h. innerhalb der Kurve darf kein ,,Loch“(=Definitionsliicke) im Feld auf-
treten.
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6 Differentiale

Linienintegrale summieren infinitesimale Anderungen lings einer Kurve, hierzu
Vektorfeld:
Die Anderung lisst sich beschreiben:

a1 dl’l
a-dr = aidzry + asdxo + azdrz = as dxo
as dwg
Gesamtidnderung:
T2
/ ardz1 + asdxo + azdrs (Linienintegral)
7 entlang r

2 dry drs drsy
= / alﬁdt‘ka@%dt—‘ra{gﬁdt

t1

Beispiel
3 t
a= | 2xi1z9 [:[0;1] = R3[| 2
0 tt
e 1 dl’l dQCQ deg
d d drs = —dt —dt —=dt
/F1 a1dxr] + a2dxg + a3axs /0 ay di —+ asg dt + as dt

1 1
/ (t*)1 dt + 2tt*2¢ dt :/ 5t4 dt = [t°]5 =1
0 0
Ausdriicke der Gestalt aidr; + asdxs + asdrs heiflen Differentiale. Jedes
Differential wird durch das Vektorfeld @(7) beschrieben und umgekehrt.

Fragestellung

Wann sind diese Integrale wegunabhingig?
= Bisher: Wenn zum zugehdrigen Vektorfeld ein Potential existiert. (siehe 5.2)
Wenn also @(7) ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn ein Potential existiert, gilt
offenbar:

_ 09 _ 09 _ 09

=— ay=—-— a3=—
dzry ° Ozy ° Ouxs
und fiir die hoheren Ableitungen: Bzi a%jqb = a%j aii o.

0 0

= —a; = —
83:,» J 8$j

Man kann zeigen (schwierig!), dass bei einfach zusammenhingenden Gebieten
auch die Umkehrung gilt:
9,_9
8$i a.%'j
Wenn nun zu einem Differential (zum zugehorigen Vektorfeld) ein Potential

existiert, dann heifit das Differential total oder exakt. Das Potential heiffit auch
Stammfunktion.

a1

a; (fiir alle i,j)

Vi, j aj = a; = 3 Potential ¢
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7 Koordinatensysteme

7.1 Zweidimensional

7.1.1 Kartesisches Koordinatensystem

v (utoﬁ"l’.“"%b"*l)
h"w
| [ R -
A __,_/4_, e (oo
== R
(x"t xl) | f
7 S,
2, " y
s> l J 7 oX,
g, '
|
Einheitsvektoren

e Verschiebe Punkt (z1,x2) in z1-Richtung:

or _ o (T \_ (L1 Y_ o _ >
Or1 ~ Oz To - 0 = c1 = eajl

e Verschiebe Punkt (x1,x2) in zo-Richtung:

o _ o (T _ (0 _ g _ &
dzy ~ Oza T - 1 — 2 = Cuy

= Rechtwinkliges (€1 L €3), geradliniges (Koord.-linien sind Geraden) KS.

7.1.2 Polarkoordinatensystem

AR

Al

)\1‘-" fSﬂ-f

28
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Betrachte statt (z1,22) € R? die Koordinaten 7 € [0;00[ ¢ € [0; 27| mit

z T
r=1/22+2% ¢ =arctan — bzw. ¢ = arctan — + 7
T2 T
. T 7 Ccos
:>r:( ; > :< i ¢>
o rsin ¢

Offenbar existiert also 1:1-Zuordnung, die jedem Koordinatenpaar (z1,2) ein

Koordinatenpaar (r; ¢) zuordnet (auler bei (0,0)).
N X9

lere b ( Hsocdlivaher -

— 7= L)

—_—

N “a

Einheitsvektoren
or _ [ coso o ([ cos¢
° 8r_< sin ¢ ) — hat den Betrag 1 ;ser.—< sin ¢ >

7 COS ¢ " 7 COS ¢
o [ —sing
= €= ( cos ¢ >
—> Rechtwinkliges, krummliniges Koordinatensystem.

— Einheitsvektoren tangential zu Koordinatenlinien.
= Transformation: kartesische Koord. — Polarkoord. durch Drehung um ¢.

o I — ( —rsing ) — hat den Betrag r = ¢} := 1 ( —rsing )

7.1.3 Allgemein

Seien «, # neue Koordinaten.

Einheitsvektoren
oé’a:i% mitbQZI%
S 1 oF : _ |or
.65—@W mltbﬂ—%

(Hierfiir ¥ in Abhéngigkeit von o und [ darstellen: ¥ = < w1 (e, 5) >)
T2 (Oé, ﬁ)
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7.2 Dreidimensional

7.2.1 Zylinderkoordinatensystem

Wir betrachten nun die Koordinaten 1 € [0;00], ¢ €]0;27], =3 € R.
= Polarkoordinaten in der z}j — z3-Ebene, z3-Koordinate bleibt.

7 COS @
— )2 42 o :

— r=/x] + x5 7= rsing
z3

Beispiel

Zylinder mit Radius R und H6he zwischen hq und ho

7 COS @
FER?F= | rsing | wobeir € [0;R], ¢ €]0;2x],x3 € [hy; ha]
Zs3
Einheitsvektoren

7 COS ¢ cos @

° %:% rsing | = | sing | :=eé€,
I3 0
—7sin ¢ —sin ¢
o I — 7 COS ¢ mit by = || =r =é&y=L19 = cos ¢
B ¢ o¢ ? = by 96

0 0

L 513 - 53

— Krummliniges, rechtwinkliges KS.

30
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7.2.2 Kugelkoordinatensystem

AR

} ,;;ﬂr’(rﬂn 1}) =X

-)(1

[
Co (- i V) =%,

Wir betrachten nun 7 € [0;00[ ¢ € [0;27] ¢ € [0; 7]
r cos @ sin ¢
7= | rsinpsind
r cos v
Einheitsvektoren
cos @ sin ¥
° %: sin @ sin ¥ = e, dab,.=|% =1
cos
—7rsin g sin —singp
or __ : : _|oF| _ : >
° ﬁ_ 7 COS @ sin ¢ mit b, = ﬁ =rsind = ¢&, = coSs
0 0
7 €OS p cos ¥ cos @ cos ¥
° %: 7 sin @ cos ¥ mit b§:|%|:7’ = €y = sin  cos ¥
—rsind —sin

— Krummliniges, rechtwinkliges KS.

7.3 Differentiale in anderen Koordinatensystemen

Ein gegebener Ortsvektor 7 ist von den Koordinaten y1,ys2, y3 abhéngig.

3 9
dl']_ (yla Y2, y3) Zg:l g?w/: dyz
dr=| dea(yr,y2,y3) | = | Ximi 52 dvyi
3 9
dz3(y1,y2,y3) 2im1 oy i

oo
i=1 b=l

3
o
-2 gy

x1
Z2
zs3
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Beispiele
e Polarkoordinaten: di = drb,€, + dpby€, = dr €. + dy ré,

e Ausflug in die Theoretische Mechanik:
Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene, beschrieben durch 7(¢).

—

~(4) — dF _ dr do,.z _ 3 e
= U(t)=9% = @Cr + Gree = T e,
Gleichzeit ist aber 7(t) = 7€, + ré, = & = e,

rd
~ AR 4
w T&QL
Ly

7

e Kreisbewegung: 7(t) = Re, R =const.
= #(t) = #(t) = Ré, + Ré, = Ré,
Mit obiger Regel: .
=  (t)=7(t) = Re, + Rp€, = RpE, =& = pé,

Analoge Rechnung mit @(t) liefert: é;q, 1 €, und éip = —E,

7.4 V in anderen Koordinatensystemen

Fiir seine i-te Komponente im (y1, y2, y3)-System gilt (¢ ist skalares Feld):
1 oF

L (e omde 000
Yi

(6@5)1, =€y, grad ¢ = < > grad ¢

8yi 8.131 6yi 81‘2 6yi 81‘3
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Beispiel

Kugelkoordinaten, mit b, = 1,b, = rsinv, by =r

33
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8 Mehrdimensionale Integration

Motivation
AN _—

\Gﬁ
. — A ;vah‘u.

(x4, %)

*a

Wie grof} ist das Volumen zwischen Grundfliche A und dem Graph Gy 7

Né&herung

Zerlege A niherungsweise in Flichenstiicke AA.
= Volumen = Y, , f(@1,22) - AA AAZ0 JIa f(21,22)dA

(dA = dz; - dxs infinitesimales ,rechteckiges” Flichenelement)

8.1 Spezialfall: Rechteck als Grundfliche

A = [a1,b1] X [az,bs]; Dann ist das Volumen:

fff(:cl,xg)dA = /b2 ( " f(Il,Ig)dl'1> dxy = /b1 < " f(xl,zg)dz2> dxy
i as a1 ax as
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8.2 Allgemein: Integration iiber krummlinige Flichen

YU\

?a.(k‘)

1

9,(&.)

k a

P

Fiir die Punkte in A gilt: a < 27 < b und g,(21) < 22 < go(x1)

Fiir die Flache A gilt dann

A={(z1,29) €R? |a <21 <b A gulz1) < 22 < golz1)}

Fiir das Volumen gilt dann

jff(:cl,xg)dA = /b (/gowl) fz1,x2) d:z:2> dxq
A a 9

w (1)

Beispiel 1

fiR?* = R, (z1,22) — 27122

R
“s
s
—
x
-

N
~

mit @ = 1; b=2 g, (1) = 0; go(w1) = 1

2 Xy
Volumen: jff(xl,xQ)dA = / </ 2112 dzg) dxq
gl 1 0

(Zwischenbemerkung: fozl ( ff 22129 dx1> dxs wiire nicht sinnvoll!)

2 2
21z 3
:/ [z123]p" dy :/ ry dry =
1 1

A1
41, 4
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Nebenbemerkung

Falls die Grundfldche nicht direkt in g, (z1) und g,(x1) aufteilbar ist
é E/
in mehrere Flichenstiicke aufteilen und das Volumen einzeln berechnen.

Beispiel 2

Die Grundflache ist eine Kreisscheibe:

f:R? 5 R, (z1,22) Hx%—i—x%

Rz—xl R4
fff Z1,x9)dA = / / (22 + 23) dxy dxlz...:77r
R2—1,

Kiirzere Moglichkeit: Umwandlung in Polarkoordinaten
(r,p) — (rcosp,rsing) = (x1,z2)
Kreisscheibe (KS):
e kartesisch: {(r1,22) € R? : 2?2 + 23 < R?}
e polar: {(r,¢) € [0;00[x[0; 27 : r < R} = [0; R] x [0; 27]

Lot 1k R
N o Ny Q“ﬁ*

- ¢
1 r”
Y

jf f(z1, x2)dx1das = ff flrcosp,rsing) r dr de
KS

27 2m R
/ / (rcosp)? + (rsing)?] r dr dp = / / 3 dr dg
o Jo
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Allgemein: infinitesimale Gréflen in anderen KS

Seien y1, Y2, y3 Koordinaten eines anderen Koordinatensystems als dem kartesi-
schen, dann ist

dz1 dre drs = by1dy1 byady2 bysdys

Beispiel 3

Masse eines homogenen Vollzylinders mit Dichte p.

dm

AV —
T M=%, Am=Ypav M50 - Wz pdV = p [[Izy1. dvidzadas

Zylinder:
e kartesisch: {(x1,22,23) € R®: 22 + 23 < R? und h; < hz < ha}

e Zylinderkoord.: {(r, ¢, z3) € [0; R] x [0; 27[x[h1; he] }

R 27 h2
M:p/ / / r dxg de dr (bgy =1,b, =1,b, =)
o Jo Jn

hs R p2m hs R ha
:p/ // rd(pdrdx;:,:p/ / 27Trdrd13:p/ TR? dxs
h Jo Jo hy JO h1

= prnR*(hy — ho)

Geometrische Interpretation:

e Inneres Integral liefert Kreislinie (Summation von Punkten)
e Mittleres Integral liefert Kreisfliche (Summation von Linien)

o AuBerstes Integral liefert Zylindervolumen (Summation von Kreisflichen)
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Allgemein: Volumen-/Flicheninhalt

Beobachtung: Offenbar ist ﬂnyl. dxydxedrs = Zylindervolumeninhalt
—> Flicheninhalt eines Korpers A = [[[,. dA = [[,. dzidz,

— Volumeninhalt eines Kérpers V = [[[,, dV = [[[}, dzidzadas
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9 Oberflichenintegrale

Motivation

Durchfluss durch eine Flédche.
Notwendig ist dafiir zum einen ein Vektorfeld, das den Fluss beschreibt und zum
anderen eine Parametrisierung der Fldche.

9.1 Definition: Parametrisierung einer Flache

Sei UC R? (offen), so beschreibt eine fast {iberall injektive Funktion ¢, die stetig
partiell differenzierbar ist, ein Flichenstiick im R?, wenn folgendes gilt:

1. U ist zweidimensionale Fliche (in MP2)

2. Fiir obige Funktion ¢ gilt:
8%1 (@) und 8%241)(’[[) sind linear unabhingig Vi = (u1, ug)

e Variiere ui: QS(T:L.l,UQ) — o(ug + Auq, ug)
fiir Au; — 0: Anderungsrate a%lqb(uhug)

e Variiere ug: ¢(u1,uz) — d(ug,us + Aug)
fiir Aup — 0 : Anderungsrate %(b(uhuz)
Die partiellen Ableitungen von ¢ beschreiben die Tangentialebene an die Fléche
im Punkt ¢(uq,uz).
Insbesondere beschreibt %(Uh Ug) X i%i(ul’ ug) den Normalenvektor der Tan-
gentialebene im jeweiligen Punkt.

Bemerkung

In der Regel ist diese Parametrisierung nicht eindeutig, insbesondere ist die
Orientierung des Normalenvektors von der Parametrisierung abhéngig.
Beispiele

1. Ebene mit Aufpunkt @ und Richtungsvektoren l;, ¢
¢ :R%2 — R3, (uy,uz) — @+ urb + usé

2. obere Halbkugel:
R cospsind
¢ [0;27[x[0;7/2] — R3, (p,9) — | Rsinpsind
Rcosd
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9.2 Durchfluss durch eine Fliche

Wir suchen nun die Gesamtmenge pro Zeit eines Flusses, der durch die Fliache
fliefit.

Anschaulich

Der Durchfluss durch ein Fldchenstiick ElA mit Normalenvektor dA ist umso
grofier, je kleiner der Winkel zwischen dA und dem Vektorfeld f, das den Fluss
beschreibt, ist. (dA L f = kein Durchfluss; dA || f = maximaler Durchfluss)

= jj f -dA gibt Gesamtmenge des Durchflusses pro Zeit
A

Definition
Sei f : M — N mit M, N C R? ein Vektorfeld und ¢ : U — R? eine Parametri-
sierung einer Fliche A, so ist
L - o - 9 -
£ff LdA = gf«b(ul,uz)) : (amqﬁ(ul,uz) x %mum)) dusdus

die Gesamtmenge des Durchflusses pro Zeit. (eindeutig bis auf Vorzeichen)

Beispiel: Fluss durch Schraubenfliche

7 COS
¢ J0;1[x]0; 2[— R?, (r, ) = | 7sing
14
. r Yy
FRSR |y |~ —=
z z
T‘é
cos ¢ —rsinp
sing | x 7 COS dr dp

0 1
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2 1 7 sin ¢ sin ¢
= / / —rcosy | - —cosp dr dp
0 Jo ® rcos? o +rsin’ ¢

2 1 2m 1

:/ /(TSiH2<p+7”COSQQO+TQD) dr dgpz/ / r(14 ) dr dp
o Jo o Jo
27

1
Y VPR
O 2

41
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10 Integralsitze
10.1 Satz von Gaufl

Heuristische Voriiberlegung

Quellen in einem Volumen bewirken Fluss aus dem Volumen, d.h. durch seine
Begrenzungsfliche.

= fﬂdivfdv = fffd/f
% A
(A ist die Begrenzungsflache des Volumens.)

Satz von Gaufl

Sei f : M — N,M,N C R? ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld,
V C M eine dreidimensionale Menge im R? mit Begrenzungsfliiche A, dann gilt

jf divf day dey drs = H FdA
v A
(Alles was im Volumen V quillt, muss durch die Begrenzungsfléche!)

Beispiel: Elektrisches Feld einer homogenen geladenen Kugel

In der EII oder TIII zeigt man: div E = z
(E Elektrisches Feld, p Ladungsdichte)

Ladungsdichte einer homogenen geladenen Kugel

v _f po falls xf + 235 + 23 < R}
plwr, 22, 75) = { 0 sonst
Beschreibe p in Kugelkoordinaten:

_J po fallsr < Ry
plr, e, 0) = { 0 sonst

Skizze

e,

&

Symmetriebetrachtung:

E-Feld auf Kugelschale mit konstantem Ry (Betrag und
Richtung konst.) und E-Feld radial nach auen/innen.

= E(Ry) = E(Ry) &5 (8)

2
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Integration von divE = £
€

rechte Seite:

ﬂf P dxy day das = Hj "’(’"’67‘(?’19)72 sind dr dg do

€
Kugel mit R, 0 Kugel mit R,

T 27 rRa T 27 3
@ / / / P92 i dr do d¥ = @/ / Sinﬁi dep di)
o Jo Jo €0 €0 Jo Jo 3

_ _P047T 3 _ Po
—-~~—g§R1—g'VKugelmit Ry

linke Seite:

{[[ divE dey ds des Gaufl ([ Eax ®
Vv A

hier: Auf Kugelfliche ist E || dA und konst. = Auf der
Kugelfliche lebt ein konstantes E-“Betrags“-Feld.

(8) - o
= ff E(Rs)eg, - dA €4 = E(R2) ff dxydry = E(Ry) - ARygeloberfliiche
A A

= E(Ry) - 47R3

linke Seite = rechte Seite:

pod 3 2 pol 31

—-mRy =E(Ry) -4rR; <& E(Ry)=—z-Ri—

o 37" 1 (Rg) - 4m R (R2) @3 1R%
Allgemein:

— - pO 1 3 1 N

E(F)—g g Rl ’]"72 €r (T<R1)

Analog, bzw. dhnlich:
Inneres einer Kugel (E-Feld héingt nur vom eingeschlossenen Volumen ab.)
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10.2 Satz von Stokes

Berechnung der Auswirkungen eines Wirbelfelds auf einen geschlossenen Weg.

=N
7 | B
\ oK .
/ v
< mikroskopisch: €
= Maf fiir Wirbel in dA: rotf~ dA

= Gesamt: ﬂArotf- dA

AR oA

—

Im Inneren der Fliche heben sich die Begrenzungslinien der Flachenstiicke
dA beziiglich ihrer Bewegung auf. = Rand bleibt.

— grotf.dE/Randfdf

Satz von Stokes

Sei I' eine geschlossene Kurve, A eine von ihr eingeschlossene (nicht entartete)
Flache, dann gilt

/ fdr= jf rotf dA (f Vektorfeld, stetig partiell differenzierbar)
r A

Beispiel: Induktion eines E-Felds

In der EI:  rotE = —§
(ein sich #nderndes Magnetfeld bewirkt ein elektrisches Wirbelfeld)

Vorgaben und -Uberlegungen

o B riumlich konstant (ohne Einschriankung)
e BLA-B|dA

o & tangential zur Kreisbahn I"

e |E| ist auf der Kreisbahn konstant.
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Integration

Bai ([rotB di= [ Bar= [ Edr—orRE
(ot ffrwtoi- [ |
Gleichzeitig:
{[ _BdA= ([ ~Bda=-R*B
A A
Also:

—R?7B = 2rRE(R) = E(r) = —%BR@, (Plattenkondensator)

Exkurs: Raumwinkel

Ausgangssituation: Flachenstiick auf Kugeloberfliche.
= in Kugelkoordinaten:

Volumenstiick: dzy dxy dzs =12 sind di dy dr
Flachenstiick: dA =712 sind dv dy
Winkelstiick: dQ) = sin? dv dp

Dieses Winkelstiick bezeichnet einen Raumwinkel 2.
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11 Extrema

Gleichgewichtszusténde in der Physik lassen sich in der Regel durch Extrem-
prinzipien beschreiben. (Bsp.: Energie minimal < stabiles Gleichgewicht.)

11.1 Extrema ohne Nebenbedingung
Sei ¢ : R™ — R ein mehrfach partiell differenzierbares Feld.

= Notwendige Bedingung: waagrechte Tangentialebene
e Betrachte diese Ebene als (besonders einfaches) skalares Feld:
g : R? — R mit dem Differential dg = ;—gfldxl + %dl’g

e Da g eine Tangentialebene sein soll, muss gelten: 24 = 22 ynd 92 — 92

Ox1 ~— Oz Oxo Oxa
Also dg = %dml + g—“’dxg

Z2

e Fiir eine waagrechte Tangentialebene muss gelten: dg = 0

Op Op _ Op __ Op _
= azldxl + 8m2d$2 =0 nur wenn By = 0 und ey =

Op o
— < Zai > — ( 8 ) & Vo 20 (notw. Bed. fiir Extrema)
2

Maximum oder Minimum

Zwei Moglichkeiten:
1. Lineare Algebra

2. Untersuche Umgebung auf Monotomieverhalten (aufwendig)

Beispiel

¢ : R? —>]R,(m1,x2)l—>a:%+m§

S 7 2.%‘1 _ o _
Vap—<2z2>—0 = x1=0=129

Da ¢(z1,22) < 0 V (x1,22) # (0;0) ist an der Stelle (0;0) ein Minimum.
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11.2 Extrema mit Nebenbedingung
Motivation

Nicht Extrema von ¢ iiber Flidche, sondern nur {iber einer Bahnkurve, die durch
eine Funktion ¢g : R* — R mit g(z1, ..., z,) = 0 beschrieben wird.

(z.B. Kreisbahn g : R2 — R, (21, z2) — 2? 4+ 23 — R? = Nebenbedingung:
22+ a3 — R = 0)

o Es muss wieder sein: dxl + 0@ dzo(+...) =0

. Nebenbedlngung g(:rl, 29) =0  (auf der Kurve konstant)
=>dg— dxl—i—aag dee =0 = dzy= 8Il/aﬂ172 -dxy ( falls 3%’; #0)

odxgindcp:()' OzgfdleraxQ'( le/am)dxl

v, 99 99,09
(9.1‘1 8$1 81‘2 8$2 N
———— ——

=\ =\

Damit ergibt sich folgendes Gleichungssystem fiir 1, z2, A (Lagrange-Multiplikator)
als notwendige Bedingung fiir ein Extrema:

dp | 0Og
W 5 = o

90 _ 99
@ 5 = on

(3)  glz1,22) =0

Beispiel
0:R* >R, (z1,22) — x% — x1T9 + T
Kreisbahn: 3 + 23 =25 =27 +23 —-25=0
= g:R? =R, (21,20) — 27 + 22 — 25
Mit den Partiellen Ableitungen erhélt man folgendes Gleichungssystem (s.o.):
(1) 2z1 — 20 = A221 | 29 = 22129 — x% = 2)\x122
(2) 2x9 — 21 = A229 |- 24 = 20119 — 27 = 20T
(3) o+ a3 =25

(1):_(>2) x% = x% — 11 = txo

P 992295 gy =4/B;  WB=2% — =42

Also sind die Punkte f(5 5), 7(5 —5), 7( 5;5), 7( 5; —5) Kandidaten
fiir Extrema (sonst keine!).
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Entscheidung iiber Extrema

1. Geschicktes Herangehen:

Kandidaten in ¢ einsetzen;

— womdglich ergeben zwei Kandidaten die selben Werte;

— mit dem Wissen aus MP1 dass ein Max. und ein Min. existieren
muss, ist dann ersichtlich, welche Kandidaten Maxima und welche
Minima sind.

2. Allgemeiner (Untersuche Umgebung einer mogl. Extremalstelle):

Sei (z7, z%) Kandidat.

Setze x1 = 7 + h (h klein).

Ermittle zugehoriges x5 (21 in Bahnbeschr. einsetzen).
— Vergleiche ¢(z1,22) mit p(x7, x3)
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12 Taylorreihen

Motivation Mathematisches Pendel (E1)
Kraftansatz: ¢ = —sing — nicht analytisch 16sbar!
= Niherung fiir , kleine* ¢: sin p & ¢

12.1 Taylor-Entwicklung

Gegeben sei eine beliebig oft differenzierbare Funktion: f: R — R
Néhere f an einer Stelle durch Polynomfuntionen, so dass die Néherungsfunk-
tion in moglichst vielen Ableitungen mit f iibereinstimmt.

0. Schritt konstante Polynomfunktion (rot)

Ubereinstimmung in 0. Ableitung (— Funktionswert bei zg)
po(z) = f(xo) = pg = ¢ = const.

1. Schritt lineare Polynomfunktion (blau)

Ubereinstimmung in 1. Ableitung (— Tangente in x)
Ansatz : py(z) = f(zo) + C - (x —x9)  mit C = f'(z0) = p} (20)
= pl(‘r) = f(x()) + f/(x(])(x — xo)

2. Schritt quadratische Polynomfunktion (griin)

Ubereinstimmung in 2. Ableitung
Ansatz : pa(z) = p1(z) + C - (v — 30)? mit 2C = " (z0) = ph (x0)
1
= pa(x) = f(xo) + f'(wo)(z — x0) + Qf"(xo)(a: — x0)?

3. Schritt kubische Polynomfunktion (schwarz)

Ubereinstimmung in 3. Ableitung

Ansatz : p3(x) = pa(z) + C - (x — x0)> mit 3-2C = " (zg) = p§ (z0)

= pa(a) = f(a0) + f' (o) (@ — o) + 5 " (w0)(w — 20)* + 1" (@) (& — 70)?

Usw...
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Allgemein
Der Grenzwert
— 1. i
Tfao(z) = Z.*,f( (o) (z — 20)
i=0 =

heifit Taylorreihe im Entwicklungspunkt xg.

Ihre Partialsummen Y_" ;& f(®(20)(z — 20)" sind im gutartigen Fall fiir
wachsendes n immer bessere Ndherungen von f an der Stelle xyp und in ihrer
Umgebung.

Beispiel

fR=Rx—e" x7=0 = fO ¢
1 R
Tro(w) =Y 5f00) @ —0)' =3 =
i=0 '
Analog fiir g = 1:

Tp(@) =3 SO0 -1 =3 L@ -1y
=0 .

12.2 Konvergenz der Taylorreihe

1. gutartige Fille: Ty, konvergiert gegen f

e =2"0T

° cosT =Y .0, ((;3))! %

e N0 (D' 241 1.3, 1.5
o sinz =) ", TR =x— 52+ 527 — ..+ ..
schnell . .
%7 é, % — 0 =sinx~zx gute Ndherung

2. weniger gutartig: T ., konvergiert, aber nicht gegen f

1
22 fir >0

B.: f: ¢
=B f ]RHR’:EH{ 0 fir <0

Taylorreihe bei xg = 0: Ty g =0
f\

3. T}z, konvergiert nicht.
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13 Komplexe Zahlen

Problem: 22 = —1 in R nicht 16sbar!

Frage: Lisst sich R so erweitern , dass z° = —1 lésbar wird? (Analoge Frage zur
Konstruktion der reellen Zahlen: lisst sich Q so erweitern, dass 2% = 2 lésbar
wird?)

Postulat: Erweitere R um eine imaginire Einheit i = v/—1.

2

Um rechnen zu kénnen, ben6tigt man die Struktur eines Korpers, insbeson-
dere alle reellen Zahlen, alle reellen Vielfachen von ¢ und Kombinationen daraus.
Wenn die Rechenregeln aus R gelten sollen, dann muss man Folgendes fordern:

e Ya,b € R muss a + bi definiert sein.

e Addition zweier solcher Zahlen muss definiert sein:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

e Multiplikation muss defniniert sein:
(a+bi)- (c+di) = ac+ adi + bic + bidi = (ac — bd) + (ad + bd)i
Existenz von i: a + bi := (a,b) € R?, dann ist i = (0,1) € R?
Offenbar haben wir mit obigen Rechenregeln eine Rechenstruktur (Addition
+ Multiplikation) auf R2.

13.1 Definition
R? mit obiger Rechenstrukur heifit Menge der komplexen Zahlen (Bez. C).

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ bc)

Existenz von Inversen

e Offenbar ist (—a, —b) additiv invers zu (a, b), denn (a, b)+(—a, —b) = (0,0)
(=neutrales Element der Multiplikation)

. Fallb zu (a + bi) multlphkatlves IIlVQI‘beb existiert, muss gelten:

a—bi
a+bz (a+bi)(a—bi) — 0,2—‘,-1)2 + Z—i-b2Z eC

= Nachrechnen liefert: (a2+b2 + a2+b2 Ya+bi) =
= Dividieren in C moglich.

Bezeichnung

a heifit Realteil von a + bi; b heiflt Imagindrteil von a + bi
a — bi heifit konjugiert komplexe Zahl Z von z.
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13.2 Graphische Darstellung

Die Vektorschreibweise motiviert die Darstellung in der Gaufischen Zahlenebene

l] - 'Jmar',.,_'ziq:l "

at & = (ou, L)=2

13.3 Darstellung in Polarkoordinaten

(2], @) € [0; 00[x[0; 27[, wobei
|z| = Va2 +b2 =2z mitz=a—bi (konjugiert komplexe Zahl zu z)
= 2z = |z| cosp + i|z|sinp = |z|(cos ¢ + isinp)

Die Multiplikation zweier komplexen Zahlen wird zu einer Drehstreckung,
d.h. z; - 25 ergibt eine komplexe Zahl/einen Vektor mit
dem Betrag |21 22| = |21|-|22| und dem Winkel ¢, .., = ¢., +¢., (Nachrechnen).

13.4 Euler-Darstellung

Die obige Betrachtung motiviert die Darstellung

z = |z]e"? mit e’ = cosp + isingp
Rechtfertigung:
—1)J . . —1)J .
Cosp = Z;io ((2j)), 0%, sinp = Z;io (éjJr)l)!(pQJ“

= cosptising =372, “JL,)J = ei?
Folgerung:

Aus €% = cosp +ising und
e~ % = cos(—p) + isin(—y) = cos ¢ — isin g folgt
1

1. . _ .
cosp = 5(6“'0 +e7) sin p = Z(ew —e )
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Daraus ergibt sich:

COS(CL—F b) — 5 (ei(a+b) + e—z(a+b)) — 5 (ezaeib + e—lae—lb)

((cosa+isina) - (cosb+isinbd) + (cosa —isina) - (cosb — isinb))

| =

= cosacosb —sinasinb

13.5 Multiplikation in C

Wie schon erwéhnt, bedeutet die Multiplikation einer komplexen Zahl z; mit
einer anderen zo (Drehstreckung):

1. Streckung von z; um |zs|
2. Drehung von z; um ¢,

zB. 2z -z =|z?

Anwendung

1. Potenzieren einer komplexen Zahl
2" = (|z|ew)n = |z["e'm®

2. Radizieren einer komplexen Zahl

Bestimme die Losung(en) der Gleichung: 2" = a mit a = |a|e’¥s
Offenbar ist eine Losung: z; = {/|a] e'¥a/
Da aber €*¥ = cos ¢ + i sin ¢ 27-periodisch ist, ist auch Losung:

25 = n/|a‘ ei(gaa-i-?kﬂr)/n

Diese Losungen sind fiir k € {0,...,n — 1} verschieden.

= Zu 2™ = a gibt es also genau n verschiedene Losungen (komplexe
Wurzeln).

Beispiel 1: 2% =2

2 =2|e?

2 = VB0 — 3.1 = 3

2y = V2ei0F2M)/4 — Y5 pim/2 — 35
2y = VIO o ein 33

2y = W2EIOFET) /4 — 5 pidw/2 — _ 35
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Beispiel 2: 22 =4

/2 _ 61'77/2

1= |ile

— T iein® — L 44 1
zlfcos4+251n4 ﬁ—i—zﬂ

- T 4ieinh® = L ;1
29 = cosdf +isind] = 5 — s

= Haufigste Anwendung: n-te Einheitswurzel

Losung der Gleichung 2" = 1: 2z, = ¢*2¥™/* mit k {0, ...

3. Hauptsatz der Algebra (M3)

Jedes Polynom p mit den Koeffizienten in C

p = apz" + ap_ 12" 1 + ... + a1 + ap hat in C genau n (nicht

notwendigerweise verschiedene) Nullstellen 21, ..., z,, d.h.

p=an(®x—21) - (x— 2zn).
Ist z eine Nullstelle, dann auch z (bei reellen Polynomen).

Beispiel: 22 +1 = (z +i)(z — 1)

54
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13.6 Zusammenfassung

13.6.1 Darstellungen komplexer Zahlen

1. z=a+b

2. z = |z|(cos ¢ + isin p)

3. z = |z|e’? = cosp = %(ei“" +e ), sinp= 27(6“" —e %)

4. z = (a,b) (Vektor in der Gaufischen Zahlenebene)
Bezeichnungen

e in z = a + bi heiflt a Realteil, b Imagindrteil

e die Zahl Z = a — bi heiflt konjugiert komplexe Zahl zu z

13.6.2 Rechnen mit komplexen Zahlen
o Addition: 21+ 290 = (a1 —+ 112) + (bl + bg)l = (a1 + ag, bl + bg)

Multiplikation (Drehstreckung):
21+ 22 = (a1a2 — bibz, a1by — braz)

2129 = |Zl||22|ei(sﬂ1+wz)

e Betrag:
|z| = |a + bi| = Va2 + b2
lz| =Vz- 2z

Potenzieren: z" = |z|"e'?

Radizieren: {/a = 2 = W ei(pa+2km)/n
(k € {07 s T — 1} =n Lésungen)
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14 Fourierreihen

Motivation

Die Approximation durch die Taylorreihe ist manchmal nicht geeignet (keine
oder langsame Konvergenz gegen die Funktion).
Restriktion auf periodische Funktionen, d.h. f mit z.B. f(z) = f(x + 27) Va.

14.1 Fourier-Entwicklung

Ansatz

= Z A sin(nz + ¢,) mit geeigneten (zu bestimmenden) A4,, und ¢,
n=0
Additionstheoreme liefern:

f(z) = % + Z(an cos(nz) + by, sin(nz))

n=1

= F¢(z) = 50 Z ap, cosnx + by, sin nx) (Fourierreihe)

o, an(n > 1),b,(n > 1) sind also sinnvoll zu bestimmen, so dass die Fourierreihe
zu f moglichst gut die Funktion f approximiert.

Bestimmung von ay, a,, b,

agp:
f(z)dz = Fr(x)dz = / 90 g4z + Z an/ cosnx dx +by, sinnx dx
=0 =0
1 ™
=aym =ag=— fz)dz
™ —T
A

™

f(x) cosmaz dx = / Fy(x)cosma dx

—T

s

™ 0 T o
aop .
= - cosma dzr + Z an, cosnx cosmx dr + Z by, sinnx cosmaz dx
- n=1 -

n=1 -

_O+Zan / cos(n +m)x +Zan /ﬂcosn— x+Zb

—T —T

=0 fiir n#&m

1
:§am/_ﬂ1 da;—l—Zb / sinnx cosmx dx
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1 S 1 1
= §2ﬂ-am + ; bn, / 3 sin(n +m)x + 3 sin(n — m)z dx = ma,

s
—T

1 s

= a, = — f(z) cosnx dx
T J_rn

by

1 (7 .

= b, = — f(z)sinnz dx
L

Mathematisch

L [ f(z)-g(z) dx stellt im Raum der 27-periodischen, integrierbaren Funktionen
ein Skalarprodukt dar (> ; a;b; geht im Kontinuierlichen ins Integral iiber).
= cosnz,sinnzx entsprechen den Einheitsvektoren des R™

= Funktion Fy(z) = % + > 7 | (ay cos nx + by, sinnx) entspricht einem Vektor
= a, cos nx, b, sin nx sind die Projektionen von f auf sinna bzw. cosnz.

Symmetriebetrachtungen

Ist die Funktion gerade / ungerade, so sind alle b, = 0 / a,, = 0 (Skalarprodukt),
d.h.

o fgerade = Fy(z) =% + > " (a, cosnz)

e f ungerade = Fy(z) = > 7, (b, sinnz)

14.2 Beispiel: Rechteckschwingung

fit)y = 1 fir —-§5<t<3 (2m-periodische Fortsetzung)
-1 fir g<t<m
q
a_—._L__- —
4 + 4 + } = x
- T T T Lz_f 2
3 14
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Bestimmung der a;, b;:
o ap=1[" fla)de=1 (fjf(—ndt + 3, 1dt+ fg(—ndt) —0

e a, =1 [" f(z)cosnzdr =1 (f:f(—l)cosnt dt + f?i Lcosnt dt + [, (—1)cosnt dt)

™

lr=sinntjr _ 4 ;,, N7
+7'r[ n ]%_rrnSHl 2

1r—sinnt]—% 1rsinnt]s
= z[=er R

o b, = %ffﬁ f(z)sinnz dz = 0 (Symmetrie)

= Fp(t) =Yo7, 2L sin % cosnt

M

n=1 nn

Zusammenfassung

ao

(o]
5 + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1

Fy(x)

1 T 1 us s
apg = — fz)dx , an:f/ f(x)cosnx dx , bn:l/ f(x)sinnz dx

T J—x -7 TJ—m

14.3 Satz von Dirichlet

Sei f eine 2m-periodische Funktion, f und f’ seien stiickweise stetig ohne Pol-
stellen. Dann konvergiert die Fourierreihe in allen Stetigkeitsstellen gegen f. An
den Unstetigkeitsstellen ist der Wert der Fourierreihe gleich dem arithmetischen
Mittel der Grenzwerte von links und rechts:

1
3 (Jim, F(o e 80) 5 Jim, S = )
e\\/

e
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14.4 2rm-verschiedene Periodendauer

Oftmals liegen keine 27-periodischen Funktionen vor, sonderrn die Periode hat

die Dauer T'. Dann ersetze x durch z = 277’3[: und bilde die Fourierreihe:

_ap > n2mw . n2mw
Fi(x) = 5 —I—;{ancos( T x)—l—bnsm( T x)}
2 (= 2 [z 2
n2m
CLO—T/_g f(z)dx an—T/_g f(z) cos (T x) dz |

T
b, = ;/_; f(z)sin (?m) dz

14.5 2. Zugang zur Fourierreihe

Es ist im Komplexen

. 1 . .
77/(741)7 Sin nr = 7(6171{13 _ e*lnﬂ?)

1( nc 4
COS = =
nx 5 e e %

Betrachte die Funktionen
T el (neZ)

als ,,Basisfunktionen“ bzw. als Orthonormalsystem. Daraus ergibt sich:

o)
F}(ompl‘(x) _ Z aneinm

n=—oo

14.6 Spektrale Darstellung der Fourierreihe

Die Fourierreihe gibt an, wie stark die Schwingung cosna (mit Faktor a,) und
die Schwingung sin nz (mit Faktor b,,) in der urspriinglichen Funktion enthalten
ist.

Eine Umformung (Additionstheoreme) liefert:

o0

AO 2m
Fy(z) = 5 + Z A, cos (nTx + gan>
n=1

mit A, =+a2+b02 und tang, = Z—n
n

Diese Darstellung heifit spektrale Darstellung der Fourierreihe;

Ihre Amplituden bilden das Frequenz- oder Fourierspektrum, in dem veranschau-
licht wird, welche Frequenz wie stark vorkommt;

Die Phasenwinkel ¢,, bilden das Phasenspektrum.

. o

L]

3
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14.7 Fourierintegrale, Fouriertransformation
Sei

to 2 . nrtg 2mnt
Ff(t):?—l—ngasm T COS ——
19
—T
y b 4
1 1 T
_’L _'_t_, _t_a ’r/ ;(
z X - 2
o -3

Die Periodendauer T enspricht einer Schwingung mit Grundfrequenz wy.
= Die Frequenz der einzelnen Summanden: w, =n - wy = n%”
= T = 2T cingesetzt in Fy(z):

Wn

ot e 2 to
Fr(t) = T + Z o sin <wn2> cos (wnt) An

n=1 =1

Zum einzelnen (nicht-periodischen) Signal kommt man, indem man mit 7' — oo
lduft, wobei dann w — 0. Mit Aw = Q%An = An = %Aw ergibt sich:

A(w) = Z sin (w%’) heifit Amplitudenspektrum und gewichtet die einzelnen Fre-

wT

quenzen w in der Funktion F.

Das Integral / A(w) coswt dw  heiit Fourier-Kosinus- Transformation.
0

A(w) ist eine Verteilungsdichte von Frequenzen, deshalb macht eine Gewichtung
nur in Frequenzbereichen [wy,ws] Sinn.
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Allgemein

Sei f eine gerade, nicht-periodische Funktion, fiir die fix;o |f(z)|dz existiert,
dann heifit

oo
F(t) = / A(w) coswt dw  Fourier-Kosinus-Transformation
0
. . L[>
mit Amplitudenspektrum A(w) = — / f(t) coswt dt
™ — 0o
Analog:

Sei f eine ungerade, nicht-periodische Funktion, fiir die ffooo |f(z)|dz existiert,
dann heifit

oo
F(t) = / B(w)sinwt dw Fourier-Sinus-Transformation
0
: : L[~ .
mit Amplitudenspektrum B(w) = — / f(t)sinwt dt
™ —0o0

Beispiel

Noch allgemeiner

Sei f eine nicht-periodische Funktion, ..., dann heifit

F(t)= /OOO(A(w) coswt + B(w)sinwt) dw mit
Alw) = %/_00 f(t) coswt dt

1 o0
B(w) = —/ f(t)sinwt dt
™ — 00
Fouriertransformierte von f.

Im Komplexen

Es ist oft vorteilhaft, dies im Komplexen zu betrachten:

F(t) = / C(w)e™tdw Fouriertransformierte

1 [ -
Cw) = 2—/ ft)e ™“'dt Amplitudenfunktion
™ — 00
= COw) = A(w)e®) A(w) Amplitudenspektrum, ¢(w) Phasenspektrum
Bemerkungen

e Die Nomenklatur ist oft uneinheitlich. Manchmal bezeichnet man das Am-
plitudenspektrum als Fouriertransformierte.

e Fiir gutartige Funktionen gilt: f(t) = F(¢).
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qualitative Beobachtungen
kommen noch...
14.8 Zusammenfassung
reell komplex
Fourierentwicklung: Fy(z) = % + Z (an cosnz + by sinnz)  Fr(z)= Y. cpe™
mit aozijwf()* -
an =~ [ f(x)cosnz dx n=5=f" flx)e " dx
by =1 [T f(z)sinnz do
spektrale Darst.: Fy(z) = AO + Z A, cos (nZEx + ¢y,)
mit A, = /a2 + b2 und  tany, = 3"
Fourier-Kos.-Trans.: = [ A(w) coswt dw
0
mit Ampl.-Spektrum w) =1 [ f(t)coswt dt
Fourier-Sin.-Trans.: = [ B(w)sinwt dw
0
mit Ampl.-Spektrum w) = %ffooo f(t)sinwt dt
Fouriertransformierte: F(t) = [(A(w)coswt + B(w)sinwt)dw = [ C(w)e™“tdw
0 —00 o '
mit Clw) =5 [ flt)e ™'dt
bzw. C(w) = A(w)e#)




14 FOURIERREIHEN

14.9 Bemerkungen (Skalarprodukt fiir Funktionen)
e Im R"™ ist das Skalarprodukt fiir Funktionen definiert:
frg=—[ [f@) g(z)dz

e Mit diesem Skalarprodukt definiert man den Betrag von Funktionen:

Il = VFF = \/;T " -0 ar

o Beziiglich diesem Skalarprodukt bilden cosnz(n € IN) und sinnz(n € IN)

ein Orthogonalsystem.

e Die Skalarprodukte f - cosnz und f - sinnz sind die ,,Anteile von cosnx

und sinnz in “. Das heifit

1
(f -cosnzx) - cosnz = — f(x) - cosnz dx - cosnz

—T

ist die Projektion von f auf cosnz (vgl. Projektion von Vektor auf Basis-

vektor). (analog Projektion auf sinnx)

= Fourierreihe ist Summe dieser Projektionen und ergibt somit
wieder die Funktion (vgl. Vektor = Summe der Projektionen auf die Ba-

sisvektoren).

Das gilt fiir periodische Funktionen. Fiir nicht-periodische Funktionen geht

die Summe ins Integral iiber.

Beispiel zum Skalarprodukt

Gegeben ist die Fourierreihe der Funktion f(x) = 72 — 22

mit F(z) = 2n% + E 4( D" cosna. Gesucht ist der Wert von >

n+1 ( 1)n+1 oo ( 1)n+1

e} 1 0 _ _ > (_1)m+1
27 Z T2 :Z n2 Z m2 “Omn

0 falls m #n
1fallsm=mn

mit &y = {

Man kann fiir §,,,,, also auch schreiben f cosnx - cosmax dx.

e’} 1 n+1 00 -1 m—+1 1 -
ZL ZL.—/cosnxwosmxdx

—T

/( Z Dl cosnx - Z m+1 Cosmx> dx

m=1

3

—T

o0
Korrektes Einsetzen liefert: % =
n=1
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15 Wahrscheinlichkeitsrechnung

15.1 Kombinatorik

In der Kombinatorik beschiftigt man sich mit der Anordnung von Elemen-
ten/Zusténden und Abzéhlmethoden. Hiufig wird dabei das sogenannte Urnen-
modell verwendet: In einer Urne seien n Kugeln...

15.1.1 Permutationen

Frage: Auf wieviele Arten lassen sich diese Kugeln anordnen?

Definition:
Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung: {1,...,n} — {1,...,n}.
(n Kugeln (numeriert) — n Plétze (numeriert))

Def. /Satz:
Jede mogliche Anordnung von n Elementen heiffit Permutation der n Elemente.
Sind alle Elemente verschieden, dann gibt es

nl=nn—1)(n—2)---3-2-1 Permutationen.
Sind unter den n Elementen nq,...nx gleich mit ny + ... 4+ ng = n, so gibt es

n! . s .
' ' verschiedene Anordnungsmoglichkeiten.
nyi- Nk

15.1.2 Kombinationen

Aus der Urne werden k Kugeln gezogen (mit oder ohne Zuriicklegen), wobei die
Reihenfolge unberiicksichtigt bleibt.

Def. /Satz:

Die k gezogenen Kugeln bilden in beliebiger Reihenfolge eine Kombination k-ter
Ordnung.

Erfolgt die Ziehung ohne Ziiriicklegen, so betriagt die Anzahl der Kombinationen

(5= mmm o

Erfolgt die Ziehung mit Zuriicklegen, so betrigt die Anzahl der Kombinationen

< n—l—]lz—l > (k aus n+k-1)

49

Bsp.: Lotto < 6

> = 13.983.816 Moglichkeiten.
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15.1.3 Variationen

Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander k Kugeln ent-
nommen. Sie bilden eine Variation k-ter Ordnung.

Def./Satz:

Variationen k-ter Ordnung entstehen, wenn jede Kugel hochstens einmal gezo-

gen werden kann. Thre Anzahl ist (n%'k),

15.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung
15.2.1 Definitionen
Zufallsexperiment

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment, dessen Ausgang zufallsabhingig ist
(im Gegensatz zum naturwissenschaftlichen Experiment) und fiir das folgende
Bedingungen gelten:

1. Wiederholbarkeit

2. mehrere sich gegenseitig ausschliefende Ausgénge sind moglich
(bei gleichen Eingéingen)

3. der Ausgang ist zufallsabhéngig

Ergebnisraum ()

Zu einem Zufallsexperiment sei Q = {w1,ws,ws, ...} die Menge aller moglichen
Ausgiinge. Die Elemente von 2 heiflen Ergebnisse des Zufallsexperiments.
Q heiBt Ergebnisraum.

Ereignisraum A

Im Allgemeinen betrachtet man hierzu die Menge aller Ereignisse. Diese Menge
ist in der Regel eine Teilmenge der Potenzmenge von 2, d.h. jedes Ereignis ist
Teilmenge von . (z.B. (wa, ws)). Die Menge aller Ereignisse heifit Ereignisraum.

‘Wahrscheinlichkeit
Die Wahrscheinlichkeit ist eine Abbildung P : A — [0; 1] mit

1. P(Q) =1

2. P(AyUAs UA3U...) = P(A1) + P(As) + P(A3) + ...,
wenn Aj, As, ... paarweise disjunkte Ereignisse sind.

(In der Praxis wird P oft auf  definiert.)

FEigenschaften:
e P({})=0
e P(A°)=1— P(A) mit A°=Q/A
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B unter der Vorausset-
zung, dass A bereits eingetreten ist, heifit bedingte Wahrscheinlichkeit und ist
definiert zu

P(AN B)

P(BIA) = =5

Stochastische Unabhingigkeit
Zwei Ereignisse heiflen stochastisch/statistisch unabhingig, wenn gilt

P(ANB) = P(A) - P(B)

(Plausibilitéitscheck: P(B|A) = 2508 = PEAE) — p(B).)
Das heif3t, die Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, wenn A eingetreten ist, ist
die selbe wie die, dass B eintritt (unabhéngig von A).

= A hat keinen Einfluss auf B.

15.2.2 Veranschaulichung: Wahrscheinlichkeitsbaum

P D
fa g —_&‘_‘E
\FT‘: ¥

= Die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis ganz rechts:
Produkt der Wahrscheinlichkeiten auf dem (hier eindeutigen) Pfad zu diesem
Ereignis. z.B.: P(F) =p1 - p2

Im Fall mehrerer moglichen Pfade wére dann analog:

P(F)= > pip,

Pfade

15.2.3 Anwendung: totale Wahrscheinlichkeit

Sind A; Zwischenstationen auf einem Weg (von n Wegen) zu B, so gilt

P(B) =Y P(B|A;)- P(A;)

i=1
= andere Anwendung:
P(4;) - P(B|4;)
2 i1 P(Ai) - P(BlAy)

P(4;|B) =
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15.2.4 'Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Zufallsvariable X

Unter einer Zufallsvariable (oder Zufallsgrofie), versteht man eine Abbildung,
die jedem Elementarereignis A eine reelle Zahl zuordnet:

X:QO—R

Bsp.: doppelter Wiirfelwurf: Q = {1,2,3,4,5,6}2
X: Jedem Elementarereignis wird die Augenzahl zugeordnet:
X: (L) —2, (21)—3, (1;2)+—3,...(6;6) — 12

Die Zufallsvariable heif3t
e diskret, wenn ihr Wertebereich endlich oder abzahlbar unendlich ist,
e stetig, sonst.

Achtung! Funktionen, die als Zufallsvariable stetig sind, brauchen es als Funk-
tionen nicht zu sein.

Beispiel:

_ x fir x € [0; 3]
X'[O’l]_)R’xH{m+1 fir € [3;1]

= W, = [0; $[U[11;2[ ist iiberabzihlbar
= X stetig als Zufallsvariable, aber nicht als Funktion.
Verteilungsfunktion F

Die Verteilungsfunktion einer Zuvallsvariable X gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass X einen Wert annimmt, der kleiner oder gleich einer reellen Zahl x ist:

F:R—[0;1],z— P(X <2)=PHweQ: X(w) <z})

Die Verteilungsfunktion hat folgende Eigenschaften:
1. F ist eine monoton wachsende Funktion

2. lim F(z)=0

n——0oo

3. lim F(z)=1

n—oo

4. VYa,be R,a < b ist
Fla<z<b)=P{weR:a< X(w) <b})=F()— F(a)

Bemerkungen:

e Durch die Verteilungsfunktion ist die Zufallsvariable i.d.R. eindeutig fest-
gelegt (zumindest im interessanten Bereich).

e Durch die Verteilungsfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung ein-
deutig festgelegt.
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‘Wahrscheinlichkeitsdichte

Im Fall einer stetigen Zufallsvariablen lisst sich oft die Verteilungsfunktion als
Integralfunktion darstellen:

Fz)=P(X <z)= / f(z)dz

mit geeigneter sog. Dichtefunktion f (Wahrscheinlichkeitsdichte)
mit den Eigenschaften:

1. f:R— lRa'

2. [% f@)de=1

3. in geeigneten Fillen: F' = f

4. Va,beRist Pla< X <b) = f: f(z)dz
Beispiel:

Lebensdauer einer biologisch abbaubaren Substanz:
ft) =Ae™

Wahrscheinlichkeit, dass die Substanz (bzw. ein Molekiil daraus)

nach ¢t = % noch existiert:

PO<T<2)= [FreMdt=1—e2 ~ 0,86 = 86%

15.2.5 Kenngroflen einer Verteilung
Erwartungswert E(X)

Der Erwartungswert (X)) einer diskreten bzw. stetigen Zufallsvariablen mit
Wabhrscheinlichkeitsfunktion f (ordnet jedem Wert der Zufallsvariablen die ent-
sprechende Wahrsch. zu) ist gegeben durch:

E(X) =) Xif(X;) (diskret)

E(X) = /00 zf(x)dx (stetig)

Ist g : R — R eine Funktion mit Z = g(z), so gilt
E(Z) = ZQ(Xi)f(Xi) (diskret)

B2 - [ T @) f()dz (stetig)

Der Erwartungswert gibt einen mittleren Wert der Verteilung.
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Varianz und Standardabweichung o
Die Varianz ist definiert zu
Var(X) = B(X?) — (E(X))?2 >0

Die Standardabweichung o := y/Var(X) ist ein Ma8 fiir die ,,Breite* der Ver-
teilung.

Beuspiel: Bernoullikette

Q=A{0;1}, PO)=1-p, P(1)=p

n-malige (unabhéingige) Wiederholung:

Q={0;1}", P(w) = P((w1,w2,ws, ...,wn)) = p#'" - (1 — p)#0en
= E(X),Var(X) auf Ubungsblatt...

15.2.6 Binomialverteilung

Im Allgemeinen gibt die Bernoullikette also an, wo len und Oen in einem n-fach
wiederholten Experiment mit Ausgang 0/1 stehen. Etwas allgemeiner interes-
sieren oft nur die Anzahl der len und nicht ihre Lage.

Dazu wé#hlt man folgende Beschreibung;:

X :A{0;1}1" = {1,....,n}, (w1,...,wp) |—>Zwi
i=1

Die Frage lautet also: Wie sieht fiir ein k € {1,...,n} P(k) aus?

Hierzu betrachten wir:
X7 1= {(w1,..wn) € {0,1}" | X((w1,.eywn)) = k}

e Jedes Element dieser Menge hat die Wahrscheinlichkeit: p* - (1 — p)"~*.

e Anzahl der Elemente dieser Menge: Z
(Verteilung von k Kugeln auf n Plétze.)

—rw = (o )ra-pt
Eine solche Verteilung heifit Binomialverteilung.

Problem

Fiir grofie n wird obiger Ausdruck fiir die Binomialverteilung unhandlich, wegen
den Fakultéten.

1. Fall: n groB, p klein (so, dass p von n abhingt und n - p,, = u)
= Binomialverteilung approximierbar durch die Poisson- Verteilung:

k
P(k) = % ceTH

Xk Xk
Yo peh=et. Y Iy =eFet =1 = Verteilung
k=0 k=0
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Beispiel:

Ein a-Strahler emmittiert Teilchen mit einer Rate von 1/min.
In einem Messintervall von 5 min erwarten wir also 5 Teilchen:
Erwartungswert p = 5.

2. Fall: n groB, p konstant.
= EBV)=n-p =3 oo, Var(BV)=n-p(1 —p) =3 oo
D.h. der erwartete Wert divergiert und die Verteilung zerflie3t.

= Normierung: Verschieben und Stauchen
Sei X binomialverteilt zu (n,p) mit E(X)=np, o= /np(l—p)
dann ist fiir

_ X —np
np(l—p)

Sédulendiagramm der Binomialverteilung:

Fiir n — oo: Gaufsche Glockenkurve

70
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Dies fithrt uns zum Begriff

15.2.7 Gauflsche Normalverteilung

Definition
Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X mit der Dichtefunktion (Wahr-
scheinlichkeitsdichte)

o~ H(@=p)/0)?

1
‘R — R,
f - xH\/QWJ

und der Verteilungsfunktion
F:R—[0;1,z— P(X <z)= /l f(z)dz
heifit Gaufische Normalverteilung.
Sie hat den Erwartungswert x4 und Standardabweichung o.

Beispiel: 1Q

Intelligenz normalverteilt mit g = 100 und o = 10.
130

PIQ >130) = [, f(x)de =1— [ f(z)de < 1%

Bemerkung: f(x) ist nicht explizit integrabel.
= Aber: Nachweis der Wahrscheinlichkeitsdichte moglich!

L /Oo —37% gy =1
77.. —F—— (& xr =
V2T J_so

2 1 o _ 1,2 > _ 1,2
I e 2% dx- e 2% dx

27 —o00 —o00

1 RO 12 1.2 1 [ 10,22
= — e 2% e 2Y drdy=— e 2@ ) dr dy
21 2w
— 0o —0oQ — 00 — 00

1 oo 2m N oo R
—/ eiérrdgodr:/ re " =1 =1=1
o Jo 0
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16 Entropie

Grundlegende Gedanken:

1. Information ist die Eigenschaft einer Nachricht beim Empféinger Wissens-
zuwachs zu erzeugen.

2. Information ist damit Wissenszuwachs und Abbau von Unsicherheiten.

16.1 Informationsgehalt einer Nachricht

K1: Der Informationsgehalt I, einer Nachricht ist umso gr'dﬁer, je kleiner die
Wahrscheinlichkeit p,, fiir ihr Auftreten ist (je gréfier der Uberraschungswert).

K2: Eine Nachricht mit p, = 1 hat den Informationsgehalt 0.

K3: Der Informationsgehalt voneinander unabhéngiger Nachrichten soll sich
addieren.

— K1, K2, K3 liefert
1
I, =1d () = —ld(p,)

Pz
Beispiel:
Sind alle N Ergebnisse gleich wahrscheinlich (Laplace-Verteilung):
I, = —ld(p;) = _ld(%)
16.2 Informationsgehalt eines Nachrichtensatzes

S = jz = - sz . ld(px)
k=1

Diese Grofle heifit Entropie.

(in der Physik wird oft iiber In definiert: S := — Y| p, - In(p,))
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17 Distribution

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung mussten immer zwei Fille betrachtet wer-
den, nédmlich getrennt diskrete und stetige Zufallsvariable.

Nun wird versucht mithilfe einer Approximation des diskreten Falls eine Ver-
schmelzung zu einem Fall zu erreichen:

Approximation der Verteilung (punktartig) durch eine Funktion
n fir zel[-11]

. n
gn.lR—>IR,x»—>{ 0 sonst

Offenbar ist dann

/ gn(x)dz =1 VneN

— 00

Weitere Moglichkeiten:

gn(l”) —n- 6771‘7’7,2@2
1 n
9n(7) = ST e
usw

17.1 Die 6-Funktion
17.1.1 Definition

Die §-Funktion 6(z — x) ist eine Distribution, die zusammen mit einer stetigen
Funktion f und einer Integration wirkt, wie

und, die normiert ist:

7(5(:5) de =1

Mathematisch exakter:

d ist ein Operator, der zusammen mit der Integration jeder stetigen Funktion f
deren Wert an der Stelle 0, also f(0), zuweist. Damit ist §(. — ) ein Operator,
der in Verbindung mit der Integration der Funktion f den Wert f(xz¢) zuordnet.

Allgemein

Eine Distribution ist also eine ,erweiterte Funktion®“, die nur in Verbindung mit
der Integration definiert ist, und dort auf andere Funktionen wirkt.
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Anschauliche Erklirung
e Die d-Funktion ist ,beliebig schmal“: §(x) =0 Vz € R\ {0}

e 5(0) =00 so, dass [ d(z) de =1

0=f(0)-5(x) Vac;«éO N
ist [ f(z)d(z) da f f£(0) 8(z) dz = f (0)7f d(z) dz = f(0)

e Analog: 70 f(z) 6(x — xp) dx

o

— ] fw0) 8o~ o) do = f(a0) [ 8o~ z0) do = f(ao)

Beispiel: Punktladung
Ladungsdichte: o(z) = ¢ §(z — o), denn damit gilt fiir die Gesmatladung:

Q= /Q dx—/q5(m—xo)da:—q/5x—xo)dx—q 1=gq

17.1.2 Eigenschaften

e Fiir eine Funktion A ist

— 6(h(x)) =0 Va mit h(z) #0
— 0(h(z)) = 0o V Nullstellen von h

e 0 ist gerade: §(x — zg) = §(xg — )

b flxg) fir a<zy<d
o (Def:) [ f(x) 0(x —mo) dv =< Ff(xo) fiir a =g oder b= mg
a 0 fir zg<a<b

17.1.3 Anwendung auf eine Funktion
1. konkreter Fall: Lineare Funktion h(z) = c¢(x — xq)

/ O:Ofu) Sle(a o)) da "= [ Z st —ex) 1 (3) ;o

_ %(x) fir ¢e>0 1
{ Lf(wo) fir c<0 ~ g/ (*)
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2. Approximation fiir beliebige h:
(aus Taylorreihe: h(z) = h(zq) + W (z0)(z — zo) + 21" (z0)(z — o) + ...)
h(z) = h(zo) + 1 (o) (@ — z0)

Falls zy eine Nullstelle von h ist, folgt

/ " b(hxo) + (o) (& — x0)) f(z) da ~ / (0 (w0 — o)) f(a) da

* 1
= W) ™

—~
N

N
Bei mehreren Nullstellen ist dann 6(h(z)) = 3. r—7 0(x — x4)

Beispiel

Ein Teilchen erhélt zum Zeitpunkt ¢y einen Anstofl und bewegt sich
sonst kréftefrei, somit gilt fiir seine Bewegung:

Z=co(t—ty) &(—00) =0 z(—00) =0

Also
t t 0 fir t<tg
v(t) = i(t) :/ (t') dt’ :/ co(t' —to)dt' =4 ic fir t=to
—o° —o° c fur t>tg

t .

_ Ll ’_ 0 fir ¢t <ty

gc(t)_/ B(t) dt _{ ot —to) fir t>tg
Beobachtung:

c entspricht einer Geschwindigkeit;

die é-Funktion hat die Dimension %;

allgemein hat die §-Funktion die Dimension 1/Argument

17.1.4 Im Dreidimensionalen

S o e _ 0 falls ro ¢V
/5(7" —r0)f(r) dV = { f07) falls eV
14

mit &(7 — 1) = d(z — x0) 5(y — yo) 6(2 — 20)

In anderen Koordinatensystemen:
§(F = 10) = 75— 0(y1 — y10) 6(y2 — y20) 6(y3 — yo0)

Y17 Y27Y3
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18 Differentialgleichungen

18.0.5 Definition

Eine Gleichung, die einen Zusammenhang zwischen einer Funktion f und ihren
Ableitungen beschreibt, heifit Differentialgleichung.

18.0.6 Eigenschaften

Eine DGL ist linear, wenn sie die Form

Yy (@) + an1 @)y (@) + .+ ar(@)y (2) + a(2)y(e) = g(x)

mit y(z) = f(x) und einer Funktion g(z) hat.

Ist g(z) = 0, so heifit sie homogen.

Sind alle a,,(z) konstant, so hat sie konstante Koeffizienten.

e Die hochste Ableitung bestimmt die Ordnung der DGL.

18.1 Homogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

also der Gestalt y'(z) + h(x)g(y) =0

Beispiel: Stromkreis aus Kondensator und Ohmschem Widerstand

1 . 1
Ur+Uc=0 = R-I+—=-Q=0 = R-Q+—=-Q=0

C C
. 1
Differentialgleichung: Q(t) = “Re Q(t) vt
Verfahren: Separation der Veridnderlichen
Q) 1 /t Q) ., R
—_—t = & dt' =— | ——=dt
Q)  RC t, Q1) 1o RC

QM) 1 tq ,
=3 — d :7/7dt & In—Fr=——+(t—t
o @7 ), RC Q ~ w1

& Q) =Qge melt=h)

Bemerkungen:

1. Dies gilt fiir den Fall Q(¢) # 0 V¢. Falls Q(t) = 0 Vt, ist die
Losung Q(t) = 0. Falls es nur endlich viele Zeiten t' gibt, fiir
die Q(t') = 0, so gibt es mindestens ein ¢, fiir das Q(t) # 0 und
Q) = Qo e~ ®e (t=t0) Dieser Ausdruck ist allerdings immer
ungleich Null. Also gibt es nur die beiden erwihnten Fille.
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2. Dieses Verfahren funktioniert analog bei DGLs vom Typ
y'(z)+h(x)g(y) = 0, denn dann lisst sich die DGL in der Regel

umformen zu g?(’y) = —h(z) und anschlieBend integrieren.

18.2 Homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
18.2.1 Konstante Koeffizienten

also der Gestalt 3" + a1y’ + agy =0

Ansatz
(aus DGL 1. Ordnung)
y(x) — e/\ac y/(x) _ )\6)\:10 y//(x) _ )\26/\1

Einsetzen

N4+ad+ag=0 = A=

—aj + /a2 — 4ag
2

3 Moglichkeiten
1. a? —4ag >0 (Kriechfall)

—a1+ a%—4ao —a1— a?—4a0

=N =—NG— Ay = 5
= Zwei linear unabhingige Losungen: gy, = eM® und yp = e*2®

Bemerkungen:

e Einsetzen liefert:
— Chy; und Chys sind auch Losungen
— Chy; + Cays ist Losung
= Die Menge aller Losungen ist mit der skalaren Multiplikation
und der iiblichen Addition ein Vektorraum (2 dim.).

e Die Losung y(x) = Cry1(z) + Cays(x) ist i.d.R. vorzuziehen, da hier
(durch Variation von Cy u. C3) zwei duflere Bedingungen erfiillbar
sind (z.B. y(0)=D, y’(0)=E). Eine dritte Bedingung y"(0) = F ist
dann meist nicht mehr erfiillbar.

2. a3 —4ap <0 (Schwingfall)
oy tiy/af—dag —a—iy/ai-dao

= komplexe Losungen: A\ = ——5—+—— Ao = 5

. — ; 2_
= Losungen: gy = eM7 = e/2 @ giv/olda0/2 @ g g — phav =

Bemerkungen:

e Sinn der komplexen Losungen:
Auch alle Linearkombinationen von y; und y, sind Lésungen:

1 —a i 1 iy/ai—4a, T —iv/a?—4a T
y3($):§(y1+y2):e 1/2 .§(em/2 +e m/z)

:e—al/QI' VCL%*4CL0 cR

coS
2
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1 —a T . CL2 74@
94(35):5(2/1—292):6 1/2 .Slnlfo cR

e Da die Losungsmenge wiederum mit der Addition und skalaren Mul-
tiplikation ein Vektorraum darstellt, ist auch

ys(z) = Chys(z) + Caya(x)

Losung. Somit sind alle sinusférmigen Schwingungen ,,zwischen Sinus
und Cosinus“ (Additionstheoreme) Losungen:

a 2_4
y(z) = Ce™ 7 “sin (mx + <,0> (C, ¢ frei withlbar)

2
3. a? —4ag =0 (aperiodischer Grenzfall)
> A\=-4 = yl(w):e_%l”‘

2

Mit Matrizenrechnung (aufwendig) zeigt man:
3 2. Losung:  yo(x) = ze” 27

= y(o) = Ciyi(@) + Caga(z) = e T5(Cy + Co - 1)

18.2.2 Nicht-konstante Koeffizienten
DGLen der Form: y"(z) + a1(z)y'(z) + ao(z)y(z) =0

Ein Ansatz mit e** fiihrt in der Regel zu Widerspriichen. (e/(*) zu umstéindlich
wegen Ketten- und Produktregel)

Ausweg:

y,y',y", a1 und ag als Taylorreihe darstellen (falls moglich) und nach 2™ ordnen,
o0

was eine Reihe liefert: Y c,2" =0 = ¢,=..=0
n=0

Bemerkungen:

e Schwierigkeiten liegen hier in der Umwandlung der Potenzreihe in eine
geschlossene Form.

e DGLen hoherer Ordnung lassen sich oft auch nach diesem Ansatz 16sen.
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18.3 Inhomogene lineare Differentialgleichungen

DGLen der Form: 3 (2) + a,_1y™ P (2) + ... + ap(x)y(z) = f(z)

Allgemeine Gedanken

Ist eine Losung ys der inhomogenen DGL gefunfen und eine (weitere) Losung
yn, der homogenen DGL bestimmt, so ist auch y := ys 4+ y, Losung der inhomo-
genen DGL.

Denn y, in der DGL liefert f(z), y,, liefert 0, also liefert ys+y,: f(z)+0 = f(x)

Diese spezielle Losung ist i. A. schwierig zu finden, deshalb zuerst:

18.3.1 Spezialfille
1. DGLen vom Typ ¥'(z) — p(z)y(x) = g(x)

1. Schritt: 16se homogene DGL

yn = Cexp([ p(x)dz)
2. Schritt: EINE inhomogene Losung

Ansatz:  ys(x) = c(x) yn(z)

o Yl(z) = /(2) ya(2) + c(z) y) (x) "EE P
= Cl(.')S) yn(m) + C(LU) p(m) yn<.'17)

, inhomogene DGL Ansatz
a’j) = =

s p(@) ys(z) + q(z)
= p(x) c(z) yn(z) +q()

Insgesamt:

(@) yn(@) + c(z) p(x) yn(z) = p(2) c(x) yn () + 4()

d(z) yn(z) = q(z) =

— =)o) = [ yi(fj) dz - o ()

3.Schritt: allgemeine inhomogene Losung

V(&) = (o) o) + o) = [ 22 d (o) + o)

= Cexp (jp(é)dﬁ) /xq%l)exp (— 710(52)6152) d¢; + Cexp (]P(ﬁ:a)dfs

o zo g L0

|



18 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 80

2. DGLen vom Typ y"(x) + a1 ¥'(z) + ao y(z) = f(z)
1. Schritt: 16se homogene DGL
yln = . b y2n = ...

2. Schritt: Allgemeine Losung

Ansatz:  y(z) = C1(x) yin(z) + C2(z) y2n ()

y'(x) = C1(x) y1n(x) + C1(2) yh,(z) + ...(2 statt 1)
y"(z) = CT () yin (2)+2C1(2) Y1, (2)+C1(2) Yo, () +...(2 statt 1)

Einsetzen:
(C11n + Cayan) + (Cryin + Cay2q)" + Cryi, + Coys,
+a1(C1y1n + Cayan) + a1(Cryy,, + Caysy,) + ao(Cryin + Cayan)
= (C1y1,, + Cays,) + (C1y1n + Coyan) + a1(Clyin + Coyan)
+C1yY, + Cayy, + a1(Cry, + Cayy,) + ao(Cryin + Cayan)
= (C1¥1n + C3¥5,) + (Clyin + Coyan)' + a1(Clyin + Cay2n)
+C1(y], + a1yy, + aoyin) + -..(2 statt 1)
= (C141 + Chth) + (Cryin + Chyon) + a1 (Clyin + Chyon) = f
Losungsansatz:
Clyin +Cay2n =0 und  Clyy, + Coys, = f

= Lineare Algebra: Losbar, wenn — y1,95, — Y1nYon # 0 Vo
—_—

Mit der Wronskideterminante W(x) = y}n(x) y?n(x)
yln(x) y2n(x)
Losungen:
’ o _f(x)yZn(x) ’ o _f(x)yln(x)
Ci(z) = W Cy(z) = Tx)
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18.4 Partielle Differentialgleichungen

Problemstellung: Gesucht ist eine Funktion, die von mehreren Variablen abhéngt
und einer Gleichung mit partiellen Ableitungen geniigt. Diese Gleichung heif}t
partielle Differentialgleichung.

Beispiel:
@71}2@ mit y:R?* — R, (z,t) — y(z, 1)
atz - 6.’172 y . ) ) y )
Uberlegung

Sei g : R — R zweimal differenzierbar, dann ist

y(a,t) = g(vt — )

Losung, wie man leicht nachrechnet. Das sind allerdings sehr viele, i.d.R. nicht
brauchbare Losungen. Deshalb versuchen wir aus der partiellen DGL eine ,,nor-
male“ zu machen:

Entkoppelung von t und x
Ansatz:  y(x,t) = g(x)h(t)

Einsetzen:
9?(g(z)h(t 5 0%(g(x)h(t Oh(t 9 0?g(x
GHO) _ o) ) PRy Pl
L b _ @)

= da % unabh. von x und 112% unabh. von t ist, ist auch die jeweils

andere Seite unabhéingig von x bzw. t. Also:

h(t) _ 2@ h(t) =k h(t) und ¢"(x) = UE 9(x)

Was nun ohne Probleme zu lésen ist, z.B.: h(t) = e*Vk t

Dies ist allerdings nur fiir £ < 0 sinnvoll:

h(t) = e¥VF T = Acos(VE t) + Bsin(vVk t)

g(z) = C cos (i\/ﬁ x) + Dsin (i\/E x)
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19 Matrizen

19.0.1 Definition

Ein rechteckiges Zahlenschema (a;;) mit a; € R od. C der Art

a1 ai12 A1n
asy a2

A= = (ai;) 1€{1,...,m},je{1,..,n}
aml Am2 ... Omn

heifit m x n - Matrix, bestehend aus m Zeilen und n Spalten.

19.1 Eigenschaften

e Ist m = n, so spricht man von einer quadratischen Matriz.

o Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind gleich, falls a;; = b;; Vi, j.
Insbesondere miissen A und B vom gleichen (m x n) - Typ sein.

e Die Nullmatriz ist definiert zu der Matrix, fir die a;; = 0 Vi, 5
e Eine Matrix heiBt symmetrisch, wenn a;; = aj; Vi, j

e Bezeichnet man die a;; als Diagonalelemente, so ist eine Matrix genau dann
symmetrisch, wenn sie sich bei Spiegelung an ihren Diagonalelementen
nicht &ndert (hierfiir notwendig: m = n)

e Eine Diagonalmatriz hat nur in der Diagonale von Null verschiedene Ele-

mente
di1 0 0
dij=dud; D= 0 dyy O
0 0 ds3

e Fiir die Finheitsmatriz gilt zusdtzlich zur Diagonalmatrixeigenschaft, dass
alle d” =1.

e Zu einer gegebenen (m x n)-Matrix A = (a;;) ergibt sich die transponierte
Matriz AT durch Spiegelung an der Diagonalen bzw. durch Vertauschen
von Zeilen und Spalten. (AT = A < A symmetrisch)

e Spaltenvektoren konnen als (nx1) - Matrix und Zeilenvektoren als (1xm)-
Matrix gesehen werden.

e Interpretiert man die Spalten bzw. Zeilen als Vektoren, so definiert die
Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren den Spalten- bzw. Zeilenrang.
Beide sind gleich, d.h. Rang := Zeilenrang = Spaltenrang.
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Beispiel:
3 0 1 .
A= ( 41 9 ) hat Zeilenrang 2

Spaltenrang:

< (1) > und < ; > sind linear unabh.

(1)=s(2) (7)) = () 2)(

Also hat A auch Spaltenrang 2.

—= O

19.2 Rechenregeln
e Addition:

Seien A = (aj;), B = (bij) zwei m x n- Matrizen, so definiert man
CZZA—FB:CU mit cij:aij—kbij VZ,]
e Skalare Multiplikation:
Sei A € R, dann ist A- A = (- a;5)

e Multiplikation:
Seien A = (aj;) eine (m x n)-Matrix, B = (b;;) eine (n x r)-Matrix, so
lasst sich

C=(cj)=A-B mit ¢; = Zaikbkj definieren.
k=1

C ist dann (m x r)-Matrix.

Bemerkungen

— c¢j; ist Skalarprodukt aus i-tem Zeilenvektor von A mit j-tem Spal-
tenvektor von B.

— A- B ist nur dann moglich, wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von
B.

— Selbst fiir quadratische Matrizen ist in der Regel A- B # B - A

19.3 Lineare Abbildungen
Sei B eine (n x r)-Matrix, so ldsst sich mit B eine Abbildung fp definieren:
T X1
fB:R"—R", — B -
Ty Z
mit den Eigenschaften:
L fa@+9)=A@+79) =...= AT+ Ay = fa(@) + f(Y)
2. fa(AZ) = A(ME) = ... = MAZ) = \fa(D)

> linear abh.
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Definition
Eine Funktion mit obigen Eigenschaften 1 und 2 heif}t lineare Funktion.

Bemerkung

Fiir eine (1 x 1)-Matrix A = (a) wére die zugehorige lineare Funktion: f4 : R —
R,z — ax. D.h. nach dieser Definition ist f : R — R,z — ax + b keine lineare
Funktion.

19.3.1 Extraktion der Spaltenvektoren

Setzt man im Argument Einheitsvektoren ein, so erhdlt man mit der Abbildung
faé)=A-¢

die i-te Spalte von A. Ensprechend erhilt man nach Eigenschaft 19.3.0.2 fiir
ein Vielfaches eines Einheitsvektores das entsprechende Vielfache des Spalten-
vektors.

D.h. fiir die Beschreibung einer linearen Abbildun geniigt es, die Bilder der Ein-
heitsvektoren é; zu kennen, denn jeder Vektor & € V' (V Vektorraum) lésst sich
als Linearkombination der Basisvektoren darstellen und mit den Eigenschaften
19.3.0.1 und 19.3.0.2 ergibt sich:

dim V

@)=Y wf@)

i=1

es 1, . -1 2 ~ —x1 + 2x9
Beispiel: A—( 3 1) = fa(@) ( 321 + 29 )

Genauso:  fT) = x1f(é1) + z2f(é2) = < ;;311 ) i ( 2x9 >

X2

19.4 Eigenwerte

Gilt nur fiir Quadratische Matrizen.

Definition
Ein A € R heifit Figenwert und ein £ € R™ mit & # 0 Eigenvektor zur Matrix
A, wenn gilt

A- 2=\

Man spricht dann von einer Diagonalisierung der Matrix A =
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19.4.1 Verfahren zum Finden der Eigenwerte und -vektoren

A &=\
A-i=EX\d
(A= ENZ =0

Nur lésber, wenn es keine Matrix B gibt mit B(A — AE) = E, denn sonst wire
B(A-XE)Z=B-0=0 und BA-AE)Z=E-Z=17% aber & #0

Dies ist zu bewerkstelligen mit der Forderung, dass die Determinante von A—AFE
verschwindet.

19.4.2 Determinante

Sei A eine quadratische Matrix, dann berechnet sich die Determinante dieser
Matrix wie folgt

air a2 aiz ... 0Qin
G2 A23 ... QA2n
a21 Q22 A23 ... d2p
aszz azz ... G3n
det asy a2 a3z ... 0A3p = qaqy - det
An2 an3 Apn
an1 an2 an3 Anpn
a21 a3 agn a21 as2 a9n
azip ass ... 0Aasn azy asz2 ... 0Aasn
+ (—1) a1z - det ) + a3 - det . -4
an1 ans Ann Qan1 an?2 Apn

Regel: Durchlaufe z.B. die erste Zeile; bilde die Summe aus den Produkten des
jeweiligen Elements der ersten Zeile in der i-ten Spalte mit der Determinante
der Matrix, in der die 1. Zeile und i-te Spalte gestrichen ist; alterniere bei den
Summanden das Vorzeichen:

n

Z(—l)m_l ST det(fll)

i=1
Bemerkungen
e Man definiert fiir n=1: detA = a1

e Analog kann man anstatt der 1. Zeile auch eine beliebige Zeile oder Spalte
durchlaufen.
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Eigenschaften
o det(A-B) =det A-det B
e det =1

e Wenn A-B=Fistalsol =det E =det(A-B)=det A-detB
= detA#0 und detB#0

Allgemein:
det A # 0 genau dann, wenn es B gibt mit A-B=B-A=F
(A heifit dann invertierbar)

19.4.3 Diagonalisierung

Hierfiir ist notig (siehe oben): Es darf keine Matrix B geben mit B(A—AE) = E,
also:

|
det(A — AE) =0

So konnen die Eigenwerte A1, A2, ..., A, und daraus die Eigenvektoren bestimmt
werden.

19.4.4 Anwendung

Mit den Eigenwerten einer Matrix, lasst sich eine Diagonalmatrix erstellen:

A0 ...00

0 X ... O
D=1 .

0 0 ... X\

Multipliziert man diese Matrix mit den Basisvektoren, so ergibt sich

0
A1
0 .
D-él = . :/\1 -él, USw... allg D'éi = )\1 :Ai'éi
0 :
0

Also hat D dieselben Eigenwerte wie A und die Eigenvektoren é;.

Transformation der Eigenvektoren
Die Eigenvektoren von D (¢é;) lassen sich auf die Eigenvektoren von A (&;)
abbilden:
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NOCH UNVOLLSTANDIG
FORTSETZUNG FOLGT...
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